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Ïóñòü Rs − s-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî òî÷åê x̄ = (x1, x2, ..., xs) ñ âåùåñòâåííûìè
êîîðäèíàòàìè; Is = {x̄ ∈ Rs : 0 ≤ xj ≤ 2π, j = 1, 2, .., s} − s- ìåðíûé êóá. ×åðåç Lq(Is), êàê
îáû÷íî, îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó, 2π- ïåðèîäè÷åñêèõ ïî êàæäîé
ïåðåìåííîé ôóíêöèé f(x̄) òàêèõ, ÷òî

‖f‖q =

(∫

Is

|f(x̄)|qdx̄

) 1
q

< +∞, 1≤ q < +∞.

Ïîëîæèì
γi(nx) =

{
cosnx, i = 1,
sinnx, i = 2.

Ðàññìîòðèì êðàòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

∑

n̄≥1̄

Bn̄(x̄) =
∞∑

n1=1

...
∞∑

ns=1

Bn1,...,ns(x1, ..., xs), (1)

ãäå n̄≥ ᾱ = (α1, ..., αs) îçíà÷àåò nj ≥ αj äëÿ âñåõ j = 1, ..., s,

Bn̄(x̄) =
∑

1̄≤ī≤2̄

a
(̄i)
n̄ ·

s∏

ν=1

γiν (nνxν).

Ïîëîæèì A
(β)
n = (β+1)(β+2)...(β+n)

n! , β ∈R, n− íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñóììà

σ
(β̄)
n̄ (x̄) =

∑

1̄≤k̄≤n̄

s∏

j=1

A
(βj−1)
nj−kj

(A(βj)
nj )−1Bk̄(x̄)
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6 Ã.À.Àêèøåâ, Ñ.Áèòèìõàíóëû

íàçûâàåòñÿ (C; β̄)≡ (C; β1, ..., βs) ñðåäíèì ðÿäà (1).
Äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà bn̄ ñìåøàííóþ ðàçíîñòü îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆bn̄ =
∑

0̄≤ε̄≤1̄

(−1)s−Ps
i=1 εi · bn̄−1+ε̄,

ãäå ε̄ = (ε1, ..., εs). Ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ |C; β̄|λ-ñóììèðóåìûì, λ≥ 1 â òî÷êå x̄ ∈ Is, åñëè (ñì.[1])

∑

n̄≥1̄

|∆σ
(β̄)
n̄ (x̄)|λ ·

s∏

j=1

nλ−1
j < +∞.

Äàëåå ïîëîæèì ρk̄ =
√ ∑

1̄≤ī≤2̄

|a(i)

k̄
|2. Åñëè (1) åñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè

f ∈ L1(Is), òî áóäåì ïèñàòü ρk̄(f) âìåñòî ρk̄.
Ïóñòü ω

(j)
r (f ; δ)q, r > 0, j = 1, 2, ..., s � ÷àñòíûé ìîäóëü ãëàäêîñòè ïîðÿäêà r ôóíêöèè

f(x̄) ∈ Lq(Is), 1 ≤ q < ∞ ïî ïåðåìåííîé xj ; E
(j)
n,∞(f)q � ÷àñòíîå íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå

ôóíêöèè f(x̄) ∈ Lq(Is) òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ïîðÿäêà íå âûøå n ïî ïåðåìåííîé
xj , j = 1, 2, .., s (ñì. [2, ñ.43]); Yl1,...,ls(f)q � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå "óãëîì" òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ïîðÿäêà lj ïî ïåðåìåííîé xj , j = 1, 2, .., s (ñì. [3]).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êëàññû

Hωr
q = {f ∈ Lq(Is) : ω(j)

r (f ; δ)q ≤ ωr(δ), j = 1, 2, ..., s},

Eε
q = {f ∈ Lq(Is) : E(j)

n,∞(f)q ≤ εn, j = 1, 2, ..., s},
ãäå ωr(δ) � ôóíêöèÿ òèïà ìîäóëÿ ãëàäêîñòè ïîðÿäêà r, îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1], ε = {εn}+∞

n=1 �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ìîíîòîííî ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ ïðè n → +∞.

Ïóñòü Ωr(f ; t̄)q = sup
|hj |≤tj
j=1,...,s

‖∆r
h̄
f(·)‖q�ñìåøàííûé ìîäóëü ãëàäêîñòè ïîðÿäêà r, ãäå ∆r

h̄
f(x̄) =

= ∆r
hs

...∆r
h1

f(x̄) åñòü r-ÿ ðàçíîñòü ñ øàãîì hj ïî ïåðåìåííîé xj .
Êëàññû SHΩr

q - ýòî êëàññû ôóíêöèé f(x̄)∈Lq(Is), äëÿ êîòîðûõ Ωr(f ; t̄)q ≤Ωr(t̄), ãäå Ωr(t̄) =
= Ωr(t1, ..., ts) - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ òèïà ñìåøàííîãî ìîäóëÿ ãëàäêîñòè ïîðÿäêà r (ñì. [4]).

Ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî γ(τ), 0≤τ≤1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (Sα)(èëè (Sα)) (ñì.[5])
ïðè α > 0, åñëè γ(τ)

τα ïî÷òè âîçðàñòàåò (ïî÷òè óáûâàåò), ò.å. ñóùåñòâóåò ÷èñëî c > 0, íå çàâèñÿùåå
îò τ1 è τ2, òàêîå, ÷òî

γ(τ1)
τα
1

≤ c · γ(τ2)
τα
2

(0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ γ(τ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (S), åñëè γ(τ) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (Sα) ïðè íåêîòîðîì 0 < α < 1. Ôóíêöèÿ Ωr(t̄) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (S) è (Sr), åñëè
Ωr(t̄) óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì ïî êàæäîìó tj ïðè ôèêñèðîâàííûõ ti, i 6= j.

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç C áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàç-
ëè÷íûå â ðàçíûõ ôîðìóëàõ. Çàïèñü A(φ) ³ B(φ) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå c1, c2 òàêèå, ÷òî c1A(φ)≤B(φ)≤ c2A(φ) äëÿ âñåõ φ.

Íàìè äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òå î ð åì à 1. Ïóñòü 1 < q ≤ 2, 1 ≤ λ ≤ q ≤ 2, 1
q + 1

q′ = 1, −1 < βj < 1
q′ ∀j = 1, ..., s.

Åñëè f ∈ Lq(Is) è

∞∑

n=1

n
λ( s

q
−

sP
j=1

βj)−1

· (E(j)
n,∞(f)q)λ < +∞ ∀j = 1, 2, ..., s,

òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ Lq(Is) áóäåò |C; β̄|λ-ñóììèðóåì ïî÷òè âñþäó íà Is.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2003. Òîì 3. � 1 (7)



Ìîäóëè ãëàäêîñòè è àáñîëþòíàÿ ñóììèðóåìîñòü 7

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìó äîêàæåì ïðè s = 2. Èìååì
∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

{ 2n1+1∑

k1=2n1+1

2n2+1∑

k2=2n2+1

2∏

j=1

k
q(1−βj)−1
j · ρq

k1,k2
(f)

}λ
q

≤

≤
∞∑

n1=0

n1∑

n2=0

{ 2n1+1∑

k1=2n1+1

2n2+1∑

k2=2n2+1

2∏

j=1

k
q(1−βj)−1
j · ρq

k1,k2
(f)

}λ
q

+

+
∞∑

n2=0

n2∑

n1=0

{ 2n1+1∑

k1=2n1+1

2n2+1∑

k2=2n2+1

2∏

j=1

k
q(1−βj)−1
j · ρq

k1,k2
(f)

}λ
q

. (2)

Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ê ñóììå ïî èíäåêñó n2

ïðè θ = q
λ , 1

θ + 1
θ′ = 1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∞∑

n1=0

n1∑

n2=0

{ 2n1+1∑

k1=2n1+1

2n2+1∑

k2=2n2+1

2∏

j=1

k
q(1−βj)−1
j · ρq

k1,k2
(f)

}λ
q

≤

≤
∞∑

n1=0

n1∑

n2=0

{
2n1( 1

q
−β1)q+n2( 1

q
−β2)q ·

2n1+1∑

k1=2n1+1

2n2+1∑

k2=2n2+1

2∏

j=1

kq−2
j · ρq

k1,k2
(f)

}λ
q

≤

≤
∞∑

n1=0

2n1( 1
q
−β1)λ

{ n1∑

n2=0

2n2( 1
q
−β2)λθ′

} 1
θ′ ·

{ n1∑

n2=0

2n1+1∑

k1=2n1+1

2n2+1∑

k2=2n2+1

2∏

j=1

kq−2
j · ρq

k1,k2
(f)

}λ
q

≤

≤C ·
∞∑

n1=0

2n1( 2
q
−(β1+β2))λ ·

{ 2n1+1∑

k1=2n1+1

2n1+1∑

k2=2

2∏

j=1

kq−2
j · ρq

k1,k2
(f)

}λ
q

. (3)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà
∞∑

n2=0

n2∑

n1=0

{ 2n1+1∑

k1=2n1+1

2n2+1∑

k2=2n2+1

2∏

j=1

k
q(1−βj)−1
j · ρq

k1,k2
(f)

}λ
q

≤

≤C ·
∞∑

n2=0

2n2( 2
q
−(β1+β2))λ ·

{ 2n2+1∑

k2=2n2+1

2n2+1∑

k1=2

2∏

j=1

kq−2
j · ρq

k1,k2
(f)

}λ
q

. (4)

Èç (2), (3) è (4) ñëåäóåò, ÷òî

∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

{ 2n1+1∑

k1=2n1+1

2n2+1∑

k2=2n2+1

2∏

j=1

k
q(1−βj)−1
j · ρq

k1,k2
(f)

}λ
q

≤

≤C ·
∞∑

n=0

2n( 2
q
−(β1+β2))λ ·

[2n+1∑

k1=1

2n+1∑

k2=2n+1

2∏

j=1

kq−2
j · ρq

k1,k2
(f)

]λ
q

. (5)

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Õàðäè-Ëèòòëüâóäà, èìååì (ñì. [6]) (1 < q ≤ 2)

[2n+1∑

k1=1

2n+1∑

k2=2n+1

2∏

j=1

kq−2
j · ρq

k1,k2
(f)

] 1
q

≤ C ·
∥∥∥∥

2n+1∑

k1=1

2n+1∑

k2=2n+1

Bk1,k2(x1, x2)
∥∥∥∥

q

=

= C ·
∥∥∥∥

2n+1∑

k1=1

2n+1∑

k2=1

Bk1,k2(x1, x2)−
2n+1∑

k1=1

2n∑

k2=1

Bk1,k2(x1, x2)
∥∥∥∥

q

≤ C · E2n,2n(f)q.
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Èç (5) ïîëó÷èì îöåíêó

∞∑

n1=0

∞∑

n2=0

{ 2n1+1∑

k1=2n1+1

2n2+1∑

k2=2n2+1

2∏

j=1

k
q(1−βj)−1
j · ρq

k1,k2
(f)

}λ
q

≤

≤C ·
∞∑

n=0

2n( 2
q
−(β1+β2))λ · Eλ

2n,2n(f)q ≤ C ·
∞∑

n=1

n
( 2

q
−(β1+β2))λ−1 · Eλ

n,n(f)q.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1 ðàáîòû [7] ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ∈Lq(I2) ïî÷òè âñþäó |C; β1, β2|λ-
ñóììèðóåì íà I2, −1 < βj < 1

q′ , j = 1, 2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 2. Ïóñòü 1 < q≤ 2, 1≤λ≤ q≤ 2, 1
q + 1

q′ = 1, 0≤βj < 1
q′ , j = 1, ..., s. Òîãäà

äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈Eε
q å¼ ðÿä Ôóðüå áûë |C; β̄|λ-ñóììèðóåì ïî÷òè âñþäó

íà Is, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∞∑

n=1

n
λ( s

q
−

sP
j=1

βj)−1

· ελ
n < +∞. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Eε

q å¼ ðÿä Ôóðüå |C; β̄|λ- ñóììèðóåì ïî÷òè
âñþäó íà Is. Òîãäà ïî òåîðåìå 2 ðàáîòû [7]

∑

n̄≥1̄

|an̄(f)|λ ·
s∏

j=1

n
λ(1−βj)−1
j < +∞. (7)

Äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèå (6) íå âûïîëíåíî, ò.å.

∞∑

n=1

n
λ( s

q
−

sP
j=1

βj)−1

· ελ
n = +∞. (8)

Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εn ↓ 0, n → +∞ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ
{nk}+∞

k=1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µk}+∞
k=1, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè (ñì. [8]):

1) µk ≤ εn, nk ≤ n < nk+1, 2nk < nk+1, εnk+1
≤ µk, k = 1, 2, ...

2) µk+1 ≤ 1
2µk, k = 1, 2, ...

3)
∞∑

k=1

n
λ( s

q
−

sP
j=1

βj)

k+1 · µλ
k = +∞.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f0(x̄) =
∞∑

k=1

n
s
q
−s

k+1 · µk ·
s∏

i=1

nk+1∑

νi=nk+1

cos νixi.

Ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè f0(x̄) Eε
q äîêàçàíà â ðàáîòå [9]. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè èìååì îöåíêó

∑

n̄≥1̄

|an̄(f0)|λ ·
s∏

j=1

n
λ(1−βj)−1
j =

∞∑

k=1

s∏

j=1

nk+1∑

nj=nk+1

|anj (f0)|λ ·
s∏

j=1

n
λ(1−βj)−1
j =

=
∞∑

k=1

(n
s
q
−s

k+1 · µk)λ
s∏

j=1

nk+1∑

nj=nk+1

s∏

j=1

n
λ(1−βj)−1
j ≥ C ·

∞∑

k=1

n
λ( s

q
−

sP
j=1

βj)

k+1 · µλ
k = +∞.

Ýòà îöåíêà ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (7). Çíà÷èò, ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f0(x̄) íå áóäåò |C; β̄|λ-
ñóììèðóåì ïî÷òè âñþäó íà Is. Ñëåäîâàòåëüíî, äîïóùåíèå (8) íåâåðíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ç àì å ÷ à í è å 1. Â ðàáîòå [1] Ì.Ô.Òèìàí è Þ.À.Ïîíîìàðåíêî äîêàçàëè, ÷òî
åñëè f ∈ L2(I2), 0 < β1, β2 < 1

2 è

∞∑

n=1

n−βν · E(ν)
n,∞(f)2 < +∞, ν = 1, 2, (9)

òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ∈L2(I2) ïî÷òè âñþäó |C; β1, β2|- ñóììèðóåì íà I2. Èç òåîðåìû 1 ïðè
s = q = 2, λ = 1 ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå

∞∑

n=1

n−(β1+β2) · E(j)
n,∞(f)2, j = 1, 2 (10)

òàêæå äîñòàòî÷íî äëÿ ïî÷òè âñþäó |C; β1, β2| - ñóììèðóåìîñòè íà I2 ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
f ∈ L2(I2).

Ïðè 0 < βj < 1
2 , j = 1, 2 èç (9) ñëåäóåò (10). Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð,÷òî îáðàòíîå íå

âåðíî. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f0(x1, x2) =
∞∑

k1=1

∞∑

k2=1

cos k1x1 cos k2x2

(k1 · k2)ε+ 1
2

, ε > 0.

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò L2(I2). Äåéñòâèòåëüíî,

‖f0‖2 ≤
( ∞∑

k1=1

1
k2ε+1

1

) 1
2

·
( ∞∑

k2=1

1
k2ε+1

2

) 1
2

< +∞.

Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f0 îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(j)
n,∞(f0)2 ³ 1

nε
, j = 1, 2.

Ïóñòü β1 = β2 = β. Òîãäà äëÿ ε ∈ (1− 2β, 1− β) óñëîâèå (9) íå âûïîëíåíî, òàê êàê

∞∑

n=1

n−β · E(j)
n,∞(f0)2 ≥

∞∑

n=1

1
nβ+ε

, j = 1, 2.

Îäíàêî óñëîâèå (10) âûïîëíåíî

∞∑

n=1

n−2β · E(j)
n,∞(f0)2 ≤

∞∑

n=1

1
n2β+ε

, j = 1, 2.

Çíà÷èò, óñëîâèå (10) ñëàáåå, ÷åì (9). Íåóëó÷øàåìîñòü óñëîâèé (10) äîêàçàíà â òåîðåìå 2.

Òå î ð åì à 3. Ïóñòü 1 < q≤ 2, 1≤ λ≤ q≤ 2, 0≤ βj < 1
q′ = 1− 1

q ∀j = 1, ..., s, r > s
q −

−
s∑

j=1
βj . Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x̄) ∈ Hωr

q å¼ ðÿä Ôóðüå áûë |C; β̄|λ−
ñóììèðóåì ïî÷òè âñþäó íà Is íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∞∑

n=1

n
λ( s

q
−

sP
j=1

βj)−1

· ωλ
r (

1
n

) < +∞. (11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x̄) ∈ Hωr
q åå ðÿä Ôóðüå

|C; β̄|λ− ñóììèðóåì ïî÷òè âñþäó íà Is. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (7). Äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèå
(11) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å.

∞∑

n=1

n
λ( s

q
−

sP
j=1

βj)−1

· ωλ
r (

1
n

) = +∞. (12)

Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë {nk}+∞
k=1 è {Bn}+∞

n=1 òàêèå, ÷òî (ñì. [10])
1) Bn ≤ ωr( 1

n), n = 1, 2, ...; Bn ↓ 0, n →∞, Bnk+1
≤ 1

2Bnk
, k = 1, 2, ...

2)
N∑

n=1
nr−1Bn = O

(
N rωr( 1

N )
)

3)
∞∑

k=1

n
λ( s

q
−

sP
i=1

βi)

k ·Bλ
nk

= +∞.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g0(x̄) =
∞∑

k=1

n
s
q
−s

k ·Bnk
·

s∏

i=1

nk∑

νi=nk−1+1

cos νixi.

Ôóíêöèÿ g0(x̄) ïðèíàäëåæèò êëàññó Hωr
q (ñì. [9]). Äëÿ ýòîé ôóíêöèè èìååì

∑

n̄≥1̄

|an̄(g0)|λ ·
s∏

j=1

n
λ(1−βj)−1
j =

∞∑

k=1

s∏

j=1

nk∑

nj=nk−1+1

|anj (g0)|λ ·
s∏

j=1

n
λ(1−βj)−1
j =

=
∞∑

k=1

(n
s
q
−s

k ·Bnk
)λ

s∏

j=1

nk∑

nj=nk−1+1

s∏

j=1

n
λ(1−βj)−1
j ≥ C ·

∞∑

k=1

n
λ( s

q
−

sP
j=1

βj)

k ·Bλ
nk

= +∞.

Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè g0(x̄) íå ÿâëÿåòñÿ |C; β̄|λ− ñóììèðóåìûì ïî÷òè
âñþäó íà Is. Çíà÷èò, äîïóùåíèå (12) íåâåðíî.

Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (ñì. [2])

E(j)
n,∞(f)q ≤ C · ω(j)

r (f ;
1
n

)q, f ∈ Lq, 1≤ q < +∞, j = 1, ..., s

è òåîðåìû 1.

Òå î ð åì à 4. Ïóñòü 1 < q ≤ 2, 1 ≤ λ ≤ q ≤ 2, 0 ≤ βj < 1
q′ = 1 − 1

q , j = 1, ..., s è Ωr(t̄)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (S) è (Sr). Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé f ∈SHΩr

q å¼ ðÿä Ôóðüå
áûë |C; β̄|λ− ñóììèðóåì ïî÷òè âñþäó íà Is íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∞∑

n1=0

...
∞∑

ns=0

2

sP
i=1

ni(
1
q
−βi)λ · Ωλ

r (2−n̄) < +∞. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Â [7] íàìè äîêàçàíî, ÷òî åñëè

P (f) =
∞∑

n1=0

...
∞∑

ns=0

{2n1+1−1∑

k1=2n1

...
2ns+1−1∑

ks=2ns

s∏

j=1

k
q(1−βj)−1
j · ρq

k̄
(f)

}λ
q

< +∞,

òî ðÿä (1) |C; β̄|λ− ñóììèðóåì ïðè −1 < βj < 1
q′ , j = 1, ..., s. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Õàðäè-

Ëèòòëüâóäà [6], ïîëó÷èì

P (f)≤
∞∑

n1=0

...
∞∑

ns=0

2
λ

sP
i=1

ni(
1
q
−βi)

{2n1+1−1∑

k1=2n1

...
2ns+1−1∑

ks=2ns

s∏

j=1

kq−2
j · ρq

k̄
(f)

}λ
q

≤
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≤C ·
∞∑

n1=0

...
∞∑

ns=0

2
λ

sP
i=1

ni(
1
q
−βi) · Ωλ

r (2−n1 , ..., 2−ns)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f∈SHΩr
q , 1 < q≤2. Ñëåäîâàòåëüíî â ñèëó óñëîâèÿ (13) ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè

f ∈ SHΩr
q |C; β̄|λ− ñóììèðóåì ïî÷òè âñþäó íà Is.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f∈SHΩr
q å¼ ðÿä Ôóðüå |C; β̄|λ− ñóììèðóåì ïî÷òè

âñþäó íà Is. Òîãäà, êàê ïîêàçàíî âûøå, óñëîâèå (7) âûïîëíÿåòñÿ. Äîïóñòèì, ÷òî

∑

n̄≥0

2
λ

sP
i=1

ni(
1
q
−βi) · Ωλ

r (2−n̄) = +∞. (14)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f0(x̄) =
∑

n̄≥1

2

sP
i=1

ni(
1
q
−1)

· Ω(2−n̄) ·
s∏

j=1

2nj−1∑

mj=2nj−1

cosmjxj .

Â [4] äîêàçàíî, ÷òî f0 ∈ SHΩr
q . Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (7) äëÿ f0. Èìååì

∑

n̄≥1̄

|an̄(f0)|λ ·
s∏

j=1

n
λ(1−βj)−1
j =

=
∞∑

n1=1

2n1−1∑

m1=2n1−1

· · ·
∞∑

ns=1

2ns−1∑

ms=2ns−1

s∏

j=1

m
λ(1−βj)−1
j

(
2

sP
i=1

ni(
1
q
−1)

· Ωr(2−n̄)
)λ

=

=
∞∑

n1=1

· · ·
∞∑

ns=1

(
2

sP
i=1

ni(
1
q
−1)

· Ωr(2−n̄)
)λ 2n1−1∑

m1=2n1−1

· · ·
2ns−1∑

ms=2ns−1

s∏

j=1

m
λ(1−βj)−1
j ≥

≥
∑

n̄≥0

2
λ

sP
i=1

ni(
1
q
−βi) · Ωλ

r (2−n̄) = +∞.

Çíà÷èò, äëÿ ôóíêöèè f0 ∈ SHΩr
q íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (7), ò.å. äîïóùåíèå (14) íåâåðíî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å 2. Òåîðåìû 3 è 4 àíîíñèðîâàíû â [11].

Îïð å ä å ë å í è å 1. (ñì. [12]) Åñëè an̄ ≤ ak̄ ïðè n̄ ≥ k̄, òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{an̄} íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé.

Êëàññ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M .

Òå î ð åì à 5. Ïóñòü 2s
s+1 < q ≤ 2, 1≤ λ ≤ q, 0≤ βj < 1

q′ = 1− 1
q , r > 1

q − βj, j = 1, ..., s è
ôóíêöèÿ f ∈ Lq(Is) èìååò ðÿä Ôóðüå âèäà

∑

n̄≥1̄

an̄(f)
s∏

j=1

cosnjxj .

Åñëè {an̄(f)}∈M , òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ∈Lq(Is) áûë |C; β̄|λ− ñóììèðóåì
ïî÷òè âñþäó íà Is, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∞∑

n1=1

...
∞∑

ns=1

s∏

j=1

n
λ( 1

q
−βj)−1

j · Ωλ
r (f ;

1
n1

, ...,
1
ns

)q < +∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû, àíîíñèðîâàííîé â [13] è ïðÿìîé òåî-
ðåìû òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ "óãëîì" [3].

Íåîáõîäèìîñòü. Â óñëîâèÿõ íàøåé òåîðåìû, èç òåîðåìû àíîíñèðîâàííîé â [13], ñëåäóåò, ÷òî
åñëè ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ Lq(Is) |C; β̄|λ− ñóììèðóåì ïî÷òè âñþäó íà Is, òî ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑

n1=2

...

∞∑

ns=2

s∏

j=1

n
λ( 1

q
−βj)−1

j · Y λ
n1,...,ns

(f)q.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ îáðàòíóþ òåîðåìó òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ "óãëîì" [3] è s ðàç ïðèìåíÿÿ íåðà-
âåíñòâî Õàðäè [14, ñ.289], ïîëó÷èì:

∞∑

n1=1

...

∞∑

ns=1

s∏

j=1

n
λ( 1

q
−βj)−1

j · Ωλ
r (f ;

1
n1

, ...,
1
ns

)q ≤
∞∑

n1=2

...

∞∑

ns=2

s∏

j=1

n
λ( 1

q
−βj)−1

j · Y λ
n1,...,ns

(f)q.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 6. Ïóñòü Ωr(t̄)− ôóíêöèÿ òèïà ìîäóëÿ ãëàäêîñòè ïîðÿäêà r óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (S) è (Sr) è f ∈ L1(Is),

f(x̄)∼
∑

n̄≥1̄

an̄(f)ein̄x̄,

ïðè ýòîì {an̄(f)} ∈M . Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû f ∈ SHΩr
q , q ∈ ( 2s

s+1 , +∞), íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû

an̄(f)≤ C · Ωr(n−1
1 ; ...; n−1

s )

(n1 · · ·ns)
1− 1

q

, nj = 1, 2, ..., j = 1, ..., s. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f ∈ L1(Is) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
(15). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ωr(t̄) óäîâëåòâîðÿåò (S) è (Sr) óñëîâèþ, ïî òåîðåìå Áàðè-Ñòå÷êèíà
[5] áóäåì èìåòü

∑

n̄≥1̄

aq
n̄(f)

s∏

j=1

nq−2
j ≤ C ·

∑

n̄≥1̄

Ωq
r

( 1
n1

, ...,
1
ns

) s∏

j=1

n−1
j ≤

≤C ·
∫ 1

2

0
...

∫ 1
2

0

Ωq
r(t1, ..., ts)
t1 · · · ts dt1...dts ≤ C · Ωr

(1
2
, ...,

1
2

)
< +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f ∈ L1(Is) ïðè íåêîòîðîì q ∈ ( 2s
s+1 ,+∞) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

Lq(Is).
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî f ∈ SHΩr

q , q ∈ ( 2s
s+1 , +∞).

Ïîëîæèì

ρ(n̄) = {k̄ ∈Ns : 2nj−1 ≤ kj < 2nj , j = 1, ..., s}, δn̄(f, x̄) =
∑

k̄∈ρ(n̄)

ak̄(f) · eik̄x̄,

ãäå Ns − s- ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî òî÷åê, êàæäàÿ êîîðäèíàòà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì
÷èñëîì.

Äåëàÿ çàìåíó èíäåêñîâ kj − 2nj−1 + 1 = νj , j = 1, ..., s, ïîëó÷èì

‖δn̄(f)‖q =
∥∥∥

s∏

j=1

e−i(2nj−1+1)xj

2n1−1∑

ν1=1

...
2ns−1∑

νs=1

aν1+2n1−1−1,...,νs+2ns−1−1(f)eiν̄x̄
∥∥∥

q
. (16)

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2003. Òîì 3. � 1 (7)



Ìîäóëè ãëàäêîñòè è àáñîëþòíàÿ ñóììèðóåìîñòü 13

Ïî óñëîâèþ {an̄(f)} ∈M . Ïîýòîìó {bν̄ = aν1+2n1−1,...,νs+2ns−1} ∈M . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå
Äüÿ÷åíêî [12] èìååì

∥∥∥∥
2n1−1∑

ν1=1

...
2ns−1∑

νs=1

aν1+2n1−1−1,...,νs+2ns−1−1(f)eiν̄x̄

∥∥∥∥
q

≤

≤C ·
[2n1−1∑

ν1=1

...

2ns−1∑

νs=1

(ν1 · · · νs)q−2aq
ν1+2n1−1−1,...,νs+2ns−1−1

(f)
] 1

q

=

= C ·
[ 2n1−1∑

k1=2n1−1

...

2ns−1∑

ks=2ns−1

s∏

j=1

(kj − 2nj−1 + 1)q−2aq

k̄
(f)

] 1
q

, q ∈ (
2s

s + 1
, +∞).

Ïîýòîìó èç (15) è (16) ñëåäóåò, ÷òî

‖δn̄(f)‖q ≤ C ·
[ 2n1−1∑

k1=2n1−1

...
2ns−1∑

ks=2ns−1

s∏

j=1

(kj − 2nj−1 + 1)q−2aq
k̄
(f)

] 1
q

≤

≤C ·
[ 2n1−1∑

k1=2n1−1

...
2ns−1∑

ks=2ns−1

s∏

j=1

(kj − 2nj−1 + 1)q−2

kq−1
j

· Ωq
r

( 1
k1

, ...,
1
ks

)] 1
q

≤

≤C · Ωr

( 1
2n1−1

, ...,
1

2ns−1

)[ s∏

j=1

2nj−1∑

kj=2nj−1

(kj − 2nj−1 + 1)q−2

kq−1
j

] 1
q

. (17)

Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà q ∈ (1, +∞) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

2n−1∑

k=2n−1

(k − 2n−1 + 1)q−2

kq−1
≤ 2−(n−1)(q−1)

2n−1∑

k=2n−1

(k − 2n−1 + 1)q−2 =

= 2−(n−1)(q−1)
2n−1∑

ν=1

νq−2 ≤ C(q) · 2−(n−1)(q−1) · 2(n−1)(q−1) = C(q) ∀n = 1, 2...

Ïðèìåíÿÿ îöåíêó (17), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

‖δn̄(f)‖q ≤ C(q, s) · Ωr

( 1
2n1−1

, ...,
1

2ns−1

)
≤ C(q, s) · Ωr

( 1
2n1

, ...,
1

2ns

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ïóñòîâîéòîâà [4] ôóíêöèÿ f ∈ SHΩr
q , q ∈ ( 2s

s+1 , +∞).
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f ∈ SHΩr

q è {an̄(f)} ∈M , q ∈ ( 2s
s+1 , +∞). Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

(15).
Âûáåðåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà νj òàê, ÷òîáû 2νj≤nj < 2νj+1, j = 1, ..., s. Ïî óñëîâèþ {an̄(f)}∈

∈M . Òîãäà
0≤ an̄(f)≤ ak̄(f) ∀k̄ < n̄, ò.å. kj < nj ∀j = 1, ..., s.

Ïîýòîìó

an̄(f)≤ 1
∏s

j=1

(
nj −

[
nj

2

])
n1−1∑

k1=

[
n1
2

] ...

ns−1∑

ks=

[
ns
2

] ak̄(f)≤

≤ 1
∏s

j=1

(
nj −

[
nj

2

])
2ν1+1−1∑

k1=2ν1−1

...
2νs+1−1∑

ks=2νs−1

ak̄(f). (18)
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Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû {ein̄x̄} è îöåíêè íîðìû ÿäðà Äèðèõëå ïîëó÷èì
2ν1+1−1∑

k1=2ν1−1

...

2νs+1−1∑

ks=2νs−1

ak̄(f)≤

≤C · Y2ν1−1−1,...,2νs−1−1(f)q

s∏

j=1

2νj(1− 1
q′ ), 1 < q < +∞,

1
q

+
1
q′

= 1.

Ïîëüçóÿñü ïðÿìîé òåîðåìîé òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ "óãëîì" [3] èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è (18)
ïîëó÷èì

an̄(f)≤
s∏

j=1

2νj(
1
q
−1)·

·Ωr

(
f ;

1
2ν1−1

, ...,
1

2νs−1

)
q
, 2νj ≤ nj < 2νj+1, j = 1, ..., s; 1 < q < +∞. (19)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ f ∈ SHΩr
q . Ñëåäîâàòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà (19) ïîëó÷èì

an̄(f)≤
s∏

j=1

2νj(
1
q
−1) · Ωr

( 1
2ν1−1

, ...,
1

2νs−1

)
³

s∏

j=1

n
1
q
−1

j · Ωr

( 1
n1

, ...,
1
ns

)
, 1 < q < +∞.

Ýòà îöåíêà äîêàçàíà áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé (S) è (Sr) íà Ωr(t̄). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç àì å ÷ à í è å 3. Â ñëó÷àå ω(δ) = δα õàðàêòåðèçàöèÿ êëàññà Hω

q äàíà Î.Ñ.Äðàãîøàíñêèì
[15]. Óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïðÿìîóãîëüíîé ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
f ∈Hω

q èññëåäîâàë Í.Òåìèðãàëèåâ [16].
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ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÖÅÍÒÐÀËÜÍÛÅ È ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ
ÎÑÎÁÛÅ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÈ ÑÈÑÒÅÌÛ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Ò.Ì. Àëäèáåêîâ

ÀÃÓ èì.Àáàÿ, Èíñòèòóò Ìàòåìàòèêè ÌÎ è Í ÐÊ
480100, Àëìàòû, óë. Òîëå áè, 86, 480021, Àëìàòû, óë. Ïóøêèíà, 125

Â ðàáîòå îïðåäåëåíû îáîáùåííûå öåíòðàëüíûå è îáîáùåííûå îñîáûå ïîêàçàòåëè ëèíåéíûõ
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíûìè è íåîãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= A(t)x, x ∈Rn, (1)

ñ íåïðåðûâíîé è íåîãðàíè÷åííîé ìàòðèöåé A(t) ïðè t ∈ J = [0, +∞). Âñå îòíîñÿùèåñÿ ñþäà
îïðåäåëåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â [1,2].

Îïð å ä å ë å í è å 1. Ôóíêöèè rq(t) è Rq(t) íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî îáîáùåííî-íè-
æíåé è îáîáùåííî-âåðõíåé îòíîñèòåëüíî q(t) ∈ Q äëÿ ñèñòåìû (1), åñëè îíè îãðàíè÷åíû,
èçìåðèìû è îñóùåñòâëÿþò îöåíêè

dr,εe

tR
s
[rq(τ)−ε]dq(τ)

≤ |x(t)|
|x(s)| ≤DR,εe

tR
s
[Rq(τ)+ε]dq(τ)

äëÿ âñåõ t≥ s≥ 0,

DR,ε, dr,ε - êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò âûáîðà Rq(t), rq(t) è ε > 0, Q− êëàññ ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàþùèõ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà J ôóíêöèé.

Ìíîæåñòâî {Rq(t)} îáîáùåííî-âåðõíèõ ôóíêöèé ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ âåðõíèì êëàññîì
ñèñòåìû (1) îòíîñèòåëüíî q ∈Q è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì B(A, q).

Ìíîæåñòâî {rq(t)} îáîáùåííî-íèæíèõ ôóíêöèé ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ íèæíèì êëàññîì
ñèñòåìû (1) îòíîñèòåëüíî q ∈Q è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì H(A, q).

Ïóñòü

Ω(R, q) = lim
t→+∞

1
q(t)

t∫

0

Rq(τ)dq(τ), ω(r, q) = lim
t→+∞

1
q(t)

t∫

0

rq(τ)dq(τ).

Keywords: Lyapunov exponents, system of di�erential equations, generalized exponents
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 34D08
c
 Ò.Ì. Àëäèáåêîâ, 2003.
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Îïð å ä å ë å í è å 2. ×èñëî Ω(q) = inf
R∈B(A,q)

Ω(R, q) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî-âåðõíèì öåíò-
ðàëüíûì ïîêàçàòåëåì ñèñòåìû (1) îòíîñèòåëüíî q ∈Q.
×èñëî ω(q) = sup

r∈H(A,q)
ω(r, q) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî-íèæíèì öåíòðàëüíûì ïîêàçàòåëåì ñèñ-

òåìû (1) îòíîñèòåëüíî q ∈Q.
Çàìåòèì, ÷òî ω(q)≤ Ω(q).
Ïóñòü B0(A, q) (H0(A, q)) - ìíîæåñòâî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõñÿ â B(A, q)

(H(A, q)).
Îïð å ä å ë å í è å 3. ×èñëî Ω0(q) = inf

R∈B0(A,q)
Ω(R, q) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî-âåðõíèì îñî-

áûì ïîêàçàòåëåì ñèñòåìû (1) îòíîñèòåëüíî q ∈Q.
×èñëî ω0(q) = sup

r∈H0(A,q)
ω(r, q) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî-íèæíèì îñîáûì ïîêàçàòåëåì ñèñòåìû

(1) îòíîñèòåëüíî q ∈Q.
Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà Ω(q)≤ Ω0(q), ω0(q)≤ ω(q).
Ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

dx

dt
= A(t)x + f(t, x), (2)

ãäå íåïðåðûâíîå âîçìóùåíèå f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|f(t, x)| ≤ δ|x|. (3)

Êëàññ âåêòîð - ôóíêöèé f(t, x), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3) ñ êîíñòàíòîé ≤δ, îáîçíà÷èì
÷åðåç L(δ).

Ëåììà 1. Åñëè ìàòðèöà Êîøè ëèíåéíîé ÷àñòè âîçìóùåííîé ñèñòåìû (2) äîïóñêàåò
ðàâíîìåðíóþ îöåíêó

|X(t, s)| ≤De

tR
s

R(τ)dq(τ)
ïðè âñåõ t≥ s≥ 0, (4)

à âîçìóùåíèå f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàëîñòè

|f(t, x)| ≤ δ(t)|x|, δ(t)≤ δ, (5)

òî âñå ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû äîïóñêàþò ðàâíîìåðíóþ îöåíêó

|x(t)| ≤ |x(t0)|De
[

tR
t0

Rq(τ)dq(τ)+Dδ(t−t0)

. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû (2) óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèþ

x(t) = X(t, t0)x(t0) +

t∫

t0

X(t, s)f(s, x(s))ds,

îòêóäà ïðè óñëîâèÿõ (4) è (5) ïîëó÷àåì

|x(t)| ≤ |x(t0)|De

tR
t0

Rdq

+

t∫

t0

De

tR
s

R(τ)dq(τ)
δ(s)|x(s)|ds.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç y(t) = |x(t)|e
−

tR
t0

Rdq

, èìååì

y(t)≤D|x(t0)|+ D

t∫

t0

δ(s)y(s)ds.
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Îòñþäà â ñèëó ëåììû Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà

|x(t)| ≤D|x(t0)|De
D

tR
t0

δ(τ)dτ

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè δ(t)≤ δ èìååò ìåñòî (6). Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Òå î ð åì à 1. Äëÿ ëþáûõ ε > 0, Rq(t) ∈ B(A, q) ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ

f(t, x) ∈ L(δ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|x(t)| ≤Dε|x(t0)|e
tR

t0

[Rq(τ)+ε]dq(τ)

ðàâíîìåðíî ïî âñåì ðåøåíèÿì ñèñòåìû (2), ïî âñåì t0 ∈ J è t≥ t0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííî-âåðõíåé ôóíêöèè è èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ âñåõ ðåøåíèé âîçìóùåííîé ñèñòåìû (2) è t≥ t0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|x(t)| ≤D|x(t0)|e
tR

t0

(Rq+ε/2)dq+D
tR

t0

δ(τ)dq(τ)

.

Îòñþäà ïðè δ(t)≤ δ = ε
2D ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Òå î ð åì à 2. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ f(t, x) ∈ L(δ),
t≥ t0 ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|x(t)| ≤Dε|x(t0)|e[Ω(q)+ε][q(t)−q(t0)] (7)

ðàâíîìåðíî ïî âñåì ðåøåíèÿì ñèñòåìû (2).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå Rq ∈B(A, q), ÷òî

t∫

t0

Rq(τ)dq(τ) <

t∫

t0

[
Ω(q) +

ε

2

]
dq(τ) + lnD.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 1 èìååì (7).
Ñë å ä ñ ò â è å 1. Îáîáùåííûé îñîáûé ïîêàçàòåëü îñóùåñòâëÿåò ðàâíîìåðíóþ îöåíêó

|x(t)| ≤Dε|x(t0)|e[Ω0(q)+ε][q(t)−q(t0)].

Òå î ð åì à 3. Äëÿ îáîáùåííîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà χ[x, q] ëþáîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû
(1) èìååò ìåñòî îöåíêà

χ[x, q]≤ Ω(q). (8)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà è èç
îöåíêè (7).

Òå î ð åì à 4. Îöåíêà (8) íåóëó÷øàåìà â êëàññå L(δ).
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîâîðîòîâ (ñì. [3]).
Çàìå÷àíèå. Åñëè q(t) = t è ìàòðèöà A(t) ñèñòåìû (1) îãðàíè÷åííà, òî âìåñòî îáîáùåííûõ

ïîêàçàòåëåé ïîëó÷àåì îáû÷íûå öåíòðàëüíûå è îñîáûå ïîêàçàòåëè.
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ÄÅÉÑÒÂÈÅ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÁÅÃÓÙÈÕ ÍÀÃÐÓÇÎÊ Â
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Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ïðîòÿæåííûõ ïîäçåìíûõ ñîîðóæåíèé ïðè äåéñòâèè ðàçíîîáðàçíûõ
âîçìóùåíèé ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ â ñïëîøíûõ ñðåäàõ ñ êîíöåíòðàòîðàìè íàïðÿ-
æåíèé â âèäå öèëèíäðè÷åñêèõ ïîëîñòåé è âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íûõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé. Ðàáîò
â ýòîì íàïðàâëåíèè î÷åíü ìíîãî, ñ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîé áèáëèîãðàôèåé ïî ýòîìó âîïðîñó
ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â [1,2]. Ïðè ãëóáèíå çàëåãàíèÿ ñîîðóæåíèÿ áîëüøå ïÿòè åãî õàðàêòåð-
íûõ äèàìåòðîâ âëèÿíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íà êîíöåíòðàöèþ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè
ñîîðóæåíèÿ ïðè äèôðàêöèè îòðàæåííûõ è ïåðåîòðàæåííûõ âîëí íåçíà÷èòåëüíî, ïîýòîìó èì
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îäíàêî ïðè ìåíüøèõ ãëóáèíàõ (íà êàêèõ ÷àñòî çàêëàäûâàþòñÿ òîííåëè
ìåòðîïîëèòåíîâ, íàïðèìåð) ñëåäóåò ó÷èòûâàòü áëèçîñòü äíåâíîé ïîâåðõíîñòè. Ìîäåëüíûìè
äëÿ òàêèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è äëÿ óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, îñëàáëåííîãî öè-
ëèíäðè÷åñêèìè ïîëîñòÿìè ðàçëè÷íûõ ôîðì. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äèíàìèêè óïðó-
ãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà â ñëó÷àå âîçäåéñòâèÿ ñòàöèîíàðíûõ íàãðóçîê, áåãóùèõ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ.

Äèíàìèêà óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè ïðè äåéñòâèè ñòàöèîíàðíûõ áåãóùèõ íàãðóçîê íà åå ãðà-
íèöå èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ È.Ã.Ôèëèïïîâà, Î.À.Åãîðû÷åâà [3]. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ óïðóãîé ñðåäû ïðè äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííûõ áåãóùèõ íàãðóçîê ïîñòðî-
åíû â [4]. Íà èõ îñíîâå â [5,6] ðàçðàáîòàí ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÌÃÈÓ)
äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äèíàìèêè óïðóãèõ ñðåä ñ öèëèíäðè÷åñêèìè ïîëîñòÿìè è ãðàíèöà-
ìè ïðè äåéñòâèè ñòàöèîíàðíûõ áåãóùèõ íàãðóçîê. Çäåñü ïîñòðîåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ
äëÿ óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé è íà èõ îñíîâå îïðåäåëåíû ïåðåìåùåíèÿ
â óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðè äåéñòâèè ñòàöèîíàðíûõ áåãóùèõ íàãðóçîê ðàçëè÷íîãî òèïà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Óïðóãàÿ èçîòðîïíàÿ ñðåäà D− ñ ïàðàìåòðàìè Ëàìå (λ, µ) è ïëîò-
íîñòüþ ρ çàíèìàåò ïîëóïðîñòðàíñòâî x1 > 0. Äåéñòâóþùèå íàãðóçêè, ñîñðåäîòî÷åííûå íà öè-
ëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè D ⊂D−, îñü êîòîðîé ïàðàëëåëüíà îñè X3, äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ c âäîëü íåå è ïðåäñòàâèìû â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå

Pi(x, z) = σijnj(x) =

∞∫

−∞
pi(x, ς) exp(i ζz)dς, z = x3 + ct, x ∈ S, t ∈ (−∞,∞). (1)

Keywords: dynamics of elastic mediums, semispace, running subsonic and supersonic loadings, fundamental solutions,
Green tensors
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 74H35
c
 Ë.À.Àëåêñååâà, 2003.
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Ïóñòü Pi(x, z) îòëè÷íû îò íóëÿ íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå, ò.å. supp
z

Pi(x, z) ∈ (0, a), x =

= (x1, x2), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíûì ôèçè÷åñêèì çàäà÷àì.
Ãðàíèöà ïîëóïðîñòðàíñòâà ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé

σj1 = 0 ïðèx1 = 0, j = 1, 2, 3, (2)

ãäå σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé � ñâÿçàíû ñ ïåðåìåùåíèÿìè çàêîíîì Ãóêà

σij = Hk
ij(∂1, ∂2, ∂3)uk, Hk

ij = λ δij∂k + µ(δik∂j + δjk ∂i), (3)
ãäå ∂if = ∂f/∂xi = f,i , δi

j = δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Âñþäó ïî îäíîèìåííûì èíäåêñàì i, j, k �
ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 3.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì z êîìïîíåíòû ãðàíè÷íîé íàãðóçêè Pi èíòåãðèðóåìû
íà S. Åñëè Fi = 0 èìåþò ïîäîáíóþ Pi ñòðóêòóðó, íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ u â ïîäâèæíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, x2, z) = (x1, x2, x3 + ct) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äâèæå-
íèÿ

σij ,j −ρc2ui,zz +ρFi = 0, i, j = 1, 2, 3, (4)
êîòîðûå, ñ ó÷åòîì (3), ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

((
M−2

1 −M−2
2

) ∂2

∂xi∂xj
+

(
M−2

2 ∆− (∂z)2
)
δj
i

)
uj + c−2Fi = 0, ∂3 = ∂z (5)

(äàëåå äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â (5) áóäåì îáîçíà÷àòü Aij(∂x, ∂z) ). Çäåñü ââåäåíû ÷èñëà
Ìàõà Mj = c/cj ; c1 =

√
(λ + 2µ)/ρ, c2 =

√
µ/ρ � ñêîðîñòè îáúåìíûõ è ñäâèãîâûõ âîëí â

óïðóãîé ñðåäå, ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: äîçâóêîâîé (c < c2), ìåæçâóêîâîé (c2 < c < c1) è ñâåðõçâóêîâîé

(c > c1). Â ïåðâîì (M1 < 1, M2 < 1) ñèñòåìà (5) � ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, âî âòîðîì (M2 >
1, M1 < 1) ñèñòåìà ýëëèïòè÷íà äëÿ îáúåìíîé ñîñòàâëÿþùåé ïåðåìåùåíèé è ãèïåðáîëè÷íà
äëÿ ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé [4]. Â ñâåðõçâóêîâîì ñëó÷àå (M2 > 1, M1 > 1) ñèñòåìà ñòðîãî
ãèïåðáîëè÷íà. Â äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ â ñðåäå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ óäàðíûå âîëíû ñî
ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè íà ñêà÷êè íà ôðîíòàõ F [5, 6]

[uj ]F = 0, [hzui,j −hjui,z]F = 0,
[
hjσij − ρc2hzui,z

]
F

= 0, (6)

ãäå h � âîëíîâîé âåêòîð. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ çàòóõà-
íèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè

u → 0 ïðè R →∞, R =
√

x2
1 + x2

2 + z2, x1 ≥ 0, (7)

è îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ, êîòîðûå ââåäåì äàëåå.
2. Òåíçîð Ãðèíà óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé â ñëó÷àå áå-

ãóùèõ íàãðóçîê. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåíçîðîì Ãðèíà
V (x, z, y, τ) äëÿ óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, ïîñòðîåííîãî â áåãóùåé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò. Äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ èìååì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó.

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ (y1, y2, τ), y1 > 0 íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèé

Aij(∂x, ∂z)V k
j = δk

i δ(x− y, z − τ), x1 > 0, (8)

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

Hk
i1(∂1, ∂2, ∂3)V m

k = 0, x1 = 0, m, i = 1, 2, 3 (9)

è óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå

V i
j = U i

j(x− y, z − τ) + Πi
j(x, y, z, τ).

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2003. Òîì 3. � 1 (7)
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Çäåñü U i
j � òåíçîð Ãðèíà óðàâíåíèé (8) äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèé

Fj = δi
j δ(x, z), δ(x, z) � îáîáùåííàÿ ñèíãóëÿðíàÿ δ-ôóíêöèÿ. Òåíçîð ðàíåå ïîñòðîåí â [4] è

èìååò ñëåäóþùèé âèä

U i
j(x, z) = c−2

2 δi
jf02(r, z) + c−2(f21,ij (r, z)− f22,ij (r, z)), r = ‖x‖ =

√
x2

1 + x2
2;

4πfok(r, z) = 1/V +
k , 4πf2k(r, z) = |z| ln (( |z|+ V +

k )/mkr)− V +
k + mkr ïðè c < ck,

2πfok(r, z) = ϑk/V −
k , 2πf2k(r, z) = ϑk(z ln ((z + V −

k )/mkr)− V −
k ) ïðè c > ck,

2π fok(r, z) = −δ(z) ln r, 2π f2k(r, z) = z θ(z) ln r ïðè c = ck,

V ±
k = (z2±m2

kr
2)1/2, θ(z) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, ϑk = θ(z−mkr), mk =

∣∣1−M2
k

∣∣1/2. Çàìåòèì,
÷òî ïðè ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ supp U = {(x, z) : z > m1‖x‖}. Ýòî � êîíóñ ñ óãëîì ïðè
âåðøèíå arctg m−1

1 .
Òåíçîð Πi

j äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ
âîëí íà áåñêîíå÷íîñòè è ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè x1 = 0

Hk
i1(∂1, ∂2, ∂3)Πm

k = −Σm
i1(x− y, z − τ), Σm

i1 = Hk
i1(∂1, ∂2, ∂3)Um

k (x− y, z − τ). (10)

Òåíçîð îïèñûâàåò âîëíû, îòðàæåííûå ãðàíèöåé ïîëóïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäàåìûå äåéñòâèåì
äâèæóùåãîñÿ èñòî÷íèêà, ñîñðåäîòî÷åííîãî â òî÷êå x = y, z = τ .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî òåíçîðà âîñïîëüçóåìñÿ ïîòåíöèàëàìè âåêòîðíûõ ïîëåé. À èìåííî,
ïðåäñòàâèì Πm

k â âèäå

Πm
k = ∂kΦm

1 + eki3∂iΦm
2 + ekjleli3∂i∂jΦm

3 , i, j, k, l, m = 1, 2, 3. (11)

Çäåñü eijk - åäèíè÷íûé êîñîñèììåòðè÷íûé ïñåâäîòåíçîð Ëåâè-×èâèòà. Ïåðâûé ïîòåíöèàë îïè-
ñûâàåò ãðàäèåíòíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ïîëÿ, à äâà âòîðûõ � ðîòîðíóþ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
ïîòåíöèàëû Φm

j óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

∆Φm
j −M2

j

∂2Φm
j

∂z2
= 0, j = 1, 2, 3. (12)

Â ñèëó ëèíåéíîñòè è îäíîðîäíîñòè ñðåäû Πk
m

(x, y, z, τ) = Πk
m

(x, y, z−τ). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøå-
íèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ïðÿìûì è îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå ïî z òåíçîðîâ è ïîòåíöèàëîâ
(äîñòàòî÷íî ïðè τ = 0)

Πk
m

=

∞∫

−∞
Π̄k

m
(x, y, ς) exp(i zζ)dς, Π̄k

m
= (2π)−1

∞∫

−∞
Πk

m
(x− y, z) exp(−i ζz)dz.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì Ūk
m

, Φ̄m.
Â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðèìóò âèä

(∆2 ±m2
j ζ2)Φ̄m

j = 0. (13)

Çäåñü ∆2 =
2∑

i=1
∂2

i , çíàê (+) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ äîçâóêîâûõ íàãðóçîê (Mj < 1), à çíàê (-) �
ñâåðõçâóêîâûì (Mj > 1). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó

Hk
i1(∂1, ∂2, i ζ)Π̄m

k (x, y, ς) = −Σ̄m
i1(x− y, ς), x1 = 0, (14)

ãäå
Π̄m

k = Dj
k(∂1∂2, i ζ)Φ̄m

j , (15)
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Dj
k - äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â (11). Ïîäñòàâëÿÿ (15) â (14), ïîëó÷èì

Bk
j (∂1, ∂2, i ς)Φ̄m

k = −Σ̄j1(x− y, ς) ïðè x1 = 0. (16)

Çäåñü Bk
j = Hm

j1(∂1, ∂2, i ς) Dk
m(∂1, ∂2, i ς).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òðàíñôîðìàíò èñêîìûõ òåíçîðîâ ñâîäèòñÿ ê îïðåäå-
ëåíèþ ïîòåíöèàëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (12), ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè (16), óñëîâèÿì çàòóõàíèÿ âîëí íà áåñêîíå÷íîñòè: Φ̄k

j = o(r−(1+ε)) ïðè r = ‖x −
− y‖ → +∞ è îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ.

3. Îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëîâ îòðàæåííûõ âîëí. Ïîòåíöèàëû Φ̄k
j ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïîâåðõíîñòíûõ è ïëîñêèõ âîëí, îòðàæåííûõ îò ñâîáîäíîé ãðàíèöû ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà

Φ̄k
j =

∞∫

−∞
ϕk

j (η, ς, y) exp(ix2η − x1

√
η2 ±m2

jζ
2) dη, (17)

Re
√

η2 ±m2
jζ

2 > 0, Im
√

η2 ±m2
jζ

2 6 0. (18)

Çäåñü áåðåòñÿ çíàê (+), åñëè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî j íàãðóçêà äîçâóêîâàÿ, è çíàê (-) � â
ñâåðõçâóêîâîì ñëó÷àå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîòåíöèàëû (17) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (12).
Óñëîâèÿ íà ðàäèêàëû � ýòî óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ äëÿ îòðàæåííûõ îò ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà
âîëí. Ïåðâîå èç íèõ äàåò çàòóõàíèå ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Âòîðîå óñëîâèå ïîêàçûâàåò, ÷òî
îòðàæåííûå âîëíû äâèæóòñÿ îò ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêèì
ïðåäñòàâëåíèÿì.

Ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè ìîæíî íàéòè èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (14). Äëÿ ýòîãî èõ ñëåäóåò
òàêæå ðàçëîæèòü â èíòåãðàëû Ôóðüå: ïðè x1 = 0

Σ̄k
j1(x, y, ς) =

∞∫

−∞
ak

j (η, ς, y) exp(ix2η)dη (19)

(îá îïðåäåëåíèè ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé ak
j ñì. ï.6.).

Ïîäñòàâëÿÿ (17) è (18) â (16), ïîëó÷èì, íàïðèìåð, â äîçâóêîâîì ñëó÷àå
∞∫

−∞
(Bj

k(−
√

η2 + m2
jζ

2, i η, i ζ) ϕm
j + ak) exp(ix2η) dη = 0.

Îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x2, èìååì ëèíåéíóþ ñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ϕk

j
3∑

j=1

(Bj
k(−

√
η2 + m2

jζ
2, i η, i ζ)ϕm

j = −am
k , k = 1, 2, 3.

Ðàçðåøàÿ åå, íàéäåì
ϕm

j = ∆m
j (η, ζ, y)/∆(η, ζ). (20)

Çäåñü ∆(η, ζ) = det{Bkj(−
√

η2 + α2
jζ

2, iη, iζ)} � ðåëååâñêèé îïðåäåëèòåëü. Â äàííîì ñëó÷àå îí
èìååò âèä

∆ = 4ν2
√

ν2 −M2
1 ζ2

√
ν2 −M2

2 ζ2 − (2ν2 −M2
2 ζ2)2, ν2 = ζ2 + η2,

∆m
j - ñîîòâåòñòâóþùåå àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå.
Ñâîéñòâà ðåëååâñêîãî îïðåäåëèòåëÿ èçâåñòíû. Â ÷àñòíîñòè, çäåñü

∆(η, ζ) = 0 ïðè η = ±
∣∣∣(M2

R − 1)1/2ζ
∣∣∣ = ±ηR, MR = c/cR, (21)
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ãäå cR - ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíîé âîëíû Ðåëåÿ (cR < c2) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ðåëåÿ [7]

4
√

1− α2
1

√
1− α2

2 − (2− α2
2)

2 = 0, αj = cR/cj .

Ïðè c < cR îïðåäåëèòåëü ∆(η, ζ) 6= 0 äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ζ, η. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (17),
(10), ñòðîèì ïîòåíöèàëû è ïåðåìåùåíèÿ ñðåäû. Âñå ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû è
äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî ìîæíî ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ñâîé-
ñòâî îãðàíè÷åííîñòè íîñèòåëÿ áåãóùåé ãðàíè÷íîé íàãðóçêè. Ïîýòîìó èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò
è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì çàòóõàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ò.å. ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðîåíî.

Ïðè cR < c < c2 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20). Â ýòîì ñëó÷àå çàòóõàþùèõ íà áåñ-
êîíå÷íîñòè ïîçàäè áåãóùåé íàãðóçêè (ïðè z > 0) ðåøåíèé íåò, ïîýòîìó ñëåäóåò îòêàçàòüñÿ îò
ýòîãî óñëîâèÿ. Òîãäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ íóæíî òðàíñôîðìèðîâàòü êîíòóð èíòåãðèðîâà-
íèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê −ηR, +ηR ñ îáõîäîì èõ, ñîîòâåòñòâåííî, â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñ-
êîñòÿõ êîìïëåêñíîé η-ïëîñêîñòè, ãäå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ (17). Èñïîëüçóÿ ëåììó
Æîðäàíà ïðè èíòåãðèðîâàíèè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

Φ̄k
j = V.P.

∞∫

−∞
ϕk

j (η, ς, y) exp(ix2η − x1

√
η2 + m2

jζ
2) dη +

+
∑
±
±πi Resϕk

j (± ηR, ς, y) exp(± ix2ηR − x1

√
η2

R + m2
jζ

2),

ãäå Res f(.) � âû÷åò ôóíêöèè â óêàçàííîé òî÷êå. Âòîðîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ïîâåðõíîñòíûå
ðåëååâñêèå âîëíû, êîòîðûå ãåíåðèðóåò áåãóùàÿ íàãðóçêà â ýòîì ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî ïîçàäè
íåå íà áåñêîíå÷íîñòè ïîòåíöèàëû íå çàòóõàþò è àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû

Φ̄k
j ∼ 2π i

∞∫

−∞
Resϕk

j (±ηR, ς, y) exp(−i zς ± ix2ηR − x1

√
η2

R + m2
jζ

2) dζ, j = 1, 2, 3.

Çäåñü âûáîð çíàêà ñîâïàäàåò ñî çíàêîì x2.
Ïðè c = cR ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â (17) èìåþò ñèëüíûå íåèíòåãðèðóåìûå è â ñìûñëå

ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ îñîáåííîñòè. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò.
Àíàëîãè÷íî (19) ïðîâîäÿòñÿ âûêëàäêè äëÿ ñâåðõçâóêîâîãî è òðàíñçâóêîâîãî ñëó÷àåâ, ïðè

ýòîì ∆(η, ς) 6= 0 ∀η ∈ (−∞, ∞).
4. Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ

Ôóðüå-òðàíñôîðìàíò ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ïðè x1 = 0 ïîñòðîèì òðàíñôîðìàíòó Ôóðüå ïî z
òåíçîðà U . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîëíîå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî òåíçîðà, êîòîðîå èìååò
âèä [4]

Fx1x2x3 [U
j
i ] =

δij

c2
2(‖ξ‖2 −M2

2 ξ2
3)
− ξiξj

c2ξ2
3

(
1

(‖ξ‖2 −M2
2 ξ2

3)
− 1

(‖ξ‖2 −M2
1 ξ2

3)

)
. (22)

Âîñïîëüçóåìñÿ íåïîëíûì îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïî ξ1, ξ2, êîòîðîå çàâèñèò îò ñêîðîñòè
áåãóùåé íàãðóçêè

f̄0j(r, ζ) = F−1
ξ1ξ2

(
1

(‖ξ‖2 −M2
j ζ2)

)
= { (2π)−1K0(mj |ζ| r), c < cj

0, 25 iH0(mj |ζ| r), c > cj
.

Çäåñü ζ = ξ3, K0 � ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà, H0 � ôóíêöèè Õàíêåëÿ âòîðîãî (ïðè ζ > 0) è
ïåðâîãî (ïðè ζ < 0) ðîäà, ñîîòâåòñòâåííî.

Èç (22)
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ïîëó÷èì äëÿ äîçâóêîâûõ ñêîðîñòåé

2πŪ j
i (x, ζ) = c−2

2 δj
i K0(m2 |ζ| r) + c−2ζ−2 ∂2

∂xi∂xj
(K0(m2 |ζ| r)−K0(m1 |ζ| r)) ,

äëÿ ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòåé

4i Ū j
i (x, ζ) = c−2

2 δj
i H0(m2 |ζ| r) + c−2ζ−2 ∂2

∂xi∂xj
(H0(m2 |ζ| r)−H0(m1 |ζ| r)) ,

äëÿ òðàíñçâóêîâûõ ñêîðîñòåé

4i Ū j
i (x, ζ) = c−2

2 δj
i H0(m2 |ζ| r) + c−2ζ−2 ∂2

∂xi∂xj

(
H0(m2 |ζ| r)− 2i

π
K0(m1 |ζ| r)

)
,

r =
√

x2
1 + x2

2, ∂3 ñîîòâåòñòâóåò i ζ.
Â äîçâóêîâîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ K0(mr |ς|) exp(i(x3 + ct)) îïèñûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî çàòó-

õàþùèå ïðè r →∞ âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü îñè z (ïîâåðõíîñòíûå öèëèíäðè÷åñêèå
âîëíû). Â ñâåðõçâóêîâîì ñëó÷àå âûáîð ôóíêöèé Õàíêåëÿ ñâÿçàí ñî çíàêîì ïîêàçàòåëÿ ýêñïî-
íåíòû exp(i ζct), ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî [7], èìåííî óêàçàííûå ôóíêöèè îïèñûâàþò
ïîòåíöèàëû âîëí, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà íà áåñêîíå÷íîñòè.

5. Òåíçîðû ôóíäàìåíòàëüíûõ íàïðÿæåíèé. Ââåäåì òåíçîðû íàïðÿæåíèé, ïîðîæäàå-
ìûå Uk

j (x− y, z), èñïîëüçóÿ çàêîí Ãóêà (3)

Sk
ij(x, y, z) = Hm

ij (∂1, ∂2, ∂3) Uk
m(x− y, z), Γk

i (x, y, z, n) = Sk
ij(x, y, z)nj ,

Tk
i (x, y, z, n) = Γi

k(y, x, z, n).

Ïîñëåäíèé òåíçîð èìååò ñëåäóþùèé âèä

2π c2

µ
Ti

j(x, y, z, n) = (2M2
1 −M2

2 ) nj f01,i−M2
2 (δi

j

∂f02

∂n
+ ni f02,j )−

−2
∂

∂n
(f01,ij − f02,ij ) ,

(23)

àíòèñèììåòðè÷åí ïî x, y è n äëÿ ëþáûõ c, ò.å.

T j
i (x, y, z, n) = −T j

i (y, x, z, n) = −T j
i (x, y, z,−n). (24)

Äëÿ òåíçîðà T j
i (ñì. [5, 6]) âåðíà ñëåäóþùàÿ

Ë å ì ì à 1. Ïðè ôèêñèðîâàííîì k T k
i ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé

(4) äëÿ ñèëû âèäà

F k
i = λniδ,k +µ

(
δk
i

∂δ

∂n
+ nk

∂δ

∂xi

)
, δ = δ(x− y)δ(z).

Ñâåðòêà óðàâíåíèÿ äëÿ òåíçîðà U ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà H−
G (x, z), ãäå

G− � ëþáàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà G, ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ôîðìóëó,
ïîäîáíóþ ôîðìóëå Ãàóññà äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Ë å ì ì à 2. Ïðè c < c2 òåíçîð T óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå

ρδj
i H

−
G (x, z) =

∫

G

T j
i (y − x, τ − z, n(y, τ)) dS(y, τ)+

+ρc2

∫

G

U j
i , z (y − x, τ − z)nz(y, τ) dS(y, τ).
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Äëÿ x ∈ G− âñå èíòåãðàëû ðåãóëÿðíûå, äëÿ x ∈ G ïåðâûé èíòåãðàë ñèíãóëÿðíûé, áåðåòñÿ â
ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

Åñëè G = D � öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, òî âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ è ôîðìóëà
àíàëîãè÷íà ôîðìóëå Ãàóññà ñòàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè [8].

Òåíçîð T èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â ñëó÷àå áåãóùèõ íàãðóçîê â öèëèíäðè÷åñêèõ ïîëîñòÿõ â
óïðóãèõ ñðåäàõ. Ïðè òðàíñ- è ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ î ïîñòðîåíèè ÃÈÓ êðàåâûõ çàäà÷ ñì.
[6].

6. Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ V ñëå-
äóåò îïðåäåëèòü ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â (19). Îíè çàäàþòñÿ âûðàæåíèåì

2π c2

µ
Γ̄j

i = −(2M2
1 −M2

2 ) nj f̄01,i−M2
2

(
δij f̄02,1 − ni f̄02,j

)− 2
∂

∂x1

(
f̄01,ij − f̄02,ij

)
(25)

ïðè x1 = 0, n = (1, 0, 0)), ∂3 → iς.
Äàëåå èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ïëîñêèå âîëíû [1], à èìåííî,

ïðè x1 − y1 < 0

K0(kr) = 0, 5

∞∫

−∞

exp
(
ix2η + (x1 − y1)

√
η2 + k2

)
√

η2 + k2
dη, (26)

H
(1)
0 (kr) =

1
iπ

∞∫

−∞

exp
(
ix2η + (x1 − y1)

√
η2 − k2

)
√

η2 − k2
dη, H

(2)
0 (kr) = H

(1)
0 (kr), (27)

êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ãðàíè÷íûå íàïðÿæåíèÿ â âèäå èíòåãðàëîâ Ôóðüå (18). Äëÿ
ýòîãî ïîäñòàâëÿåì ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîé ñêîðîñòè ðàçëîæåíèå (26) èëè (27) â (24), ïðîâîäèì
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî xi ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ÷òî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíûå
ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè, ò. ê. âñåãäà y1 > 0. Äàëåå ãðóïïèðóåì
÷ëåíû ïðè exp(ix2η), êîòîðûå è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â (18), åñëè
ïîëîæèòü x1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òåíçîðà Ãðèíà äëÿ óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ðåøåíà.
7. Ïîâåðõíîñòíûå áåãóùèå íàãðóçêè. Äåéñòâèå ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê íà D ìîæíî

çàìåíèòü îáúåìíîé ñèëîé, îïèñûâàåìîé ñèíãóëÿðíîé îáîáùåííîé ôóíêöèåé - ïðîñòûì ñëîåì
íà D âèäà Fj = pj(x, z)δD(x, z). Òîãäà, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì òåíçîðà Ãðèíà, ïîëó÷èì ðåøåíèå
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

uj =
∫

S
dS(y)

∫ ∞

−∞
V k

j (x, y, z − τ)pk(y, τ)dτ.

Ôîðìóëà õîðîøî îïèñûâàåò ïåðåìåùåíèÿ ìàññèâà íà äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè îò ïîâåðõíîñòè íà-
ãðóæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, íà ïîâåðõíîñòè x1 = 0. Åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äíåâíîé ïîâåðõíîñòè âäîëü ëèíèé ìåòðîïîëèòåíîâ.

Äëÿ îöåíêè ÍÄÑ ìàññèâà â îêðåñòíîñòè ïîäçåìíîãî ñîîðóæåíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìå-
òîä ÃÈÓ, ðàçðàáîòàííûé â [6]. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ÃÈÓ
íà äâóõ ïîâåðõíîñòÿõ D ∪ {(x, z) : x1 = 0}. Â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå ýòî áîëåå ýêîíîìè÷íàÿ
ïðîöåäóðà, ÷åì ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà D íà îñíîâå òåíçîðà
V, òàê êàê ïîñòðîåíèå ïîñëåäíåãî, êàê âèäèì, äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ çàäà÷à.

8. Áåãóùèå íàãðóçêè íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè äåéñòâèè áåãóùèõ íàãðóçîê íà
ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà x1 = 0 íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ðåøåíèå îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
(5) ïðè äåéñòâèè ãðàíè÷íîé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû âèäà Pj(x2, z) = δm

j δ(x2, z). Ïðîöåäóðà
ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïðîöåäóðîé ïîñòðîåíèÿ òåíçîðà Πk

j , åñëè âìåñòî
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (10) âçÿòü

Hk
j1(∂1, ∂2, ∂3)Πm

k = δm
j δ(x2, z), x1 = 0. (28)
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Â ýòîì ñëó÷àå ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè, àíàëîãè÷íûå (19), îïðåäåëÿþòñÿ ëåãêî: ak
j =

= (1/2π)−2δk
j . Èõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðè îïðåäåëåíèè ïîòåíöèàëîâ â (20).

Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ èíòåãðèðóåìûõ íàãðóçîê ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì íà äíåâíîé ïîâåðõíî-
ñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà Äþàìåëÿ

uj =
∫

S
dS(y)

∫ ∞

−∞
Πk

j (x, y, z − τ)pk(y, τ)dτ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà
ïðè äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííûõ áåãóùèõ èñòî÷íèêîâ ïîëåçíî ñàìî ïî ñåáå è íå òîëüêî ñ òî÷êè
çðåíèÿ ÌÃÈÓ, ïîñêîëüêó îíè ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü äåéñòâèå ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåííûõ
èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ êàê íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè, òàê è íå äàëåêî îò íåå, è îïðåäåëÿòü
ïîðîæäàåìûå èìè ïîëÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, èññëåäîâàòü âîëíîâûå ïðîöåññû. Ïîñëåä-
íèé êëàññ çàäà÷ òèïè÷åí äëÿ ãåîôèçèêè è ñåéñìîëîãèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìèêà óïðóãèõ ñðåä, óðàâíåíèÿ Ëàìå, ïîëóïðîñòðàíñòâî, áåãóùèå
íàãðóçêè, ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ, òåíçîð Ãðèíà.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äàðáó äëÿ ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ìåòîäîì
ââåäåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðà óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è è ïðåäëîæåí àëãîðèòì åãî íàõîæäåíèÿ.

Â òðåóãîëüíèêå ∆, îãðàíè÷åííîì îòðåçêàìè t = T , 0≤ t≤ T, x = 0, x = kt, k > 0, ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ çàäà÷à Äàðáó äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

∂2u

∂x∂t
= A(t, x)

∂u

∂x
+ B(t, x)

∂u

∂t
+ C(t, x)u + f(t, x), u ∈Rn, (1)

u(t, 0) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (2)

u(t, x) |t=x
k
= ϕ(x), x ∈ [0, kT ], (3)

ãäå (n× n) - ìàòðèöû A(t, x), B(t, x), C(t, x), n - âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t, x) íåïðåðûâíû íà ∆̄ è n
- âåêòîð-ôóíêöèè ψ(t), ϕ(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà [0, T ], [0, kT ] ñîîòâåòñòâåííî, t
� ãîðèçîíòàëüíàÿ è x � âåðòèêàëüíàÿ îñè,

||u(t, x)|| = max
i=1,n

|ui(t, x)|, ||A(t, x)|| = max
i=1,n

n∑

j=1

|aij(t, x)|.

Ïóñòü C(J,Rn) - ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà J (J ⊂ R1 èëè J ⊂ R2) ôóíêöèé u : J → Rn.
Ôóíêöèÿ u(x, t) ∈ C(∆̄, Rn), èìåþùàÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂u(t, x)

∂x
∈ C(∆̄, Rn), ∂u(t, x)

∂t
∈

∈C(∆̄, Rn),
∂2u(t, x)

∂x∂t
∈C(∆, Rn) íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3), åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) ïðè âñåõ (t, x) ∈∆ è âûïîëíåíû êðàåâûå óñëîâèÿ (2), (3).
Â [1] äëÿ èññëåäîâàíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ äàííûìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ââåäåíèÿ ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà ïàðàìåòðèçàöèè [2], ðàçðàáîòàí-
íîãî äëÿ ðåøåíèÿ äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, äëÿ óðàâíåíèÿ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Íà åãî îñíîâå áûëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è

Keywords: the system of hyperbolic equations, the problem of Darboux, the method of functional parameter' introduction
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 35L20
c
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äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â òåðìèíàõ êîýô-
ôèöèåíòîâ.

Îñíîâíûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðáó (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ ìå-
òîä Ðèìàíà. Ïðè íàõîæäåíèè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) ýòèì ìåòîäîì âàæíóþ
ðîëü èãðàåò ñîïðÿæåííàÿ ñ (1) îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà è ïîíÿòèå ìàòðèöû Ðèìàíà [3, c. 63]. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ñîïðÿæåííîé ñ (1) ñèñòåìû òðåáóåòñÿ íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü êîýôôè-
öèåíòîâ A(t, x), B(t, x). Íàõîæäåíèå ìàòðèöû Ðèìàíà â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû ñèñòå-
ìû ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè, êàê è íàõîæäåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäíîé çàäà÷åé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à
Äàðáó èññëåäóåòñÿ ìåòîäîì ââåäåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà
ïîçâîëèëî ïðåäëîæèòü íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) è
àëãîðèòì åãî íàõîæäåíèÿ.

Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè èñõîäíîé çàäà÷è ê êðàåâîé çàäà÷å ñ íåèçâåñòíûì ïà-
ðàìåòðîì. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: 1) íàõîæäåíèå ââåäåííîãî íåèç-
âåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðà; 2) íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà.

Ïðèâåäåì ñõåìó ìåòîäà. ×åðåç q(x) îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ôóíêöèè u(t, x) ïðè t = T è ñäåëàåì
çàìåíó ũ(t, x) = u(t, x) − q(x) â çàäà÷å (1)-(3). Ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ
íåèçâåñòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïàðàìåòðîì q(x) ∈ C([0, kT ], Rn)

∂2ũ

∂x∂t
= A(t, x)

∂ũ

∂x
+ B(t, x)

∂ũ

∂t
+ C(t, x)ũ + f(t, x) + A(t, x)q′(x) + C(t, x)q(x), (t, x) ∈∆, (4)

ũ(T, x) = 0, x ∈ [0, kT ], (5)

ũ(t, 0) + q(0) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (6)

ũ(t, x) |t=x
k

+q(x) = ϕ(x), x ∈ [0, kT ]. (7)

Çàäà÷è (4)�(7) è (1)�(3) ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ u(t, x) ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì (1) � (3), òî ïàðà {q(x) = u(T, x), ũ(t, x) = u(t, x)−u(T, x)}, áóäåò ðåøåíèåì (4)�(7), è,
íàîáîðîò, åñëè {q(x), ũ(t, x)} � ðåøåíèå (4)�(7), òî q(x) + ũ(t, x) áóäåò ðåøåíèåì (1)�(3). Ïðè
ôèêñèðîâàííûõ q(x), q′(x) ôóíêöèÿ ũ(t, x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Ãóðñà íà ∆ c óñëîâèÿìè
(5) è

ũ(t, 0) = ψ(t)− ψ(T ), t ∈ [0, T ]. (8)

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ ṽ(t, x) =
∂ũ(t, x)

∂x
, w̃(t, x) =

∂ũ(t, x)
∂t

èç (5), (8) ïîëó÷èì ṽ(T, x) = 0,

w̃(t, 0) = ψ̇(t). Çàäà÷ó Ãóðñà ñâåäåì ê ñèñòåìå òðåõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

w̃(t, x) = ψ̇(t) +

x∫

0

[
A(t, ξ)ṽ(t, ξ) + B(t, ξ)w̃(t, ξ) + C(t, ξ)ũ(t, ξ)+

+f(t, ξ) + A(t, ξ)q′(ξ) + C(t, ξ)q(ξ)
]
dξ, (9)

ṽ(t, x) =

t∫

T

[
A(τ, x)ṽ(τ, x) + B(τ, x)w̃(τ, x) + C(τ, x)ũ(τ, x)+

+f(τ, x) + A(τ, x)q′(x) + C(τ, x)q(x)
]
dτ, (10)

ũ(t, x) = ψ(t)− ψ(T ) +

t∫

T

dτ

x∫

0

[
A(τ, ξ)ṽ(τ, ξ) + B(τ, ξ)w̃(τ, ξ)+

+C(τ, ξ)ũ(τ, ξ) + f(τ, ξ) + A(τ, ξ)q′(ξ) + C(τ, ξ)q(ξ)
]
dξ. (11)
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Ñîîòíîøåíèå (7) ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî ïåðåìåííîé x

ṽ(t, x) |t=x
k

+
1
k
w̃(t, x) |t=x

k
+q′(x) = ϕ′(x), x ∈ [0, kT ]. (12)

Ïîäñòàâëÿÿ â (12) âìåñòî ṽ ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðàâóþ ÷àñòü èç (10) ïðè t = x
k , äëÿ íåèçâåñòíîé

ôóíêöèè q(x) ïîëó÷àåì ñèñòåìó n îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà, íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ

[
I +

x/k∫

T

A(τ, x)dτ

]
q′(x) = −

x/k∫

T

C(τ, x)dτ · q(x)−
x/k∫

T

f(τ, x)dτ + ϕ′(x)−

−
x/k∫

T

[
B(τ, x)w̃(τ, x) + C(τ, x)ũ(τ, x)

]
dτ − 1

k
w̃(x/k, x)−

x/k∫

T

A(τ, x)ṽ(τ, x)dτ. (13)

Îáîçíà÷èì Q(T, x) = I +
x/k∫
T

A(τ, x)dτ , ||u(t, x)||T = max
t∈[0,T ]

||u(t, x)||.
Èç óñëîâèé (6) è (8) âûòåêàåò, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ q(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

q(0) = ψ(T ). (14)

Çäåñü íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ êàê ôóíêöèè q′(x), q(x), òàê è ôóíêöèè ũ(t, x), w̃(t, x), ṽ(t, x).
Ïîýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä è ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (9) �(11),
(13) ñ óñëîâèåì (14) íàõîäèòñÿ êàê ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {q(k)(x), ũ(k)(t, x), w̃(k)(t, x),
ṽ(k)(t, x)}, îïðåäåëÿåìûõ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

Øàã 0. Ïðåäïîëàãàÿ â ïðàâîé ÷àñòè (13) q(x) = ψ(T ), ũ(t, x) = ψ(t) − ψ(T ), w̃(t, x) =
= ψ̇(t), ṽ(t, x) = 0 è îáðàòèìîñòü ìàòðèöû Q(T, x) ïðè âñåõ x∈ [0, kT ] èç óðàâíåíèÿ (13) íàéäåì
{q(0)′(x)}. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (14), íàõîäèì ôóíêöèè q(0)(x), q(0)(x) = ψ(T ) +

x∫
0

q(0)′(ξ)dξ. Èç

ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (9) � (11), ãäå q(x) = q(0)(x), q′(x) = q(0)′(x), îïðåäåëÿåì
ôóíêöèè ũ(0)(t, x), w̃(0)(t, x), ṽ(0)(t, x).

Øàã 1. Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (13), ãäå â ïðàâîé ÷àñòè q(x) = q(0)(x), ũ(t, x) = ũ(0)(t, x),
w̃(t, x) = w̃(0)(t, x), ṽ(t, x) = ṽ(0)(t, x), â ñèëó îáðàòèìîñòè Q(T, x) ïðè x ∈ [0, kT ] íàéäåì
{q(1)′(x)}. Âíîâü, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (14), íàõîäèì q(1)(x) = ψ(T ) +

x∫
0

q(1)′(ξ)dξ è èç ñèñòåì

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (9)�(11), ãäå q(x) = q(1)(x), q′(x) = q(1)′(x), îïðåäåëÿåì ôóíêöèè
ũ(1)(t, x), w̃(1)(t, x), ṽ(1)(t, x). È ò.ä.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ q′(x) èç óðàâíåíèÿ (13) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìàòðèöà Q(T, x) áûëà îáðàòè-
ìîé äëÿ âñåõ x ∈ [0, kT ]. Òàê êàê ìàòðèöà A(t, x) íåïðåðûâíà, òî

max
(t,x)∈∆̄

||A(t, x)|| = α è max
x∈[0,kT ]

∣∣∣∣
∣∣∣∣

x/k∫

T

A(τ, x)dτ

∣∣∣∣
∣∣∣∣≤ α · T,

ãäå α � const. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî α · T < 1, ìàòðèöà QT (x) áóäåò îáðàòèìîé è

max
x∈[0,kT ]

||[QT (x)]−1|| < 1
1− α · T .

Óñëîâèÿ ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ îáåñïå÷èâàþò ðàâíîìåðíóþ îòíîñèòåëüíî (t, x) ∈ ∆̄ ñõîäè-
ìîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé (4)�(7),
à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3).
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Òå î ð åì à 1. Ïóñòü ìàòðèöû A(t, x), B(t, x), C(t, x), n - âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t, x) íåïðå-
ðûâíû íà ∆̄ è n-âåêòîð-ôóíêöèè ψ(t), ϕ(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà [0, T ], [0, kT ],
ñîîòâåòñòâåííî, è T óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

a) α · T < 1, b) β =
αT

1− αT
·
[
eαT − 1

]
< 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ à) ïðè ôèêñèðîâàííûõ {q(x), ũ(t, x), w̃(t, x), ṽ(t, x)} ôó-
íêöèÿ q′(x) îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì èç óðàâíåíèÿ (13) è

q′(x) = −[Q(T, x)]−1

{ x/k∫

T

C(τ, x)dτ · q(x) +

x/k∫

T

f(τ, x)dτ − ϕ′(x) +
1
k
w̃(x/k, x)+

+

x/k∫

T

[
B(τ, x)w̃(τ, x) + C(τ, x)ũ(τ, x)

]
dτ +

x/k∫

T

A(τ, x)ṽ(τ, x)dτ

}
, x ∈ [0, kT ], q ∈Rn.

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ q(x) ∈ C([0, kT ], Rn), q′(x) ∈ C([0, kT ], Rn) ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (9)�(11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {ũ(t, x), w̃(t, x), ṽ(t, x)}, ãäå ũ, w̃, ṽ ïðèíàäëåæàò
C(∆̄, Rn) è ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî äàííûõ çàäà÷è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

||ṽ(t, x)||T ≤
[
eαT − 1

]
||q′(x)||+ TeαT ||C(t, x)||T · ||q(x)||+ TeαT ||f(t, x)||T +

+TeαT max{||B(t, x)||T , ||C(t, x)||T }
[
||ũ(t, x)||T + ||w̃(t, x)||T

]
, (15a)

||ũ(t, x)||T + ||w̃(t, x)||T ≤
{
||ψ̇(t)||T + ||ψ(t)− ψ(T )||T +

+(1 + T )

x∫

0

[
1 + αTeαT

]
||f(t, ξ)||T dξ + (1 + T )

x∫

0

αTeαT ||q′(ξ)||dξ+

+(1 + T )

x∫

0

[
1 + αTeαT

]
||C(t, ξ)||T · ||q(ξ)||dξ

}
×

× exp
{

(1 + αTeαT )

x∫

o

max{||B(t, ξ)||T , ||C(t, ξ)||T }dξ

}
. (15b)

Èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10) ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà Áåëëìàíà-Ãðîíóîëëà äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé ṽ(m)(t, x)− ṽ(m−1)(t, x) ïîëó÷àåì îöåíêó

||ṽ(m)(t, x)− ṽ(m−1)(t, x)||T ≤
[
eαT − 1

]
||q(m)′(x)− q(m−1)′(x)||+ TeαT×

×
(
max{||B(t, x)||T , ||C(t, x)||T }

[
||w̃(m)(t, x)− w̃(m−1)(t, x)||T +

+||ũ(m)(t, x)− ũ(m−1)(t, x)||T
]

+ ||C(t, x)||T · ||q(m)(x)− q(m−1)(x)||
)
. (16a)

Äëÿ ðàçíîñòåé q(m)(x)− q(m−1)(x), ũ(m)(t, x)− ũ(m−1)(t, x), w̃(m)(t, x)− w̃(m−1)(t, x), m = 1, 2, ...
ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (15), (16a) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

||q(m)(x)− q(m−1)(x)|| ≤
x∫

0

||q(m)′(ξ)− q(m−1)′(ξ)||dξ, (16b)
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||w̃(m)(t, x)− w̃(m−1)(t, x)||T + ||ũ(m)(t, x)− ũ(m−1)(t, x)||T≤

≤a0(x)

x∫

0

||q(m)′(ξ)− q(m−1)′(ξ)||dξ, (16c)

ãäå a0(x) = ea1(x)(1 + T )
[
αTeαT + a2(x)

]
, a2(x) =

[
1 + αTeαT

] x∫
0

||C(t, ξ)||T dξ,

a1(x) = (1 + T ) · (1 + αTeαT )
x∫
0

max
[
||B(t, ξ)||T , ||C(t, ξ)||T

]
dξ.

Òîãäà äëÿ ðàçíîñòåé q(m+1)′(x)− q(m)′(x), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (15), èìååì îöåíêó

||q(m+1)′(x)− q(m)′(x)|| ≤ ||[Q(T, x)]−1||
[
T ||C(t, x)||T · ||q(m)(x)− q(m−1)(x)||+

+b0(x)
[
||w̃(m)(t, x)− w̃(m−1)(t, x)||T + ||ũ(m)(t, x)− ũ(m−1)(t, x)||T

]
+

+αT ||ṽ(m)(t, x)− ṽ(m−1)(t, x)||T
]
,

ãäå b0(x) = T max
[
||B(t, x)||T , ||C(t, x)||T

]
+ 1

k .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (16a), à òàêæå ó÷èòûâàÿ îöåíêè (16b), (16c), èìååì

||q(m+1)′(x)− q(m)′(x)|| ≤ β||q(m)′(x)− q(m−1)′(x)||+ b1(x)

x∫

0

||q(m)′(ξ)− q(m−1)′(ξ)||dξ, (17)

ãäå b1(x) = 1
1−αT ·

[
T

(
αTeαT + 1

)
||C(t, x)||T + a0(x)b2(x)

]
,

b2(x) = b0(x) + αT 2eαT max
(
||B(t, x)||T , ||C(t, x)||T

)
.

Èç íóëåâîãî è ïåðâîãî øàãà àëãîðèòìà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè

||q(0)′(x)|| ≤ 1
1− αT

{
T ||C(t, x)||T · ||ψ(T )||+ T ||f(t, x)||T + ||ϕ′(x)||+

+b0(x)
[
||ψ̇(t)||T + ||ψ(t)− ψ(T )||T

]}
= D1(x),

||q(0)(x)|| ≤ ||ψ(T )||T +
1

1− αT

x∫

0

{
T ||C(t, ξ)||T · ||ψ(T )||T + T ||f(t, ξ)||T + ||ϕ′(ξ)||+

+b0(ξ)
[
||ψ̇(t)||T + ||ψ(t)− ψ(T )||T

]}
dξ = D2(x),

||w̃(0)(t, x)||T + ||ũ(0)(t, x)||T ≤
{
||ψ̇(t)||T + ||ψ(t)− ψ(T )||T +

+(1 + T )αeαT

x∫

0

D1(ξ)dξ + (1 + T )
[
1 + αTeαT

] x∫

0

||C(t, ξ)||T ·D2(ξ)dξ+

+(1 + T )
[
1 + αTeαT

] x∫

0

||f(t, ξ)||T dξ

}
ea1(x) = D3(x),

||ṽ(0)(t, x)||T ≤
[
eαT − 1

]
D1(x) + TeαT

(
max{||B(t, x)||T , ||C(t, x)||T }D3(x)+
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+TeαT ||C(t, x)||T D2(x) + TeαT ||f(t, x)||T = D4(x),

||q(1)′(x)− q(0)′(x)|| ≤ 1
1− αT

T ||C(t, x)||T · [D2(x) + ||ψ(T )||T ]+

+
1

1− αT
b0(x)

[
D3(x) + ||ψ̇(t)||T + ||ψ(t)− ψ(T )||T

]
+

1
1− αT

αTD4(x) = D(x). (18)

Äëÿ ôóíêöèè Ωm(x) = ||q(m+1)′(x)− q(m)′(x)|| íà îñíîâå (17) óñòàíîâèì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

Ωm(x)≤ βm
m∑

j=0

m!
(m− j)! · j! ·

1
j!

(H1

β

)j
·H2, (19)

ãäå H1 =
kT∫
0

b1(ξ)dξ, H2 = max
x∈[0,kT ]

D(x).

Òàê êàê β ∈ (0, 1), òî âûáðàâ ÷èñëî θ ∈ (0, (1 − β)/β) è èñïîëüçóÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå
ïóíêòà 60 èç [4, C.327], èç ðàâåíñòâà lim

m→∞
1

m!

(
H1
θβ

)m
= 0 ïîëó÷èì, ÷òî

zm =
1

(1 + θ)m

m∑

j=0

m!
(m− j)! · j! · θ

j · 1
j!

(H1

θβ

)j
→ 0 ïðè m →∞.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî H3 > 0, îãðàíè÷èâàþùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zm, è èç (19) ïîëó÷èì
îñíîâíóþ îöåíêó

Ωm(x)≤ βm(1 + θ)m · zm ·H2 ≤ βm
1 ·H2 ·H3, ãäå β1 = β(1 + θ) < 1.

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

m=1
Ωm(x) ïðè x∈ [0, kT ], îáåñïå÷èâàþùàÿ ðàâ-

íîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé q(m)′(x) ê íåïðåðûâíîé íà x∈[0, kT ] ôóíêöèè q∗′(x).
Èç íåðàâåíñòâà (16b) âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè q(m)(x) ê ôóíêöèè
q∗(x)∈C([0, kT ], Rn). Èç îöåíîê (16c), (16a) ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ îòíîñèòåëüíî (t, x)∈∆̄ ñõîäè-
ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ũ(m)(t, x), w̃(m)(t, x), ṽ(m)(t, x), ñîîòâåòñòâåííî, ê ôóíêöèÿì ũ∗(t, x),
w̃∗(t, x), ṽ∗(t, x) ïðèíàäëåæàùèì C(∆̄, Rn). Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ u∗(t, x), ïîëó÷åííàÿ êàê
ñóììà ôóíêöèé q∗(x) + ũ∗(t, x), ïðèíàäëåæèò C(∆̄, Rn) è ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì
çàäà÷è (1)�(3).

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3). Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà êëàññè÷åñêèõ ðå-
øåíèÿ u∗(t, x) è u∗∗(t, x). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïàðû (q∗(x) + ũ∗(t, x)), (q∗∗(x) + ũ∗∗(t, x))
áóäóò ðåøåíèÿìè êðàåâîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì (4)�(7) è àíàëîãè÷íî (17) äëÿ ðàçíîñòè q∗′(x)−
− q∗∗′(x) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||q∗′(x)− q∗∗′(x)|| ≤ 1
1− β

x∫

0

b1(ξ)||q∗′(ξ)− q∗∗′(ξ)||dξ. (20)

Èç (20) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà èìååì ||q∗′(x) − q∗∗′(x)|| = 0 è â ñèëó
ñîîòíîøåíèé

q∗(x) = ψ(T ) +

x∫

0

q∗′(ξ)dξ, q∗∗(x) = ψ(T ) +

x∫

0

q∗∗′(ξ)dξ

ïîëó÷èì q∗(x) = q∗∗(x). Àíàëîãè÷íî (16ñ) óñòàíàâëèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî

||w̃∗(t, x)− w̃∗∗(t, x)||T + ||ũ∗(t, x)− ũ∗∗(t, x)||T ≤ a0(x)

x∫

0

||q∗′(ξ)− q∗∗′(ξ)||dξ,
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îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ũ∗(t, x) = ũ∗∗(t, x) ïðè âñåõ (t, x) ∈ ∆̄. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (1)�(3) â òðåóãîëüíèêå ∆. Â òðåóãîëüíèêå ∆0, îãðàíè÷åííîì

îòðåçêàìè t = t0, 0≤ t≤ t0, x = 0, x = kt, k > 0 è t0 < T , áóäåò ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 1, åñëè t0 -
äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì à), á). Âîçüìåì øàã t0 > 0 òàê, ÷òîáû
îí ðîâíî N ðàç óêëàäûâàëñÿ íà îòðåçêå [0, T ] è âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà à), á) òåîðåìû 1.
Äàëåå ÷åðåç òî÷êó (t0, kt0) ïðîâåäåì ïðÿìóþ ïàðàëëåëüíî îñè x = 0, à ÷åðåç òî÷êó (2t0, 0) �
ïðÿìóþ t = 2t0. Ïîëó÷èì ïðÿìîóãîëüíèê Γ1, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè x = 0, t0≤t≤2t0, x = kt0
è t = 2t0, è òðåóãîëüíèê ∆1, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè x = kt0, t0≤ t≤ 2t0, x = kt è t = 2t0. Òàê
êàê â ∆0 ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3), òî åãî çíà÷åíèå èçâåñòíî ïðè t = t0. Â
ïðÿìîóãîëüíèêå Γ1 èçâåñòíû óñëîâèÿ íà äâóõ õàðàêòåðèñòèêàõ x = 0 è t = t0. Ýòî åñòü çàäà÷à
Ãóðñà äëÿ ñèñòåìû (1). Ýòà çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî
èñõîäíûõ äàííûõ. Îïðåäåëèâ ðåøåíèå â ïðÿìîóãîëüíèêå Γ1, íàõîäèì åãî çíà÷åíèå ïðè x = kt0.
Òîãäà â òðåóãîëüíèêå ∆1 ðåøàåòñÿ ñíîâà çàäà÷à Äàðáó è çà ñ÷åò âûáîðà t0 áóäåò ñïðàâåäëèâà
òåîðåìà 1. Äàëåå ñíîâà ÷åðåç òî÷êó (2t0, 2kt0) ïðîâåäåì ïðÿìóþ ïàðàëëåëüíî îñè x = 0, à ÷åðåç
òî÷êó (3t0, 0) - ïðÿìóþ t = 3t0. Ïîëó÷èì ïðÿìîóãîëüíèê Γ2, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè x = 0,
2t0 ≤ t≤ 3t0, x = 2kt0 è t = 3t0, è òðåóãîëüíèê ∆2, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè x = 2kt0, 2t0 ≤ t≤
≤ 3t0, x = kt è t = 3t0. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, óñòàíàâëèâàåì ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî
ðåøåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå Γ2 è òðåóãîëüíèêå ∆2. Èòàê, â ∆, äâèãàÿñü ñ êðàÿ t = 0 â ñòîðîíó
t = T ñ øàãîì t0, â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó Ãóðñà, à â òðåóãîëüíèêå
ðåøàåòñÿ çàäà÷à Äàðáó, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 1. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðåøåíèå, íàéäåííîå
â òðåóãîëüíèêå ∆0, áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì íà ïîñëåäóþùèå òðåóãîëüíèêè
è ïðÿìîóãîëüíèêè. Íàêîíåö, ÷åðåç N øàãîâ, äîéäÿ äî t = T, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ìû óñòàíîâèëè
ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) â òðåóãîëüíèêå ∆.

Ñïðàâåäëèâà

Òå î ð åì à 2. Çàäà÷à (1)�(3) èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâå òåîðåìû 1 âûáèðàåì øàã t0 > 0, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì
à), á). Äàëåå ïî âûøåïðèâåäåííîìó àëãîðèòìó ñòðîèì êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3)
â òðåóãîëüíèêå ∆, êîòîðûé îäíîâðåìåííî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ðàáîòå [5] Òåîðåìà 1 äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ k = 1.
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ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÃËÀÄÊÎÑÒÈ.I
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Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎ è Í ÐÊ
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Ïîëó÷åíà òåîðåìà ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà ñìå-
øàííîé ãëàäêîñòè. Êàê ñëåäñòâèå, óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ýêâèâàëåíòíûå íîðìèðîâêè ýòèõ
ïðîñòðàíñòâ è òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ íèõ.

1. Ââåäåíèå. Òåîðèÿ (ïðåäñòàâëåíèÿ, âëîæåíèÿ è èíòåðïîëÿöèè) ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ñìåøàííîé ãëàäêîñòè áåðåò ñâîå íà÷àëî â èçâåñòíîé ðàáîòå Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî [1], â
êîòîðîé ââåäåíû è èññëåäîâàëèñü ïðîñòðàíñòâà Sr

pH(Rn) ôóíêöèé "ñ äîìèíèðóþùåé ñìåøàí-
íîé ïðîèçâîäíîé, óäîâëåòâîðÿþùåé êðàòíîìó óñëîâèþ Ãåëüäåðà"(ïî ïîâîäó èñòîðèè âîïðîñà è
ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ òåîðèè ñì. [2], [3], [4], [5, ãë. 2 ], [6] è óêàçàííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ;
êðîìå òîãî íèæå â íåêîòîðûõ çàìå÷àíèÿõ äàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå êîììåíòàðèè è ññûëêè).

Â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå, òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ è ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ è èõ ïðèëîæåíèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàþò ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà,
îáúåäèíåííûå (â àíãëîÿçû÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå) ïîä îáùèì íàçâàíèåì product
spaces (ñì., íàïðèìåð, [7] � [11]).

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà MBs
pq(Rd) è

Ëèçîðêèíà-Òðèáåëÿ MFs
pq(Rd), êîòîðûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿâëÿþòñÿ ìîäèôèêàöèÿìè êëàññè-

÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñìåøàííîé ãëàäêîñòè (ñð. [2], [4], [5], [6] ), à ñ äðóãîé
� îòíîñÿòñÿ ê óêàçàííîìó âûøå òèïó product spaces. Íàñòîÿùàÿ (ïåðâàÿ) ÷àñòü ðàáîòû ïî-
ñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïðîñòðàíñòâ MBs

pq(Rd) ïîëó÷åíû òåîðåìà ïðåäñòàâëåíèÿ, à òàêæå ðÿä
ýêâèâàëåíòíûõ íîðìèðîâîê è òåîðåìû âëîæåíèÿ (ïðîñòåéøàÿ, ðàçíûõ ìåòðèê è ðàçíûõ èçìå-
ðåíèé).

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü N, Z, R, C � ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ,
âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâåííî; R+ = [0, ∞), N0 = N∪{0}; d ∈ N, Rd �
d -ìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd,
êàê îáû÷íî, (x,y) =

∑d
1 xjyj � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ‖x‖ = |x|2 =

√
(x,x) � (åâêëèäîâà)

äëèíà âåêòîðà x , |x| = |x|1 =
∑d

1 |xj | è |x|∞ = max1≤j≤d |xi|; êðîìå òîãî, x ≤ y (x < y) ⇔
Keywords: Function space, mixed smoothness, representation by entire function of exponential type, equivalent norms,
embedding
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 41A45, 26B40
c
 Ä. Á. Áàçàðõàíîâ, 2003.
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xj ≤ yj (xj < yj), j = 1, . . . , d; 0 = (0, . . . , 0), 1 = (1, . . . , 1) ∈ Rd; äëÿ α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd
0

ïîëîæèì x� = xα1
1 · · ·xαd

d è

∂� = ∂�x =
∂|�|

∂xα1
1 · · · ∂xαd

d

.

Ôèêñèðóåì n ∈ N, n ≥ 2 è d = (d1, . . . , dn) ∈ Nn. Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì Rd =
Rd1×· · ·×Rdn , Nd

0 = Nd1
0 ×· · ·×Ndn

0 ; åñëè t ∈ (0, ∞), z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn, òî tz = (tz1 , . . . , tzn);
x ∈ Rd, α ∈ Nd

0 áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå x = (x1, . . . ,xn), α = (α1, . . . ,αn), ãäå
xj = (xj1, . . . , xjdj

) ∈ Rdj , αj = (αj1, . . . , αjdj
) ∈ Ndj

0 (j = 1, . . . , n).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç en ìíîæåñòâî èíäåêñîâ {1, . . . , n}, e � ïðîèçâîëüíîå åãî ïîäìíîæåñòâî

(âêëþ÷àÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî è ñàìî ìíîæåñòâî en), e = en\e è |e| � êîëè÷åñòâî åãî ýëåìåíòîâ.
Ïóñòü e ⊂ en, t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn, x = (x1, . . . ,xn) ∈ Rd. Òîãäà x

t = ( 1
t1

x1, . . . ,
1
tn

xn) (ïðè
tj 6= 0, j ∈ en); t(e) = ( t1(e), . . . , tn(e)), x(e) = ( x1(e), . . . ,xn(e)), ãäå tj(e) = tj (∈
R), xj(e) = xj (∈ Rdj ) ïðè j ∈ e è tj(e) = 0, xj(e) = 0 (∈ Rdj ) ïðè j ∈ e; e[t] �
íîñèòåëü t, ò.å. e[t] = {j ∈ en : tj 6= 0}. Èíîãäà áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü t(e) òî÷êîé
(tj1 , . . . , tj|e|) ïðîñòðàíñòâà R|e|, à x(e) � òî÷êîé (xj1 , . . . ,xj|e|) èç Rdj1×· · ·×Rdj|e| (=: Rd(e).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì Rd(e)
+ , Nd(e)), t = (t(e), t(e)), x = (x(e),x(e)), Rd = Rd(e) × Rd(e); à

òàêæå îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

∂�(e) = ∂�j1 · · · ∂�j|e| = ∂
�j1
xj1

· · · ∂�j|e|
xj|e|

(çäåñü ∅ 6= e = {1 ≤ j1 < . . . < j|e| ≤ n}).
2. Îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà MBs

pq(Rd). Äëÿ q ∈ [1, ∞] ïóñòü, êàê îáû÷íî,
lq = lq ( X) - ïðîñòðàíñòâî ÷èñëîâûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé { bj} = { bj}j∈X
ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖ { bj} | lq ‖ =


 ∑

j∈X
| bj |q




1
q

(ñ îáû÷íîé ìîäèôèêàöèåé ïðè q = ∞. Çäåñü X åñòü ëèáî N0, ëèáî Z ).
Äàëåå ïóñòü L∗q = L∗q ( R+) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé ϕ : R+ → C ñ êîíå÷íîé

íîðìîé

‖ ϕ | L∗q ‖ =
( ∫

R+

| ϕ (t) |q dt

t

) 1
q

( q ∈ [1,∞)),

‖ ϕ | L∗∞ ‖ = ess sup { | ϕ (t) | : t ∈ R+ }.
à L∗∗q = L∗∗q ( Rd

+) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé ψ : Rd
+ → C ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖ ϕ | L∗∗q ‖ =

( ∫

Rd
+

| ψ (x) |q dx
‖x‖d

) 1
q

( q ∈ [1,∞)),

‖ ψ | L∗∗∞ ‖ = ess sup { | ψ (x) | : x ∈ Rd
+ }.

Äëÿ ∅ 6= e = {1 ≤ j1 < · · · < j|e| ≤ n} è q(e) = (qj , j ∈ e) ∈ [1, ∞]|e| ïóñòü lq(e) =
lq(e) ( X|e|) � ïðîñòðàíñòâî êðàòíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé { bm(e)} =
{ bm(e)}m(e)∈X|e| ñ êîíå÷íîé âåêòîðíîé íîðìîé

‖ { bm(e)} | lq(e) ‖ = ‖ {· · · ‖ { bm(e)}mj1
∈X | lqj1

‖ · · · }mj|e|∈X | lqj|e|
‖

(çäåñü, êàê è âûøå, X åñòü ëèáî N0, ëèáî Z ).
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Äàëåå ïóñòü L∗q(e) = L∗q(e) ( R|e|+ ) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé ϕ : R|e|+ → C ñ
êîíå÷íîé íîðìîé

‖ ϕ | L∗q(e) ‖ = ‖ (· · · ‖ ϕ | L∗qj1
‖ · · · ) | L∗qj|e|

‖

(çäåñü íîðìà ‖ · | L∗qjl
‖ ïðèìåíÿåòñÿ ê ôóíêöèè ϕ(t(e)) ïî ïåðåìåííîé tjl

, l = 1, . . . , |e|).
Ïóñòü åùå L∗∗q(e) = L∗∗q(e) ( Rd(e)

+ ) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé ψ : Rd(e)
+ → C ñ

êîíå÷íîé íîðìîé
‖ ψ | L∗∗q(e) ‖ = ‖ (· · · ‖ ψ | L∗∗qj1

‖ · · · ) | L∗∗qj|e|
‖

(çäåñü íîðìà ïðîñòðàíñòâà L∗∗qjl
= L∗∗qjl

(Rdjl ) ïðèìåíÿåòñÿ ê ôóíêöèè ψ(x(e)) ïî ïåðåìåííîé
xjl

, l = 1, . . . , |e|);
äëÿ p = (p1, . . . , pd) ∈ [1, ∞]d ïóñòü Lp = Lp ( Rd) � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ

ôóíêöèé f : Rd → C ñ êîíå÷íîé âåêòîðíîé íîðìîé

‖ f | Lp ‖ =




∫

R

(
· · ·

(∫

R
| f (x) |p1dx1

) p2
p1 · · ·

) pd
pd−1

dxd




1
pd

(åñëè pi = ∞, òî
( ∫

R | g (·) |pidxi

)1/pi çàìåíÿåòñÿ íà ess sup { | g (·) | : xi ∈ R }).
Äëÿ ôóíêöèè f : Rd → C îïðåäåëèì ðàçíîñòü ïîðÿäêà k ∈ N0 ñ øàãîì hj ∈ Rdj ïî

íàïðàâëåíèþ "ïåðåìåííîé" xj , (j ∈ en):

∆k(hj)f(x) =
k∑

l=0

(−1)k+lCl
kf(. . . ,xj + l · hj , . . .),

à òàêæå "ñìåøàííóþ"ðàçíîñòü ïîðÿäêà k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn
0 c "âåêòîðíûì"øàãîì h =

(h1, . . . ,hn) ∈ Rd :
∆k(h)f(x) = ∆kn(hn) · · ·∆k1(h1)f(x).

Äàëåå îïðåäåëèì "ñìåøàííûå"ìîäóëè ãëàäêîñòè äëÿ ôóíêöèè f ∈ Lp( Rd) (p = (p1, . . . ,
pn),pj ∈ [1, ∞]dj (j ∈ en), k ∈ Nn, ∅ 6= e ⊂ en) :

ωk(e)( f ; t(e))p = sup{ ‖ ∆k(e)(h(e))f | Lp ‖ : ‖hj‖ ≤ tj , j ∈ e }, t(e) ∈ R|e|+ .

Îïð å ä å ë å í è å 1. Ïóñòü s = (s1, . . . , sn) ∈ [0, ∞)n, e? := e[s] 6= ∅, p = (p1, . . . ,pn),
pj ∈ [1, ∞]dj (j ∈ en), q(e?) = (qj , j ∈ e?) ∈ [1, ∞]|e?|. Ôèêñèðóåì k(e?) ∈ N|e?| òàêîå,
÷òî kj > sj (j ∈ e?). Ïðîñòðàíñòâî MBs

pq(e?) = MBs
pq(e?)( Rd) ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé

f ∈ Lp( Rd), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ωk(e)( f ; t(e))p ·
∏

j∈e

t
−sj

j ∈ L∗q(e) ∀ ∅ 6= e ⊂ e?.

Íîðìà ôóíêöèè f ∈ MBs
pq(e?) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

‖ f | MBs
pq(e?) ‖ = ‖ f | Lp ‖ +

∑

?6=e⊂e?

‖ ωk(e)( f ; t(e))p ·
∏

j∈e

t
−sj

j | L∗q(e) ‖ (1)

Åñëè e? = en, òî MBs
pq(e?) =: MBs

pq.

Ç àì å ÷ à í è å 1. Ïðîñòðàíñòâà Sr
pH(Rn), óïîìèíàâøèåñÿ âûøå, ñîâïàäàþò ñ MBs

pq(e?)

ïðè d1 = . . . = dn = 1, s = r, p1 = . . . = pn = p, qj = ∞, j ∈ e?. Ïðîñòðàíñòâà Sr
pθB(Rn),

êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ MBs
pq(e?) ïðè d1 = . . . = dn = 1, s = r, p1 = . . . = pn = p, qj =

θ ∈ [1, ∞), j ∈ e?, èññëåäîâàíû Ò.È.Àìàíîâûì â ðàáîòå [12]. Ïðîñòðàíñòâà Sr
pθB(Rn) c
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p ∈ [1, ∞]n èçó÷àëèñü ß.Ñ.Áóãðîâûì (ñì., íàïðèìåð, [13], [14] ), À.Ï.Óíèíñêèì [15], [16]
è äðóãèìè (ñì. ïîäðîáíîñòè è ññûëêè â [4] ). Âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ïðåä-
ñòàâëåíèÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ðàçðàáîòàííûé â [1]. Êðîìå òîãî,
Î.Â.Áåñîâ, À.Ä.Äæàáðàèëîâ (ñì., íàïðèìåð, [17], [18], [19], ) ðàññìàòðèâàëè âàðèàíòû è
îáîáùåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Sr

p�B(Rn) c âåêòîðíûìè p, θ ∈ [1, ∞]n; îíè èñïîëüçîâàëè ìåòîä
èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé (ïîäðîáíåå ñì. [3] ).

3. Òåîðåìà ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ MBs
pq(e?)(Rd). Äëÿ p = (p1, . . . ,pn), ãäå pj ∈

[1, ∞]dj , j ∈ en, ∅ 6= e = {1 ≤ j1 < · · · < j|e| ≤ n} è q(e) = (qj , j ∈ e) ∈ [1, ∞]|e| ÷åðåç
lq(e)( Lp) (ñîîòâåòñòâåííî Lp( lq(e)) ) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{ gm(e) (x) } = { gm(e) (x) }

m(e)∈N|e|0

èçìåðèìûõ ôóíêöèé gm(e) : Rd → C ñ êîíå÷íûìè
íîðìàìè

‖ { gm(e) (·) } | lq(e)( Lp) ‖ = ‖ { ‖ gm(e) | Lp ‖ } | lq(e) ‖
(ñîîòâåòñòâåííî,

‖ { gm(e) (·) } | Lp( lq(e)) ‖ = ‖ ‖ { gm(e) (·) } | lq(e) ‖ | Lp ‖ );

lq(en)( Lp) =: lq( Lp), Lp( lq(en)) =: Lp( lq).

Îïð å ä å ë å í è å 2. Ïðîñòðàíñòâî E(p, e,a(e)) (p = (p1, . . . ,pn), pj ∈ [1, ∞]dj , j ∈
en, ∅ 6= e ⊂ en, a(e) ∈ (0, ∞)|e|) ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé f ∈ Lp(Rd), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
öåëûìè ôóíêöèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà aj ïî "ïåðåìåííîé" xj (áîëåå òî÷íî, ïî êàæäîé
èç ïåðåìåííûõ xjk, k = 1, . . . , dj , âõîäÿùèõ â "ïîðöèþ" xj ), j ∈ e ïðè ïî÷òè âñåõ x(e) ∈
Rd(e), E(p, en,a(en)) =: E(p,a).

Â òåîðèè ïðîñòðàíñòâ ñìåøàííîé ãëàäêîñòè ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü èãðàþò òàê íàçûâàåìûå
òåîðåìû ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñðåäñòâîì öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (â ïåðèîäè÷åñêîì
ñëó÷àå � òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ) èëè äðóãèõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð,
[1], [4], [6]). Ìû óñòàíàâëèâàåì çäåñü òåîðåìó ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ MBs

pq(e?).

Òå î ð åì à 1. Ïóñòü s ∈ [0, ∞)n, e? 6= ∅, q(e?) ∈ [1, ∞]|e?|, d ∈ Nn, p = (p1, . . . ,pn),
pj ∈ [1, ∞]dj (j ∈ en). Òîãäà ôóíêöèÿ f ∈ Lp( Rd) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó MBs

pq(e?)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà äîïóñêàåò ñõîäÿùååñÿ â Lp ïðåäñòàâëåíèå

f =
∑

m(e?)∈N|e?|
0

Qm(e?), Qm(e?) ∈ E(p, e?, 2m(e?)) (m(e?) ∈ N|e?|
0 ),

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå { 2(s,m(e?)) Qm(e?)(·) }m(e?)∈N|e?|
0

∈ lq(e?)( Lp ). Ïðè ýòîì
âåëè÷èíà

inf ‖ { 2(s,m(e?)) Qm(e?)(·) }m(e?)∈N|e?|
0

| lq(e?)( Lp ) ‖, (2)

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì òàêèì ïðåäñòàâëåíèÿì, ýêâèâàëåíòíà íîð-
ìå ‖ f | MBs

pq(e?) ‖. Áîëåå òîãî, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { Um(e?) }m(e?)∈N|e?|
0

ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ Um(e?) : Lp( Rd ) → E(p, e?, 2m(e?)), íåïðåðûâíûõ èç Lp( Rd) â
Lp( Rd), (m(e?) ∈ N|e?|

0 ) òàêàÿ, ÷òî

f =
∑

m(e?)∈N|e?|
0

Um(e?)f,

ïðè÷åì
‖ f | MBs

pq(e?) ‖ ≈ ‖ { 2(s,m(e?)) Um(e?)f }m(e?)∈N|e?|
0

| lq(e?)( Lp ) ‖. (3)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . ñëåäóåò êëàññè÷åñêîé ñõåìå ðàáîòû [1] (ñì. òàêæå [12], [4]), ïîýòîìó
îãðàíè÷èìñÿ ëèøü óêàçàíèåì îñíîâíûõ îòëè÷èòåëüíûõ ìîìåíòîâ. Çäåñü è â äàëüíåéøåì âàæ-
íóþ ðîëü èãðàþò íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà è îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî äëÿ âåêòîðíûõ
íîðì, à òàêæå îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Lp (ñì., íàïðèìåð, [3, ãë.1]).

Â äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå
Ïðåäë îæåíè å 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

‖ ωk(e)( f ; t(e))p ·
∏

j∈e

t
−sj

j | L∗q(e) ‖ ≈ ‖ { 2(m(e),s(e)) ·ωk(e)( f ; 2−m(e))p }m(e)∈Z|e| | lq(e)( Z|e|) ‖

(∅ 6= e ⊂ e?),

‖ f | MBs
pq(e?) ‖ ≈ ‖ f | Lp ‖ +

∑

?6=e⊂e?

‖ { 2(m(e),s(e)) ·ωk(e)( f ; 2−m(e))p }m(e)∈N|e|0

| lq(e)( N
|e|
0 ) ‖.

Êðîìå òîãî, îòïðàâíûì ïóíêòîì ïðè ïîñòðîåíèè îïåðàòîðîâ Um(e?) ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû
Wm(e), ∅ 6= e ⊂ e?, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü gj : Rdj → R � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà 1 ïî âñåì ïåðåìåííûì
òàêàÿ, ÷òî ∫

Rdj

gj(xj)dxj = 1, (4)

∫

Rdj

| x�j

j gj(xj) |dxj < ∞, αj ∈ Ndj

0 : |αj | ≤ sj + 2 ( j ∈ en).

Íàïðèìåð, ìû ìîæåì âûáðàòü

gj(xj) = cvj

dj∏

k=1

(
sin(xjk/vj)

xjk

)vj

,

ãäå vj = (vj , . . . , vj) ∈ Ndj ñ ÷åòíûìè vj > sj + 4, à ïîñòîÿííàÿ cvj âûáðàíà òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå (4).

Ïîëîæèì

Λµ(e)f(x) =
∫

Rd(e)

∏

j∈e

g(zj) ·∆k(e)

(
z(e)
µ(e)

)
f(x)dz(e) ( µ(e) ∈ (0, ∞)|e|).

Òîãäà îïåðàòîð Wm(e) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Wm(e)f(x) =
1∑

ij1=0

· · ·
1∑

ij|e|=0

(−1)|e|+ij1+···+ij|e| Λ2m(e)+i(e)f(x)

(çäåñü i(e) = (ij1 , . . . , ij|e|), e = (j1, . . . , j|e|)). Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû Λµ(e), Wm(e) ÿâëÿ-
þòñÿ àíàëîãàìè äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðîâ σµ, τk ðàáîòû [1] (ñì. òàì
ôîðìóëû (17), (25)).

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùåå
Ïðåäë îæåíè å 2. Ïóñòü p = (p1, . . . , pd) ∈ [1, ∞]d, j ∈ ed. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f ∈ Lp(Rd), ÿâëÿþùåéñÿ öåëîé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà aj > 0 ïî ïåðåìåííîé xj ïðè ïî÷òè
âñåõ x(ed \ { j }) ∈ Rd−1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà

‖ ∂xjf | Lp ‖ ≤ aj‖ f | Lp ‖
è ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ ïðèðàùåíèÿ

‖ f(·+ hej)− f(·) | Lp ‖ ≤ aj |h|‖ f | Lp ‖
(çäåñü ej � j-é ýëåìåíò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà Rd, h ∈ R).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . ñì. â [20].

Ç àì å ÷ à í è å 2. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Sr
pH(Rn) òåîðåìà ïðåäñòàâëåíèÿ äîêàçàíà â ðàáîòå

[1]. Íà ïðîñòðàíñòâà Sr
pθB(Rn), θ ∈ [1, ∞) îíà ðàñïðîñòðàíåíà â [12], à íà Sr

pH(Rn) c
p ∈ [1, ∞]n � â [13]. Äëÿ Sr

pθB(Rn) îíà ïðèâåäåíà â [4, ãë.8].

4. Ýêâèâàëåíòíûå íîðìèðîâêè äëÿ MBs
pq(e?)(R

d). Èçâåñòíî, ÷òî â ðàçëè÷íûõ ïðè-
ëîæåíèÿõ îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè òå èëè èíûå ýêâèâàëåíòíûå íîðìû ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Çäåñü ïðèâåäåì íåêîòîðûå ýêâèâàëåíòíûå íîðìèðîâêè äëÿ MBs

pq(e?)(R
d).

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî (êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1) íîðìû (1), îòâå÷àþùèå ðàçíûì k(e?) >
s(e?) (ñì. îïðåäåëåíèå 1), ýêâèâàëåíòíû (è ôàêòè÷åñêè ïðîñòðàíñòâî MBs

pq(e?)(R
d) íå çàâè-

ñèò îò òàêîãî k(e?)), à òàêæå, ÷òî âåëè÷èíà (2) è âûðàæåíèå ñïðàâà â (3) ÿâëÿþòñÿ íîðìàìè
äëÿ MBs

pq(e?)(R
d), ýêâèâàëåíòíûìè èñõîäíîé. Â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ ïðèâîäÿòñÿ äðóãèå

ýêâèâàëåíòíûå íîðìèðîâêè äëÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

Òå î ð åì à 2. Ïóñòü s ∈ [0, ∞)n, e? 6= ∅, q(e?) ∈ [1, ∞]|e?|, d ∈ Nn, p = (p1, . . . ,pn),
pj ∈ [1, ∞]dj (j ∈ en). Ïóñòü äàëåå r(e?) ∈ N|e?|

0 è k(e?) ∈ N|e?| òàêèå, ÷òî rj < sj <
rj + kj , j ∈ e?. Òîãäà ôóíêöèÿ f ∈ Lp ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó MBs

pq(e?)(R
d) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ α(e?) ∈ N|e?|
0 òàêèõ, ÷òî |αj | = rj , j ∈ e? è e ⊂ e?

ñóùåñòâóþò åå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ∂�(e)f ∈ Lp è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ
óñëîâèé

(i) ‖ ∆k(e)(h(e)) ∂�(e)f | Lp ‖ ·
∏
j∈e

‖hj‖rj−sj ∈ L∗∗q(e),

(ii) ωk(e)( ∂�(e)f ; t(e))p ·
∏
j∈e

t
rj−sj

j ∈ L∗q(e).

Ïðè ýòîì ôóíêöèîíàëû
‖ f | MBs

pq(e?) ‖∗ = ‖ f | Lp ‖ +

+
∑

? 6=e⊂e?

∑

�(e):|�j |=rj ,j∈e?

‖ ‖ ∆k(e)(h(e)) ∂�(e)f | Lp ‖ ·
∏

j∈e

‖hj‖rj−sj | L∗∗q(e) ‖

è

‖ f | MBs
pq(e?) ‖∗∗ = ‖ f | Lp ‖ +

∑

? 6=e⊂e?

∑

�(e):|�j |=rj ,j∈e?

‖ ωk(e)( ∂�(e)f ; t(e))p·
∏

j∈e

t
rj−sj

j | L∗q(e) ‖

ÿâëÿþòñÿ íîðìàìè äëÿ MBs
pq(e?), ýêâèâàëåíòíûìè èñõîäíîé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Íåîáõîäèìîñòü ëåãêî
óñòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâå òåîðåìû 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåíèÿ 2. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
äîñòàòî÷íîñòè èç ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ ôóíêöèè f ∈ Lp ëþáîãî èç óñëîâèé (i) è (ii) íåòðóäíî
çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ âñåõ α(e?) ∈ Nd(e?)

0 : αj ≤ rj , j ∈ e? ñóùåñòâóþò (îáîáùåííûå)
ïðîèçâîäíûå ∂�(e?)f ∈ Lp. Íî òîãäà ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

‖ g(·+ hej)− g(·) | Lp ‖ ≤ |h|‖ ∂jg | Lp ‖

ëåãêî ïðèâîäèò ê âêëþ÷åíèÿì

ωk(e)+r(e)( f ; t(e))p ·
∏

j∈e

t
−sj

j ∈ L∗q(e) ∀ ∅ 6= e ⊂ e?

ñ âûïîëíåíèåì òðåáóåìûõ îöåíîê äëÿ íîðì.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2003. Òîì 3. � 1 (7)



Ýêâèâàëåíòíûå íîðìèðîâêè ïðîñòðàíñòâ ñìåøàííîé ãëàäêîñòè.1 39

Òåïåðü ââåäåì ( d - ìåðíûå) ÿäðà Äèðèõëå DR(x) è Âàëëå-Ïóññåíà VR(x) (x = (x1, . . . , xd)
∈ Rd, R > 0):

DR(x) =
d∏

j=1

sinRxj

xj
,

VR(x) =
1

Rd

d∏

j=1

cosRxj − cos 2Rxj

x2
j

(î ñâîéñòâàõ ÿäåð Äèðèõëå è Âàëëå-Ïóññåíà ñì., íàïðèìåð, [2, ãë.8]) è ñ ïîìîùüþ íèõ îïðå-
äåëèì ÿäðà Fl(x) è Gl(x) (l ∈ N0) ñîîòâåòñòâåííî:

F0(x) = D1(x), Fl(x) = D2l(x) − D2l−1(x) (l ∈ N),

G0(x) = V1(x), Gl(x) = V2l(x) − V2l−1(x) (l ∈ N).

Äàëåå îïðåäåëèì "êðàòíûå"(d-ìåðíûå) ÿäðà Fm(x) è Gm(x) (x ∈ Rd, m ∈ Nn
0 ) ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

Fm(x) =
n∏

j=1

Fmj (xj),

Gm(x) =
n∏

j=1

Gmj (xj).

Òå î ð åì à 3. Ïóñòü s ∈ (0, ∞)n, q ∈ [1, ∞]n, d ∈ Nn.

a) Ïðè p = (p1, . . . ,pn), pj ∈ (1, ∞)dj (j ∈ en) ôóíêöèÿ f ∈ Lp( Rd) ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó MBs

pq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå { 2(s,m) Fm ∗ f }m∈Nn
0
∈

lq( Lp), ïðè÷åì
‖ f | MBs

pq ‖ ≈ ‖ { 2(s,m) Fm ∗ f }m∈Nn
0
| lq( Lp) ‖.

b) Ïðè p = (p1, . . . ,pn), pj ∈ [1, ∞]dj (j = 1, . . . , n) ôóíêöèÿ f ∈ Lp( Rd) ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó MBs

pq òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå { 2(s,m) Gm∗f }m∈Nn
0
∈

lq( Lp), ïðè÷åì
‖ f | MBs

pq ‖ ≈ ‖ { 2(s,m) Gm ∗ f }m(∈Nn
0
| lq( Lp) ‖.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Äîñòàòî÷íîñòü âûòåêàåò èç òåîðåìû 1, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå,
÷òî Fm ∗ f ∈ E(p, 2m), Gm ∗ f ∈ E(p, 2m+1). Îòìåòèì, ÷òî ï. à) òåîðåìû 3 äëÿ ïðîñòðàíñòâ
Sr

pθB(Rn), θ ∈ [1, ∞] äîêàçàí â ðàáîòå [6]. Äîêàçàòåëüñòâî (íåîáõîäèìîñòè â ñëó÷àå à)) â
îáùåì ñëó÷àå âïîëíå àíàëîãè÷íî, íàäî ëèøü èñïîëüçîâàòü òåîðåìó î (p, p) − ìóëüòèïëèêàòî-
ðàõ èç ðàáîòû Ï.È.Ëèçîðêèíà [21] âìåñòî òåîðåìû Ðèññà è ñëåäóþùåå ïðåäëîæå íèå, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííîé òåîðåìû Ëèòòëâóäà-Ïýëè äëÿ âåêòîðíîé íîðìû, äîêà-
çàííîé Î.Â.Áåñîâûì [22].

Ïðåäë îæåíè å 3. Ïóñòü p = (p1, . . . ,pn), pj ∈ (1, ∞)dj (j ∈ en). Òîãäà äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ Lp( Rd) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

‖ f | Lp ‖ ≈ ‖

 ∑

m∈Nn
0

| Fm ∗ f |2



1
2

| Lp ‖.
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Â ñëó÷àå b), êðîìå òîãî, èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ÿäåð Âàëëå-Ïóññåíà,
èç êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

‖ Gm ∗ f | Lp ‖ ¿ ‖ f | Lp ‖, f ∈ Lp( Rd).

5. Òåîðåìû âëîæåíèÿ. Çäåñü ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèå òåîðåìû âëîæåíèÿ.

Òå î ð åì à 4. Ïóñòü s, s∗ ∈ [0, ∞)n, e? 6= ∅, s ≤ s∗, q ∈ [1, ∞]n, d ∈ Nn, p =
(p1, . . . ,pn), pj ∈ [1, ∞]dj (j ∈ en). Òîãäà ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå

MBs∗
pq(e[s∗]) ⊂ MBs

pq(e?).

Òå î ð åì à 5. Ïóñòü s ∈ (0, ∞)n, q ∈ [1, ∞]n, d ∈ Nn, p = (p1, . . . ,pn), p∗ =
(p∗1, . . . ,p

∗
n), pj ,p∗j ∈ [1, ∞]dj , pj ≤ p∗j (j ∈ en), ïðè÷åì s∗ = (s∗1, . . . , s

∗
n) : s∗j = sj −∑dj

k=1 ( 1
pjk

− 1
p∗jk

) > 0, j ∈ en. Òîãäà ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå

MBs
pq ⊂ MBs∗

p∗q.

Òå î ð åì à 6. Ïóñòü s ∈ (0, ∞)n, q ∈ [1, ∞]n, d ∈ Nn, p = (p1, . . . ,pn), pjk =
pj ∈ [1, ∞], k ∈ edj (j ∈ en). Âûáåðåì (âîçìîæíî ïóñòîå) ìíîæåñòâî e ( en, à òàêæå
(âîçìîæíî ïóñòîå) ê ⊂ e òàêèå, ÷òî e ∪ ê 6= ∅. Ïóñòü êðîìå òîãî, uj ∈ N : 1 ≤ uj <
dj , j ∈ ê. Ïîëîæèì u(ê) = (uj , j ∈ ê), s◦ = (s◦j , j ∈ e ∪ ê), ãäå s◦j = sj ïðè j ∈ e è
s◦j = sj − dj−uj

pj
ïðè j ∈ ê; p◦ = (p◦j , j ∈ e ∪ ê), ãäå p◦j = pj ïðè j ∈ e è p◦j = (pj , . . . , pj)

åñòü uj- ìåðíûé âåêòîð ïðè j ∈ ê. Òîãäà ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå

MBs
pq( Rd) ⊂ MBs◦

p◦q(e∪be)( R
d(e) × Ru(be)),

ò.å. äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ MBs
pq( Rd) ñóùåñòâóåò åå ñëåä f |Rd(e)×Ru(be) íà ïîäïðîñòðàí-

ñòâî Rd(e)×Ru(be), êîòîðûé ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó MBs◦
p◦q(e∪be)( Rd(e)×Ru(be)), ïðè÷åì

âåðíî íåðàâåíñòâî

‖ f |Rd(e)×Ru(be) | MBs◦
p◦q(e∪be)( R

d(e) × Ru(be)) ‖ ≤ c‖ f | MBs
pq( Rd) ‖,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèò îò f .

Òåîðåìà 4 î÷åâèäíà, à äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 5 è 6 îïèðàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèå èç òåîðåìû
1 è ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, äîêàçàííîå À.Ï.Óíèíñêèì [16] è äàþùåå îáîáùåíèå íà ñëó÷àé
âåêòîðíûõ íîðì èçâåñòíûõ íåðàâåíñòâ Ñ.Ì.Íèêîëüñêîãî ðàçíûõ ìåòðèê è ðàçíûõ èçìåðåíèé.

Ïðåäë îæåíè å 4. Ïóñòü p = (p1, . . . , pd), q = (q1, . . . , qd) ∈ [1, ∞]d, p ≤ q, ∅ 6=
e ⊂ ed. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp(Rd), ÿâëÿþùåéñÿ öåëîé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà
aj > 0 ïî ïåðåìåííîé xj , j ∈ ed, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖ f(·,x(e)) | Lq(e)(R|e|) ‖ ¿
∏

j∈e

a
1

pj

j

∏

j∈e

a
1

pj
− 1

qj

j ‖ f | Lp ‖.

Ç àì å ÷ à í è å 3. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Sr
pH(Rn) ýòè òåîðåìû ïîëó÷åíû â ðàáîòå [1], äëÿ

Sr
pθB(Rn), θ ∈ [1, ∞), � â [12], à äëÿ Sr

pH(Rn) c p ∈ [1, ∞]n � â [15]. Äëÿ Sr
pθB(Rn)

îíè ïðèâåäåíû â [4, ãë.8].

Îïðåäåëåíèå ñëåäà ôóíêöèè ñì. â [2, ãë.6, ï.6.4]
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Ç àì å ÷ à í è å 4. Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû ñïðàâåä-
ëèâû è â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå (â òåîðåìå ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò çàìåíèòü öåëûå ôóíêöèè
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà íà òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðÿäêîâ).
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ÍÎÐÌÀËÜÍÀß ÔÎÐÌÀ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ
ÐÀÇÍÎÑÒÍÎ-ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ. 1

Ê.Á. Áîïàåâ

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ
480100, Àëìàòû, óë.Ïóøêèíà, 125,

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ìåòîäà íåïðåðûâíîé ïî ïàðàìåòðó íîðìàëè-
çàöèè ñèñòåì íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíî-äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [1].

Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â êëàññå îáðàòèìûõ ( â îêðåñòíîñòè íóëÿ) ïðåîáðàçîâàíèé, ïðåäñòàâè-
ìûõ ôîðìàëüíûìè ðÿäàìè ñ íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè ïî ïàðàìåòðó è ïî äèñêðåòíûì
ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòàìè.

Äëÿ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì ñ ïàðàìåòðîì ñ æîðäàíîâîé ìàòðèöåé ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ
ïîñòðîåíà íåïðåðûâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç íåðåãóëÿðíûõ ÷ëåíîâ. Îïèñû-
âàåòñÿ ïðîöåññ íîðìàëèçàöèè äëÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêè [23] è àâòîíîìíûõ ñèñòåì ê ðåçîíàíñíîé
íîðìàëüíîé ôîðìå, íåïðåðûâíî çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà.

1. Ôîðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòîîñòü ÐÄÑ. Î ïðåîáðàçîâàíèè ÐÄÑ Ïóñòü ÐÄÑ èìååò
âèä:

yn+1 = A(µ)yn + G(n, ε, µ; yn), n ∈ Z (1.1)

ãäå yn � q-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö, A(µ) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà q ñ íåïðåðûâíûìè ïî
ïàðàìåòðó µ ýëåìåíòàìè, âåêòîð-ôóíêöèÿ G(n, ε, µ; yn) íåïðåðûâíà ïî µ, àíàëèòè÷íà ïî yn è
ε.

Áóäåì ñ÷èòàòü µ ∈ D = {µ / |µ − µ0| < ζ}, |yn| ∈ {yn < a}, ε < ε0, ãäå µ0, ζ, ε0, a �
íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Âåêòîð-ôóíêöèÿ G(n, ε, µ; yn) ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε:

G(n, ε, µ; yn) = G(m,µ; yn) +
∞∑

εjGj(n, µ; yn), (1.2)

Çäåñü Gj(n, µ; yn) � ïîëèíîìû íåêîòîðîé ñòåïåíè lj îòíîñèòåëüíî yn, ò.å. âîçìîæíî ïðåä-
ñòàâëåíèå

Gj(n, µ; yn) =
lj∑

p=1

εjGj(n, µ)yp
n, sup

j
lj < ∞.

Keywords: normal form, nonlinear system, di�erence-dynamic system
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 42A10
c
 Ê.Á. Áîïàåâ, 2003.
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Â äàëüíåéøåì ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (1.1) áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå êîìïîçèöèè [4]

yn+1 = (A(µ) + G(n, ε, µ)) ◦ yn. (1.1
′
)

Ê ñèñòåìå (1.1) ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå

yn = xn + Φ0(n, µ) +
∞∑

j=1

εjΦj(n, µ, xn) = [1 + ϕ(n, ε, µ)] ◦ (xn) = Φ(n, ε, µ, xn). (1.3)

Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà (1.1
′
) ïåðåéäåò â ñèñòåìó

xn+1 = Φ−1(n + 1, ε, µ)(A(µ) + G(n, ε, µ))Φ(n, ε, µ) ◦ (xn). (1.4)

Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðíîå ïîëå, çàäàþùåå ïðàâóþ
÷àñòü ïðåîáðàçîâàííîãî óðàâíåíèÿ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Φ−1(n + 1, ε, µ)(A(µ) + G(n, ε, µ))Φ(n, ε, µ) ◦ xn = A(µ)xn + ψ(n, ε, µ, xn), (1.5)

ãäå Φ è ψ èìåþò ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷íóþ (1.2).

Ëåììà 1. Åñëè â îêðåñòíîñòè íóëÿ U = {|xn| ≤ η}, ∀n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|ϕ(n, ε, µ)| < 1, (1.6)

òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû ïðåäñòàâèìà â âèäå (1.5), ãäå

ϕ(n, ε, µ, xn) =
∞∑

k=0

(−ϕ(n + 1, ε, µ))k ◦ {A(µ)ϕ(n, ε, µ) ◦ xn − φ(n + 1, ε, µ) ◦A(µ)xn+

+G(n, ε, µ) ◦ (1 + ϕ(n, ε, µ))xn}. (1.7)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ∀xn ∈U âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.6), òî â U èìååò ìåñòî
ðàçëîæåíèå

Φ−1(n + 1, ε, µ) = [1 + ϕ(n + 1, ε, µ]−1 =
∞∑

k=0

(−ϕ(n + 1, ε, µ))k.

Èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

Φ−1(n + 1, ε, µ) ◦ [A(µ) + G] ◦ Φ(n, ε, µ) ◦ xn =
∞∑

j=0

(−ϕ(n + 1, ε, µ))j ◦ {A(µ)xn + Aϕ(n, ε, µ, xn)+

+G(n, ε, µ, xn + ϕ(n, ε, µ, xn))} = A(µ)xn + Aϕ(n, ε, µ, xn)− ϕ(n + 1, ε, µ,A(µ)xn)+

+
∞∑

k=0

(−ϕ(n + 1, ε, µ))k ◦G(n, ε, µ, xn + ϕ(n, ε, µ, xn + ϕ(n, ε, µ, xn)) +
∞∑

k=1

(−ϕ(n + 1, ε, µ))k◦

◦(Aϕ(n, ε, µ, xn)− ϕ(n + 1, ε, µ,A(µ)xn)) = A(µ)xn +
∞∑

k=0

(−ϕ(n + 1, ε, µ))k◦
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◦{Aϕ(n, ε, µ, xn)− ϕ(n + 1, ε, µ, A(µ)xn) + G(n, ε, µ, xn + ϕ(n, ε, µ, xn))}.
Îòñþäà ñëåäóåò (1.7). Ëåììà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Ëåììû 1 ðàññìàòðèâàåìîå ïðåîáðàçîâàíèå (1.3)

ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì è ñâÿçûâàåò ðåøåíèÿ ÐÄÑ (1.1) è (1.5).
Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå ëèíåéíî, ò.å. â (1.5)

ψ(n, ε, µ, xn)≡ 0. (1.8)

Èç ñòðóêòóðû ψ ñëåäóåò, ÷òî òîæäåñòâî (1.8) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðàçðåøèìî íåàâòîíîìíîå íåëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå òèïà Øðåäåðà [15]

A(µ)ϕ(n, ε, µ, xn)− ϕ(n + 1, ε, µ, A(µ)xn) + G(n, ε, µ, xn + ϕ(n, ε, µ, xn)) = 0. (1.9)

∀xn | xn ∈ U . Êàê èçâåñòíî [1], ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (1.9) çàâèñèò îò ñòðóêòóðû ìàòðèöû
A(µ).

Ïîëîæèì

TG =
∞∑

k=0

(−ϕ(n + 1, ε, µ))k×

×{Aϕ(n, ε, µ, xn)− ϕ(n + 1, ε, µ,A(µ)xn + G(n, ε, µ, xn + ϕ(n, ε, µ, xn))} = ψ(n, ε, µ, xn).

Íàçîâåì Φq ïðåîáðàçîâàíèåì îòîáðàæåíèÿ yn(1 + εqϕq(n, µ)) ◦ xn.
Òîãäà ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ñåðèè ïîñëåäîâàòåëüíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ [4] Φ1, Φ2, ...,Φk, ò.å.

yn = (1 + εkϕk) ◦ ... ◦ (1 + εϕ1) ◦ (1 + ϕ0) ◦ (xn), (1.10)

ñèñòåìó (1.1) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

xn+1 = A(µ)xn +
k−1∑

τ=2

ετ−1(T τG)lτ (xn) + (T kG(n, µ, ε, xn).

Â äàëüíåéøåì èññëåäóåì ñòðóêòóðó (T τG)lτ (xn) (â çàâèñèìîñòè îò A(µ)).
2. Ïðèâåäåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäåðà ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåîä-

íîðîäíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Ïîäåéñòâóåì íà óðàâíåíèå (1.1) ñåðèåé ïðåîáðàçîâàíèé
Φ0, Φ1, ...,Φk−1 (ñì. (1.10)). Ïîñëå êàæäîãî òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ñ ïðå-
îáðàçîâàííûì êîýôôèöèåíòîì ïðè ε ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà.

Ïðîâîäÿ òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå

yn = Φk = (1 + εkϕlk(n, µ) ◦ (xn)) = xn + εkϕlk(n, µ, xn), (2.1)

(ãäå ϕlk � âåêòîð-ïîëèíîì lk-ïîðÿäêà, ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ), ïîëó÷èì:

xn+1 = A(µ)xn +
k−2∑

τ=0

ετ+1(T τG)lτ+1 +
∞∑

j=0

{−ϕlj (n, µ, xn)}j◦

◦{[A(µ)ϕlj (n, ε, xn)− ϕlj (n + 1, µ,A(µ)xn) + (T k−1G)lk ]εk+

+T k−1G(n, ε, µ, xn + εkϕlk(n, µ, xn))− εk(T k−1G)kk}. (2.2)

Ïîäáåðåì ϕlk òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû εk â ïðàâîé ÷àñòè (2.9) îáðàùàëèñü â íóëü. Â
ðåçóëüòàòå îòíîñèòåëüíî ϕlk ïîëó÷èì óðàâíåíèå

A(µ)ϕl(n, µ, xn)− ϕlk(n + 1, µ, A(µ)xn) = −(T k−1G)lk , (2.3)
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ãäå (T k−1Gk(n, µ, xn))lk � èçâåñòíûé âåêòîð-ïîëèíîì lk-ïîðÿäêà, çàâèñÿùèé îò êîýôôèöèåíòîâ
ïðè εj , j = 0, k − 1 è ϕlτ , τ = 1, k − 1 è êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(T k−1Gk(n, µ, xn))lk =
lk∑

j=1

(T k−1Gk(n, µ, xn))lk
j , (2.4)

ãäå (T k−1Gk(n, µ, xn))lk
j � ôîðìû j-ãî ïîðÿäêà. (2.3) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì

òèïà Øðåäåðà [12, 14]. Åãî ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëèíîìà

ϕlk(n, µ, xn) = ϕ
(1)
lk

(n, µ, xn) + ϕ
(2)
lk

(n, µ, xn) + ... + ϕ
(lk)
lk

(n, µ, xn). (2.5)

Çäåñü ϕ
(j)
lk

(n, µ, xn) � ôîðìû j-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò n è µ.

Ëåììà 2. Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (2.3) ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ ó ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

Apϕ
(|p|=j)
k,p (n + 1, µ)−Apϕ

(|p|=j)
k,p (n + 1, µ) = g

(|p|=j)
k,p (n, µ) (2.6)

ãäå ϕ
(|p|=j)
k,p (n, µ) è g

(|p|=j)
k,p (n, µ) � âåêòîðà ðàçìåðíîñòè γ = q(q+1)(q+2)...(q+j−1)

j! íåïðåðûâíûõ
ïî µ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé â Z ×D.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ó÷èòûâàÿ (2.4) è (2.5), äëÿ îïðåäåëåíèÿ ϕ
(j)
jk

èç (2.3) ïîëó÷èì:

ϕ
(j)
lk

(n + 1, µ,Axn)−A(µ)ϕ(j)
lk

(n, µ, xn) = (T k−1Gk(n, µ, xn))lk
j (2.7)

Ïîñêîëüêó

(T k−1Gk(n, µ, xn))lk
j =

∑

p=j

gk,p(n, µ)xp
n, (2.8)

ãäå êîýôôèöèåíòû gk,p(n, µ) � íåïðåðûâíî îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè â Z×D, òî ϕ
(j)
lk

èùåì òàêæå
â âèäå:

ϕ
(j)
lk

=
∑

p=j

ϕk,p(n, µ)xp
n. (2.9)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.9), (2.8) â (2.7) è ïðèðàâíèâàÿ ïðè êàæäîì p = j êîýôôèöèåíòû ïðè xp
n ñëåâà è

ñïðàâà, ïîëó÷èì ñèñòåìó (2.6).
3. Ðåøåíèå ðåãóëÿðíûõ è íåðåãóëÿðíûõ íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ

ïàðàìåòðîì. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ϕ(n + 1, µ) = a(µ)ϕ(n, µ) + G(n, µ), (3.1)

ãäå G(n, µ) ∈ C(z) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, a(µ) íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
D.

Èññëåäóåì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ó ðåøåíèÿ êëàññà C(z) óðàâíåíèÿ (3.1).

Îïð å ä å ë å í è å 1. Óðàâíåíèå (3.1) íàçîâåì ðåãóëÿðíûì â D, åñëè îíî èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå êëàññà C(z) ïðè ëþáîé íåîäíîðîäíîñòè G(n, µ) ∈ C(Z).

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè óðàâíåíèÿ (3.1) ïðè ôèêñèðîâàííîì µ
(µ = 0) è ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ äåéñòâèòåëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé G(n, 0) èçëîæåíû â [9].

Íèæå äîêàæåì, ÷òî åñëè G(n, µ) ∈ C(Z), òî èçâåñòíîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè [9, 10], âûïîë-
íÿþùååñÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì µ∈D, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ðåãóëÿðíîñòè è ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè µ ∈D.
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Ëåììà 3. Äëÿ ðåãóëÿðíîñòè óðàâíåíèÿ (3.1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∀µ ∈D a(µ) 6= 1. (3.2)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (3.2) î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó ðåãóëÿðíîñòü
óðàâíåíèÿ (3.1) â D ïðåäïîëàãàåò åãî ðåãóëÿðíîñòü ïðè êàæäîì µ ∈ D, ÷òî è ãàðàíòèðóåòñÿ
èçâåñòíûì óñëîâèåì â (3.2).

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (3.2) âûïîëíÿåòñÿ. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè èç (3.2) ñëåäóåò,
÷òî a(µ) ñòðîãî îòäåëåíà â D îò åäèíèöû, ò.å.

∃γ > 0, ∀µ ∈D

{
(a(µ)≤ 1− γ < 1) (3.3)
(a(µ)≥ 1 + γ > 1) (3.4)

Êàê ïîêàçàíî â [6], óðàâíåíèå (3.1) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì µ ∈ D èìååò åäèíñòâåííîå
îãðàíè÷åííîå â Z ×D ðåøåíèå âèäà:

ϕ1(n, µ) =
+∞∑
−∞

G(n− k − 1, µ)G(k, µ). (3.5)

Íåïðåðûâíîñòü ϕ1(n, µ) ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (3.5), êîòîðàÿ îáåñïå÷è-
âàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè (3.3), (3.4). Ëåììà äîêàçàíà.

Åñëè óðàâíåíèå (3.1) � íåðåãóëÿðíîå, òî âîçíèêàåò çàäà÷à: ïîëó÷èòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
ýòî óðàâíåíèå èìåëî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå êëàññà C(z).

Ïîëîæèì ϕ(µ) = arg a(µ).
Ðàçîáüåì îáëàñòü D íà ïîäìíîæåñòâà D = D0 ∪D+ ∪D−, ãäå

D0 = {µ | a(µ) |= 1}, D+ = {µ | a(µ) |> 1}, D− = {µ | a(µ) |< 1}.
Ââåäåì ôóíêöèè

f±(n, µ) =
n−1∑

k=0

exp(k ln a(µ) + iϕ(µ)k)G(k, µ), µ ∈D±, (3.6)

f(n, µ) =
n−1∑

k=0

exp(iϕ(µ)k)G(k, µ), µ ∈D0 (3.7)

è ñðåäíåå çíà÷åíèå (ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî îáñóæäàåòñÿ íèæå)

M±(µ) = lim
n→∞

1
N

N−1∑

k=0

f±(n, µ). (3.8)

Ëåììà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ G(n, µ) ∈ C(Z) òàêîâà, ÷òî:
1. f(n, µ) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà â Z ×D,
2. f(n, µ) ðàâíîìåðíà ïî µ è äëÿ ëþáîãî l ñóùåñòâóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå

M(µ) = lim
N→∞

1
2N

l+N∑

k=l−N

f(k, µ). (3.9)

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êëàññà C(Z) óðàâíåíèÿ (3.1)

ϕ(n, µ) = e(ln a(µ)+iϕ(µ)(n−1)(ε(µ) +
n+1∑

k=0

e−k(ln aiϕ)G(n, µ)), (3.10)

ãäå ε(µ) = ±M±(µ) ïðè µ ∈D±, ε(µ) = −M(µ) ïðè µ ∈D0.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê èçâåñòíî, [6, 7] îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) èìååò âèä
(3.10), ãäå ε(µ) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èç óñëîâèÿ 1 ëåììû ñëåäóåò, ÷òî åñëè µ ∈ D0,
òî (3.10) áóäåò ðåøåíèåì êëàññà C(Z) ïðè ëþáîì âûáîðå ε(µ) â êëàññå íåïðåðûâíûõ â D0

ôóíêöèé. Åñëè æå µ ∈ D±, òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè µ óðàâíåíèå (3.1) ïðè
ëþáûõ G(n, µ)∈C áóäåò èìåòü îãðàíè÷åííîå â C(Z) ðåøåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
(3.10) ïðè ñëåäóþùåì âûáîðå ε(µ) íà ìíîæåñòâàõ D±

ε+(µ) = −
∞∑

k=0

exp(−k ln a(µ) + iϕ)k ·G(k, µ), µ ∈D+, (3.11)

ε−(µ) =
k=0∑
−∞

exp(k ln a(µ) + iϕ)k ·G(k, µ), µ ∈D−. (3.12)

Ôóíêöèè ε±(µ) íåïðåðûâíû ïî µ â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ D.
Âàðüèðóÿ çíà÷åíèÿ ε(µ) â D0, ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü ðàçëè÷íûå îãðàíè÷åííûå â Z ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (3.1). Óáåäèìñÿ, ÷òî ñðåäè ïîäîáíûõ ðåøåíèé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
íåïðåðûâíîå â D.

Ðàçðûâíîñòü ðåøåíèé ïî µ ñâÿçàíà ñ ïîâåäåíèåì ôóíêöèé ε(µ) ïðè ïðèáëèæåíèè µ ê òåì
ó÷àñòêàì ãðàíèöû ìíîæåñòâ D±, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò D0. Îáîçíà÷èì ýòè ó÷àñòêè d±, à èõ
ãðàíèöû, ïðèìûêàþùèå ê D0, ÷åðåç Γ±. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî Γ+∩Γ− 6= φ è, áîëåå òîãî, Γ+ = Γ−
−. Çàïèñü µ ∈ d+(d−) (äàæå åñëè µ ∈ Γ+ ∩ Γ−) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà µ → µ0 ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü çíà÷åíèÿ µ∈D+(D−). Ðÿäû (3.11), (3.12), ñõîäÿùèåñÿ
ïðè µ ∈D±, â îáùåì ñëó÷àå ðàñõîäÿòñÿ ïðè µ ∈ Γ±.

Äàëåå ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ×åçàðî [11], â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì
ðÿäó

∞∑

k=0

f(k)

ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå

M(Φ) = lim
n→∞

1
N

N−1∑

k=0

Φ(k),

ãäå

Φ(k) =
k−1∑

τ=0

f(τ).

Åñëè èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî
∞∑

k=0

f(k) = lim
n→∞

1
N

N−1∑

k=0

Φ(k)

(ðåãóëÿðíîñòü ìåòîäà ×åçàðî).
Èñïîëüçóÿ óêàçàííûé ìåòîä, èñõîäÿ èç ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (3.11), (3.12), ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ôóíêöèè f±(n, µ) â D± èìåþò íåïðåðûâíûå ïî µ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ

M±(µ) = ∓ε(µ). (3.13)

Íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (3.11), (3.12).
Âûÿñíèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè M+(µ) ïðè ïðèáëèæåíèè µ ê d+. Ñóììèðóÿ ôóíêöèþ exp[−

−iϕ(µ)k]G(k, µ) íà Z+ = {0, 1, 2...}, ïîëó÷èì ðàâíîìåðíîñòü ïî µ (â ñèëó óñëîâèÿ 2 Ëåììû)

lim
n→∞

1
N

N−1∑

k=0

f(k, µ) = M(µ). (3.14)
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Ôèêñèðóÿ òåïåðü òî÷êó µ ∈ Γ+, áóäåì èìåòü

lim
µ→µ0

M+(µ) = lim
µ→µ0

lim
n→∞

1
N

N−1∑

k=0

f+(k, µ) = lim
N→∞

lim
µ→µ0

1
N

N−1∑

k=0

f+(k, µ) = M(µ0). (3.15)

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà èñïîëüçîâàëàñü íåïðåðûâíîñòü f+(n, µ) è ðàâíîìåðíîñòü ïî µ
ïðåäåëà (3.14), ïîçâîëèâøàÿ èçìåíèòü ïîðÿäîê ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ.

Ðàññìîòðèì äàëåå ôóíêöèþ M−(µ) íà d−. Çàïèøåì (3.12) â âèäå

M−(µ) =
∞∑

k=0

exp(−k ln a + iϕ)k ·G(−k, µ).

Äëÿ µ ∈ d− èìååì

lim
µ→µ0

M−(µ) = lim
n→∞

1
N

N−1∑

k=0

(
K−1∑

τ=0

exp(iϕ)k ·G(τ, µ)). (3.16)

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà êðîìå ïåðåñòàíîâêè ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ èñïîëüçîâàíî ðàâåí-
ñòâî ñðåäíèõ M(f(−n)) = M(f(n)), âûòåêàþùåå èç óñëîâèÿ 2 Ëåììû. Ñîïîñòàâëÿÿ (3.13),
(3.14), (3.15), (3.16), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå â C(Z) è íåïðåðûâíîå
ïî µ ðåøåíèå ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïîëîæèì

ε(µ) = ∓M±(µ) ïðè µ ∈D±,

ε(µ) = −M(µ) ïðè µ ∈D0.

Çàìå÷àíèå 1. Ëåììà 4 ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ×åçàðî è îñíîâíîå
òðåáîâàíèå ëåììû ñâÿçàíî ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ñóùåñòâîâàíèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Ýòîìó
òðåáîâàíèþ óäîâëåòâîðÿþò ïåðèîäè÷åñêèå è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ñèñòåìû, êîòîðûå áóäóò
èçó÷àòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè D+ ∪ D0 = φ, òî ïðè âûïîëíåíèè òîëüêî óñëîâèÿ 1 Ëåììû 4 âñå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ïðèíàäëåæàò êëàññó C(Z), ïðè ε(µ) ∈ C(D).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïåðåéòè ê ðåøåíèþ çàäà÷è î íåïðåðûâíîé íîðìàëè-
çàöèè ñèñòåì ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êëàññà C(Z).

Ââåäåì ïîíÿòèå ðåãóëÿðíûõ è íåðåãóëÿðíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé (3.1).

Îïð å ä å ë å í è å 2. Âåêòîð p ∈ P q
+ è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ÷ëåí s-ãî óðàâíåíèÿ ñè-

ñòåìû (1.1) íàçûâàþòñÿ íåðåãóëÿðíûìè â D1, åñëè óðàâíåíèå (3.1) ïðè a(µ) = ρδs−p(µ) íå
ðåãóëÿðíî â D.

Èç Ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðà p, ñîîòâåòñòâóþùèå íåðåãóëÿðíûì ÷ëåíàì s-ãî óðàâíåíèÿ,
îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì

(∃µ0 ∈D)(ρ(µ0)p−δs = 1). (3.17)

Íèæåñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ÐÄÑ (1.1) � ýòî
ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî íåðåãóëÿðíûå ÷ëåíû.

Òå î ð åì à 1. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ïî µ ∈D ïðåîáðàçîâàíèå (1.2), ïåðåâîäÿùåå (1.1)
â ôîðìàëüíî-ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó

xsn+1 = ρs(µ)xsn +
∞∑

j=1

εj(
1∑
p

F
(s)
p,j (n, µ)xp

n), (3.18)

ñîäåðæàùóþ òîëüêî íåðåãóëÿðíûå ÷ëåíû. Â (3.13) øòðèõ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå òîëüêî ïî
íåðåãóëÿðíûì âåêòîðàì p ∈ P0,nj , ãäå P

(s)
0,nj

= P
(s)
0 ∪ ... ∪ P

(s)
nj .
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ñèñòåìû (1.1) ïðåîáðàçîâàíèå (1.2) áóäåì èñêàòü â âèäå ñó-
ïåðïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé

yk = Φk ◦ Φk−1 ◦ ... ◦ Φ1(xn).

Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî k ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
âèäà (2.6). Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò íåïðåðûâíûå ðåøåíèÿ, åñëè p 6∈P

(s)
0,n. Â ñëó÷àå p ∈ P

(s)
0,n â

óðàâíåíèè (2.6) ïîëîæèì ϕ
(s)
k,p(n, µ) = 0.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì p êîýôôèöèåíòû g
(s)
k,p(n, µ) âûõîäÿò â ïðåîáðàçîâàííóþ ñèñòåìó. Âà-

ðüèðóÿ òàêèì îáðàçîì k îò 1 äî ∞, ïîëó÷èì

x
(s)
sn+1 = eiϕs(µ)xsn +

∞∑

j=1

εj(
∑

p

F
(s)
p,j xp).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â ïîðÿäêå îáñóæäåíèÿ òåîðåìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ñëåäñòâèÿ èç íåå.
1. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òàêîâû, ÷òî ∀s, ∀µ∈D ρs 6= 1, òî íåïðåðûâíàÿ íîðìàëü-

íàÿ ôîðìà ëèíåéíà, ò.å. ∀P (s)
0,n = 0.

2. Ïóñòü ïðè µ = µ0 ÷àñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, à îñòàëü-
íûå � âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî j (êîòîðîå òåì áîëüøå, ÷åì ìåíüøå
îáëàñòü D), ÷òî â ñòðóêòóðå ñèñòåìû (3.18) ñ òî÷íîñòüþ äî O(εj) óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
êðèòè÷åñêèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, íå çàâèñÿò îò íåêðèòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à íåêðèòè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îò íåêðèòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ëèøü ëèíåéíî.

3. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïèñàííîé âûøå ñòðóêòóðû ñèñòåìû (3.18) äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü íåôîð-
ìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, èñïîëüçóÿ îòðåçîê ðÿäà (1.2) äî ÷ëåíîâ O(εj). Óêàçàííîå ïðåîáðàçî-
âàíèå áóäåò Ëÿïóíîâñêèì [1].

4. Ðåçîíàíñíàÿ íîðìàëèçàöèÿ ïàðàìåòðè÷åñêè âîçìóùåííûõ ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ÐÄÑ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C0∈C êëàññ ôóíêöèé f(n, µ), ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ (ï.ï.) ïî n [2,
3] ðàâíîìåðíî ïî µ∈D è óäîâëåòâîðÿþùèõ ïî µ óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé
îò n [1]. ×åðåç C l

0 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî l-ìåðíûõ âåêòîð-ôóíêöèé ñ êîìïîíåíòàìè èç C0.
Âàæíûì ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíûõ ïî µ ï.ï. ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü îò µ èõ ñïåê-

òðà. Ïîýòîìó ôóíêöèèf(n, µ) ∈ C0 ïðåäñòàâèìû ðÿäàìè Ôóðüå
∑

k

fk(µ)eγkn, (4.1)

ãäå fk(µ) íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû â D, à ýëåìåíòû ñïåêòðà {γk} íå çàâèñÿò îò µ.
Çàìåòèì, ÷òî f(n, µ) è fk(µ) îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþò ïî µ óñëîâèþ Ëèïøèöà.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íîðìàëèçàöèè ñèñòåìû (1.1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå èõ êîýôôèöèåí-

òû ïðèíàäëåæàò êëàññó C0.
Ìàòðèöà A(µ) ïî-ïðåæíåìó èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä. Ñ÷èòàåì, ÷òî ρs(µ) óäîâëåòâîðÿåò â

D óñëîâèþ Ëèïøèöà.
Èçâåñòíî, ÷òî âñå îãðàíè÷åííûå ïî n ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ï.ï. íåîä-

íîðîäíîñòüþ ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà (3.1)

ϕ(n + 1, µ) = a(µ)ϕ(n, µ) + ω(n, µ) (4.2)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ω(n, µ)∈C0 a(µ) = a(µ)eiϕ(µ) � óäîâëåòâîðÿåò â D óñëîâèþ Ëèïøèöà

| a(µ′)− a(µ′′) |< Lµ′ − µ′′. (4.3)

Óðàâíåíèå (4.2) ðåãóëÿðíî â C0, åñëè îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êëàññà C0 ïðè ëþáîé
íåîäíîðîäíîñòè ω(n, µ) ∈ C0.
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Ëåììà 5. Äëÿ ðåãóëÿðíîñòè óðàâíåíèÿ (4.2) â C0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (3.2).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (3.2) âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç Ëåì-
ìû 3.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.2). Ïîñêîëüêó C0 ⊂ C, òî â ñèëó
Ëåììû 3 óðàâíåíèå (4.2) ñ ëþáîé íåîäíîðîäíîñòüþ ω(n, µ)∈C0 èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åí-
íîå ðåøåíèå ϕ(n, µ), ïðèíàäëåæàùåå, ïî êðàéíåé ìåðå, êëàññó C. Ýòî ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâàìè (3.5). Äîêàæåì, ÷òî ϕ(n, µ) ∈ C0. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ïî n, îíî ÿâëÿåòñÿ ïî-
÷òè ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì [7]. Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî ϕ(n, µ) óäîâëåòâîðÿåò ïî µ óñëîâèþ
Ëèïøèöà.

Ïîêàæåì ýòî â ñëó÷àå | a(µ) |> 1. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

| ϕ(n, µ′)− ϕ(n, µ′′) |=| ∑∞
−∞G(n− 1− k, µ′)ω(k, µ′)−∑∞

−∞G(n− 1− k, µ′′)ω(k, µ′′) |=

=|
∞∑
−∞

G(n− 1− k, µ′)ω(k, µ′)−
∞∑
−∞

G(n− 1− k, µ′′)ω(k, µ′′) |=

=|
∞∑
−∞

G(n− 1− k, µ′)ω(k, µ′)−
∞∑
−∞

G(n− 1− k, µ′)ω(k, µ′′)+

+
∞∑
−∞

G(n− 1− k, µ′)ω(k, µ′′)−
∞∑
−∞

G(n− 1− k, µ′′)ω(k, µ′′) | ≤

| ≤
∞∑
−∞

G(n− 1− k, µ′)ω(k, µ′)−
∞∑
−∞

G(n− 1− k, µ′)ω(k, µ′′) | + (4.4)

+ |
∞∑
−∞

G(n− 1− k, µ′)ω(k, µ′′)−
∞∑
−∞

G(n− 1− k, µ′′)ω(k, µ′′) |=

=|
∞∑
−∞

G(n− 1− k, µ′)[ω(k, µ′)− ω(k, µ′′)] | +

+ |
∞∑
−∞

[G(n− 1− k, µ′)−G(n− 1− k, µ′′)]ω(k, µ′′) |= I1 + I2

Ïóñòü L1 � ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà ôóíêöèè ω(n, µ), à

L2 = sup
∀n,µ∈D

ω(n, µ).

Îöåíèì ãëàâíûå ÷àñòè(4.4)

I1≤
∞∑
−∞

G ∗ (n− 1− k, µ′)ω(k, µ′)−ω(k, µ′′)≤L1µ
′−µ′′

∞∑
−∞

G ∗ (n− 1− k, µ′)≤ 2L1

1− exp(α)
µ′−µ′′,

I2 ≤ L2

∞∑
−∞

[G ∗ (n− 1− k, µ′)−G(n− 1− k, µ′′)] <
2L2L

1− exp(−α))2
µ′ − µ′′,

ãäå α = ln a(µ).
Ó÷èòûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
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ϕ(n, µ′)− ϕ(n, µ′′)≤ (
2L1

1− exp(−α)
+

2L2L1

(1− exp(−α))2
)µ′ − µ′′.

Òåì ñàìûì äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ íåðåãóëÿðíûõ óðàâíåíèé. Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëå-

íèÿ.
Ïóñòü Sω = {λk} � ñïåêòð ôóíêöèè ω(n, µ) ∈ C0.
×åðåç Sϕ

ω = {λk − ϕ(µ)} îáîçíà÷èì ñìåùåííûé ñïåêòð, ãäå ϕ(µ) = arg a(µ), µ ∈D0.

Îïð å ä å ë å í è å 3. Ïîêàçàòåëè Ôóðüå λk ôóíêöèè ω(n, µ) íàçûâàþòñÿ ðåçîíàíñíûìè,
åñëè

(∃µ0 ∈D0) (λk − ϕ(µ0) = 0(mod2π)). (4.5)

Â ñîîòâåòñòâèå ñ îïðåäåëåíèåì ðàçîáüåì Sω íà ðåçîíàíñíóþ Rω è íåðåçîíàíñíóþ Nω ÷àñòè,
Sω = Rω ∪Nω. Àíàëîãè÷íîå ðàçáèåíèå ïðîèçîéäåò è ó ñìåùåííîãî ñïåêòðà: Sk

ω = Rk
ω ∪Nk

ω .

Îïð å ä å ë å í è å 4. Óðàâíåíèå (4.2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì F , åñëè íåðåçîíàíñíàÿ ÷àñòü
ñìåùåííîãî ñïåêòðà ðàâíîìåðíî ïî µ îòäåëåíà îò íóëÿ, ò.å.

∀α > 0, ∀µ ∈D, ∀λ ∈Nω ⇒| λ− ϕ(µ) | ≥α). (F)

Åñëè Rω 6= φ, òî óñëîâèå F îçíà÷àåò, ÷òî íè îäèí ýëåìåíò ðåçîíàíñíîãî ìíîæåñòâà Rω íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà Nω.

Ëåììà 6. Ïóñòü D+∪D− 6= φ è â óðàâíåíèè (4.2) ω(n, µ)∈C0, a(µ) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ Ëèïøèöà. Åñëè Rω 6= φ, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå F , òî óðàâíåíèå (4.2) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå ϕ(n, µ) ∈ C0, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

ϕ(n, µ) = e(ln a(µ)+iϕ(µ)(n−1))(ε(µ) +
n−1∑

k=0

e(ln a(µ)+iϕ(µ)(n−1))ω(k, µ)), (∗)

ãäå ε(µ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

ε+ = −
∞∑

k=0

exp[−k ln a(µ) + iϕk)]ω(n, µ), µ ∈D+,

ε− =
k=−1∑
−∞

exp[k ln a(µ) + iϕk)]ω(n, µ), µ ∈D−. (∗∗)

Óêàçàííîå ðåøåíèå èìååò ñïåêòð Sω è ñðåäíåå çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óáåäèìñÿ, ÷òî â óñëîâèÿõ Ëåììû ê óðàâíåíèþ (4.2) ïðèìåíèìà

Ëåììà 4.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(n, µ) =
n−1∑

k=0

e−iϕ(µ)kω(k, µ), µ ∈D0.

Äëÿ îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f(n, µ) ïî n íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé,
íàõîäÿùèõñÿ ïîä çíàêîì ñóììû, ðàâíÿëèñü íóëþ. Â ñèëó òåîðåìû Ôàâàðà [6] ýòî óñëîâèå áóäåò
äîñòàòî÷íûì, åñëè ñïåêòð ýòèõ ôóíêöèé îòäåëåí îò íóëÿ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýòîò ñïåêòð èìååò âèä {λ−ϕ(µ)}, èç óñëîâèÿ à) ñëåäóåò, ÷òî îí íå ñîäåðæèò
íóëü, à èç óñëîâèÿ á) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð îòäåëåí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(n, µ)
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áóäåò îãðàíè÷åííîé, è óñëîâèå 1 Ëåììû 4 âûïîëíÿåòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò ïî÷òè-ïåðèîäè÷íîñòü
f(n, µ) ïî n [8, 13]. Òîãäà ïðè êàæäîì µ ∈D ðàâíîìåðíî ïî µ ñóùåñòâóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå

M(µ) = lim
n→∞

1
N

I+N∑

IN

f(n, µ) (4.4)

è äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2 Ëåììû 4, îñòàåòñÿ ïîêàçàòü ðàâíîìåð-
íîñòü ïðåäåëà ïî µ.

Åñëè f(n, µ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî ýòî ãàðàíòèðóåò ðàâíîìåðíîñòü ïðåäåëà
ïî µ â (4.4), òàê êàê ñåìåéñòâî ôóíêöèé

M(µ) =
1
N

n−1∑

k=0

f(n, µ)

áóäåò ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì íà îãðàíè÷åííîì è çàìêíóòîì ìíîæåñòâå D [8]. Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî f(n, µ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðÿä Ôóðüå

ω(n, µ) =
∑

λ

ωλ(µ)eiλk

è çàïèøåì ï.ï. ôóíêöèþ f(n, µ) â âèäå

f(n, µ) = M(µ) + ψ(n, µ), (4.5)

ãäå M(µ) = ψ(0, µ), à ψ(n, µ) îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì
∑

λ

ωλ(µ)
1− ei(λ−ϕ(µ))

ei(λ−ϕ(µ))n.

Ïóñòü L1, L2 � ïîñòîÿííûå Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèé ϕ(µ), ω(n, µ).
Çàìåòèì, ÷òî L2 áóäåò ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà è äëÿ ωλ(µ). Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ω(n, µ)

ñóùåñòâóåò L3 òàêîå, ÷òî ω(µ) < L3.
Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ψλ(µ) ôóíêöèè ψ(n, µ) ïîëó÷èì

| ψλ(µ′)− ψλ(µ′′) |=| ωλ(µ′)
1− ei(λ−ϕ(µ))

− ωλ(µ′′)
1− ei(λ−ϕ(µ′′)) |=

=| ωλ(µ′)− ωλ(µ′′) + ωλ(µ′′)ei(λ−ϕ(µ′)) − ωλ(µ′)ei(λ−ϕ(µ′′))

(1− ei(λ−φ(µ′)))(1− ei(λ−ϕ(µ′′)))
| ≤

≤ 2L2|µ′ − µ′′|
| sin λ−ϕ(µ′)

2 || sin λ−ϕ(µ′′)
2 |

+
2L2|µ′ − µ′′|

| sin λ−ϕ(µ′)
2 || sin λ−ϕ(µ′′)

2 |
+

+
|ω(µ′)||ei(λ−ϕ(µ′)) − ei(λ−ϕ(µ′′))|

| sin λ−ϕ(µ′)
2 || sin λ−ϕ(µ′′)

2 |
≤

≤16L2|µ′ − µ′′|
α2

+
4L3L1 K|µ′ − µ′′|

α2
=

(16L2 + 4L3L1 K)|µ′ − µ′′|
α2

=
M |mu′ − µ′′|

α2
.

Ïðè îöåíêå ó÷òåíî óñëîâèå F .
Èòàê, ôóíêöèÿ ψ(n, µ), à âìåñòå ñ íåé f(n, µ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ê óðàâíåíèþ(4.2) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé à), á) ïðèìåíèìà Ëåììà 4, â

ñèëó êîòîðîé óðàâíåíèå(4.2) èìååò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå (à ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè ïåðèî-
äè÷åñêîå) ðåøåíèå ϕ(n, µ), îïðåäåëåííîå ïî (∗), ãäå ε(µ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè (∗∗).
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Ó÷èòûâàÿ (∗), (4.5), âèäèì, ÷òî ðåøåíèå ϕ(n, µ) íà D0 ïðåäñòàâèìî ðÿäîì Ôóðüå

ϕ(n, µ) =
∑ ω(µ)

1− ei(λ−ϕ(µ))
(1− ei(λ−ϕ(µ))n). (4.6)

Àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ðåøåíèå ϕ(n, µ) ïðè µ ∈D±, òîëüêî â (4.6) âìåñòî i(λ−
− ϕ(µ)) áóäåì èìåòü ln |λ(µ)| + i(λ − ϕ(µ)). Îòñþäà óæå ñëåäóåò, ÷òî ϕ(n, µ) ïðè µ ∈D èìååò
ñðåäíåå çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ, è òîò æå ñïåêòð, ÷òî è íåîäíîðîäíîñòü ω(n, µ). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6 ïîçâîëÿåò ðàçáèòü íåðåãóëÿðíûå óðàâíåíèÿ (4.2) íà äâà òèïà: ðåçîíàíñíûå è íåðå-
çîíàíñíûå. Äëÿ ìîòèâèðîâêè íèæåñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ îòìåòèì, ÷òî íàðóøåíèå óñëîâèé
Ëåììû 6 ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî äâóìÿ íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðóãà ôàêòîðàìè:

1) Rω 6= φ,

2) Íàðóøàåòñÿ óñëîâèå F .
Åñëè Rω 6= φ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè µ ∈ D0 ñìåùåííûé ñïåêòð Sk

ω

ñîäåðæèò íóëü, ÷òî âèäíî èç (4.5). Åñëè íàðóøàåòñÿ óñëîâèå F , òî íóëü ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé ìíîæåñòâà Sk

ω ïðè íåêîòîðîì µ ∈D0.
Ïóñòü Sω = {λ} � çàìûêàíèå ñïåêòðà Sω. ×åðåç Rω îáîçíà÷èì ðåçîíàíñíóþ ÷àñòü ìíîæå-

ñòâà Sω, ïîëàãàÿ

Rω = {λ/(∃µ0 ∈D)(λ− ϕ(µ0))≡ 0(mod 2π).

Î÷åâèäíî, ÷òî Rω ⊆ Rω, ïðè÷åì ðàâåíñòâî Rω = Rω äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ F .

Îïð å ä å ë å í è å 5. Óðàâíåíèå (4.2) íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì â D, åñëè ìíîæåñòâî
Rω 6= φ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðåçîíàíñíûìè áóäóò ëèøü òå íåðåãóëÿðíûå óðàâíåíèÿ (4.2),
äëÿ êîòîðûõ íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ Ëåììû 6.

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå

ϕ(n + 1, µ) = a(µ)ϕ(n, µ) + ω(n, µ)− g(n, µ), (4.7)

ãäå ω(n, µ)∈C0 � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Òðåáóåòñÿ âûáîðîì g(n, µ), îòëè÷íûì îò òðèâèàëüíîãî,
îáåñïå÷èòü C0-ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (4.7). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ââåäåì ñëåäóþùóþ
êîíñòðóêöèþ.

Ïóñòü α > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî è Uα(Rω) � α-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà (Rω). Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî

Rω,α = Sω ∩ Uα(Rω).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ωα(n, µ), êîòîðóþ íàçîâåì ðåçîíàíñíîé α-ñðåçêîé ôóíêöèè ω(n, µ),
ïîëàãàÿ

ωα(n, µ) =
∑

λ∈Rω

ωλ(µ)eiλn. (4.8)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå F , òî âìåñòî (4.8) ïîëîæèì

ω0(n, µ) =
∑

λ∈Rω

ωλ(µ)eiλn. (4.9)

Î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåãî ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
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Ëåììà 7. Ïóñòü â (4.7) a(µ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Ñóùåñòâóåò âûáîð
g(n, µ)∈C0 òàêîé, ÷òî (4.7) èìååò ðåøåíèå ϕ(n, µ)∈C0. Ïðè÷åì ñðåäíåå çíà÷åíèå M(ϕ) = 0,
à ñïåêòðû ï.ï. ôóíêöèé ϕ(n, µ) è g(n, µ) Sϕ, Sg óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Sg ⊆ Sϕ.

Ïðîñòåéøèé âûáîð g(n, µ) ñëåäóþùèé:
1) â ðåãóëÿðíîì è íåðåçîíàíñíîì íåðåãóëÿðíîì ñëó÷àÿõ g(n, µ) = 0,
2) â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå g(n, µ) = ωα(n, µ) ïðè÷åì, åñëè åùå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå F , òî

g(n, µ) = ω0(n, µ).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïåðâîì ñëó÷àå îíî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç Ëåìì 5 è 6.
Ñïðàâåäëèâîñòü Ëåììû â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ñëåäóåò èç Ëåììû 6, òàê êàê äëÿ ôóíêöèè

ω − ωα (ω − ω0 � ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ F ) ðåçîíàíñíûé ñïåêòð Rω−ωα = O (Rω−ω0 = O) è
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå F . Ëåììà äîêàçàíà.
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Â.Â., Òàðàáðèíà, Êóêóäæàíîâà Â.Í., Åðæàíîâà Æ.Ñ., Êàðèìáàåâà Ò.Ä. è äð.), êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ (Àéòàëèåâ Ø.Ì., Ìàñàíîâ Æ.Ê., Ìàõìåòîâà Í.Ì. [1] è äð.), ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé (Àëåêñååâà Ë.À., Äèëüäàáàåâ Ø.À., Æàíáûðáàåâ Í.Á. [2] è äð.). Ðàçíîñòíûé ìå-
òîä ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ïðîñòðàíñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïðåäëîæåí Êëèôòîíîì â [3] äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ïëîñêèõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, à â [4] ðàçâèò Ðåêåðîì äëÿ èçó÷åíèÿ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ óïðóãèõ âîëí â èçîòðîïíûõ òåëàõ ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû. Îäíèì èç íàèáîëåå óäîáíûõ
â ïðèëîæåíèÿõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä áèõàðàêòåðèñòèê ñ èñïîëüçîâàíèåì èäåé ìåòîäà ðàñ-
ùåïëåíèÿ, ðàçâèòûé â [5-7]. Ýòîò ìåòîä, èíîãäà íàçûâàåìûé ìåòîäîì Òàðàáðèíà, ïîçâîëÿåò
ìàêñèìàëüíî ïðèáëèçèòü îáëàñòü çàâèñèìîñòè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ê îáëàñòè çàâè-
ñèìîñòè èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíî ðåøåíèå
íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è äèíàìèêè îäíîðîäíîãî óïðóãîãî èçîòðîïíîãî òåëà â äåêàðòîâîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà áèõàðàêòåðèñòèê [8-9].

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: xi � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, t � âðåìÿ, σij � òåíçîð íàïðÿ-
æåíèé, vi � âåêòîð ñêîðîñòè, ui � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ. Èíäåêñàìè ïîñëå çàïÿòîé îáîçíà÷àþòñÿ
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì, à òî÷êîé ñâåðõó - ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî
âðåìåíè. Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ áóäåì ïðèìåíÿòü äëÿ èíäåêñîâ ëàòèíñêèå è ãðå÷åñêèå áóê-
âû, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2. Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ãðå÷åñêèì èíäåêñàì â ïðîèçâåäåíèè
âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå, à ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ëàòèíñêèì èíäåêñàì ñóììèðîâàíèÿ íåò.

1.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ óïðóãîé ïîëóïîëîñû êî-
íå÷íîé øèðèíû, êîòîðàÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x1Ox2 çàíèìàåò îáëàñòü 0≤x2 ≤∞,
|x1|≤l(ñì. ðèñ.1). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåëî íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ

vi = 0, σij = 0, (i, j = 1, 2). (1)

Â ëþáîé äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè íà ó÷àñòêå N1 ≤ x2 ≤ N2, x1 = l ãðàíèöû BN äåéñòâóåò ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà f(t), èçìåíÿþùàÿñÿ ïî çàêîíó
Keywords: non-stationary problem, elastic band, method of bicharacteristics, stresses, invariants of a stress tensor
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 74B05, 74H15
c
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ñèíóñà
σ22 (t) =

{ −A sin (ωt) , 0 ≤ t ≤ S1,
0, t ≥ S1,

σ21 (t) = 0.
(2)

Çäåñü S1 � âðåìÿ äåéñòâèÿ íàãðóçîê è ω = π/S1. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ïîëóïîëîñû ñâî-
áîäíà îò êàêîãî-ëèáî âîçäåéñòâèÿ

σ11 (t) = 0, σ12 (t) = 0, x1 = 0, |x2| ≥ l,
σ22 (t) = 0, σ21 (t) = 0, 0 ≤ x1 /∈ (N1, N2) |x2| = l.

(3)

Ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîãî òåëà ïðè t > 0.
2.Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íàðÿäó ñ íà÷àëüíûìè

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñîñòîÿùàÿ èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
è ñîîòíîøåíèé îáîáùåííîãî çàêîíà Ãóêà

σiβ,β = ρ
∂2ui

∂t2
, (4)

σij = λuβ,βδij + µ (ui,j + uj,i) . (5)
Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü, à λ, µ � ïîñòîÿííûå Ëàìå, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ
ãðå÷åñêèì èíäåêñàì âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå.

Äëÿ óäîáñòâà ââîäÿòñÿ íåçàâèñèìûå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è èñêîìûå âåëè÷èíû [8]

t̄ =
tc1

b
, x̄i =

xi

b
, v̄i =

1
c1

∂ ui

∂ t
, σ̄ij =

σij

ρ c2
1

, γ12 =
c2

c1
, γ11 = 1− 2 γ2

12 ( i, j = 1, 2),

ãäå b � õàðàêòåðíàÿ äëèííà, c1 =
√

λ+2µ
ρ , c2 =

√
µ
ρ � õàðàêòåðíûå ñêîðîñòè. Â äàëüíåéøåì

÷åðòà íàä áåçðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè îïóñêàåòñÿ.
Ïîñëå îáúåäèíåíèÿ îáåçðàçìåðåííûõ âåëè÷èí, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (4) è ïðîäèôôåðåíöè-

ðîâàííûå ïî âðåìåíè ñîîòíîøåíèÿ îáîáùåííîãî çàêîíà Ãóêà (5) ïðèîáðåòàþò âèä




v̇1 = σ11,1 + σ12,2,
v̇2 = σ21,1 + σ22,2,
σ̇11 = v1,1 + γ11v2,2,
σ̇22 = γ11v1,1 + v2,2,
σ̇12 = γ2

12 (v1,2 + v2,1) .

(6)

Èíäåêñàìè ïîñëå çàïÿòîé îáîçíà÷àþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì, à
òî÷êîé ñâåðõó � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè.

3. Áèõàðàêòåðèñòèêè è óñëîâèÿ íà íèõ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ áèõàðàêòåðèñòèê
è óñëîâèé íà íèõ, ðàñùåïëÿåì äâóõìåðíóþ ñèñòåìó (6) íà îäíîìåðíûå. Ïðèìåíåíÿÿ èäåè Ê.À.
Áàãðèíîâñêîãî è Ñ.Ê. Ãîäóíîâà î ðàñùåïëåíèè ìíîãîìåðíûõ t- ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì íà
îäíîìåðíûå ñèñòåìû [9] ïðè xk = const èìååì

{
v̇i − σij,j = aij ,
σ̇ij − λ2

ijvi,j = bij .
(7)

ãäå aij = σik,k; λij = δij + γ12 (1− δij) ; bij =
(
γ11 δij + γ2

12 (1− δij)
)
vp,k Çäåñü è â äàëüíåéøåì

i, j, k, p = 1, 2; p 6= i; k 6= j.
Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ èçâåñòíûå ìåòîäû äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áèõà-

ðàêòåðèñòèê è óñëîâèé íà íèõ, ïîëó÷èì:

dxj = ±λij dt, dσij ∓λij dvi =
(
bij ∓λij aij

)
dt (8)
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Ðèñ. 1: Èññëåäóåìàÿ îáëàñòü.

Ðèñ. 2: Âèä áèõàðàêòåðèñòèê íà ïëîñêîñòè xk = const , k 6= j.

4. Âûáîð òî÷å÷íîé ñõåìû è øàáëîíà. Äàííîå òåëî ðàçáèâàåòñÿ íà êâàäðàòíûå ÿ÷åéêè,
ñòîðîíû êîòîðûõ∆x1 = ∆x2 = h. Â óçëîâûõ òî÷êàõ èùóòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé vi, σij â ðàçëè÷-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè ñ øàãîì τ . Òî÷å÷íàÿ ñåòêà, íà îñíîâå êîòîðîé ñòðîèòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà,
ïîìèìî óïîìÿíóòûõ óçëîâûõ òî÷åê, ñîäåðæèò òî÷êè, îáðàçîâàííûå ïåðåñå÷åíèåì áèõàðàêòå-
ðèñòèê ñ ãèïåðïëîñêîñòÿìè t=const. Ïðèíèìàåòñÿ øàáëîí, ñîñòîÿùèé èç óçëà O è òî÷åê Eij

±,
îòñòîÿùèõ îò òî÷êè O íà ðàññòîÿíèÿ λijτ (ðèñ.2). Â äàëüíåéøåì çíà÷åíèÿì ôóíêöèé â òî÷êå
Î ïðèïèñûâàåòñÿ âåðõíèé çíàê ”0”, â òî÷êàõ Eij

± - íèæíèé èíäåêñ ij è âåðõíèé çíàê ” ± ”
ñîîòâåòñòâåííî (íàïðèìåð σ±ij), à â òî÷êå À äîïîëíèòåëüíûé èíäåêñ íå ïðèïèñûâàåòñÿ.

5. Ðàçðåøàþùèå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ. Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (6) îò òî÷êè Î
äî òî÷êè À è ñîîòíîøåíèé (8) îò òî÷êè Eij

± äî òî÷êè À ìåòîäîì òðàïåöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
âûðàæåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà

vi = v0
i +

τ

2
(
σij,j + aij + v̇0

i

)
, σij = σ0

ij +
τ

2
(
λ

2
ij vi,j + bij + σ̇0

ij

)
, (9)

σij −σ±ij ∓λij

(
vi + v±i

)
=

τ

2

(
bij + b

±
ij ∓λij

[
aij + a±ij

])
. (10)

Èñêëþ÷àÿ èç (11)vi, σij ïðè ïîìîùè (10), ïîëó÷èì

λ
2
ij vi,j ∓λij σij,j = b

±
ij − σ̇0

ij ±λij

(
v̇0

i − a±ij
)

+
2
τ

(
σ±ij −σ0

ij ±λij

[
v0
i − v±i

])
. (11)
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Çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ â íåóçëîâûõ òî÷êàõ âûðàæåíèÿ (12) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà
âáëèçè óçëîâîé òî÷êè O ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî øàãà τ èìååì

λ
2
ij vi,j ∓λij σij,j = λ

2
ij

(
v0
i,j + τ v̇0

i,j

)∓ λij

(
σ0

ij,j + τ σ̇0
ij,j

)
. (12)

Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (13) ñ îäèíàêîâûìè ïàðàìè èíäåêñîâ, ïîëó-
÷èì

vi,j = v0
i,j + τ

(
σ0

ij,jj + a0
ij,j

)
, σij,j = σ0

ij,j + τ
(
λ2

ij v0
i,jj + b0

ij,j

)
. (13)

Ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé â óçëîâûõ òî÷êàõ èññëåäóåìîãî òåëà â
ìîìåíò âðåìåíè t = tn + τ ðàçëè÷íà äëÿ âíóòðåííèõ, ãðàíè÷íûõ è óãëîâûõ òî÷åê èññëåäóåìîé
îáëàñòè.

5.1.Äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè. Íåèçâåñòíûå ïðîèçâîäíûå σij,j , vi,j , aij , bij íà
ñëîå t = t0 + τ èùóòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (14). Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè
ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) è (14) ïî êâàäðàòíîé ñåòêå äëÿ óçëà (x1

0, x2
0, t0) àïïðîêñèìèðóþòñÿ

öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè.
5.2.Äëÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê îáëàñòè. Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê èñ-

ñëåäóåìîé îáëàñòè (èñêëþ÷àÿ óãëîâûå) ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (10) è
(13)ïî âû÷èñëåííûì èëè çàäàííûì çíà÷åíèÿì èñêîìûõ âåëè÷èí íà âðåìåííîì ñëîå tn + τ(n =
= 1, 2, ..., N) . Â ðàñ÷åòàõ íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàííûìè óñëîâèÿ (13) íà äâóõ õàðàêòåðèñòè-
êàõ, íå ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè òåëà. Òåì ñàìûì, ïî ñðàâíåíèþ ñ âíóòðåííèìè òî÷êàìè, ÷èñëî
óðàâíåíèé (13) ñîêðàùàåòñÿ íà äâà. Ñîâîêóïíîñòü îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé (10), (13) è äâóõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé îòíîñèòåëüíî òðèíàäöàòè íåèçâåñò-
íûõ. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ ðàçíîñòè "âïåðåä"è "íàçàä".

5.3.Äëÿ óãëîâûõ òî÷åê îáëàñòè. Óãëîâûå òî÷êè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèÿ
äâóõ ãðàíè÷íûõ ëèíèé. Ïîýòîìó â ýòèõ òî÷êàõ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ, çàäàííûå íà
ýòèõ äâóõ ãðàíè÷íûõ ëèíèÿõ. Â óãëîâîé òî÷êå èññëåäóåìîé îáëàñòè çàäàþòñÿ ÷åòûðå ãðàíè÷-
íûå ôóíêöèè. Òîãäà óðàâíåíèÿ (13), (10) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò èñêî-
ìûå âåëè÷èíû â óãëîâûõ òî÷êàõ èññëåäóåìîé îáëàñòè. Çäåñü íà ãðàíèöàõ óñëîâèÿ çàäàþòñÿ
íàïðÿæåíèÿìè σ11, σ12 è σ21, σ22. Â ñèëó çàêîíà ïàðíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â óãëîâûõ
òî÷êàõ èìåþòñÿ òîëüêî òðè ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, è, òåì ñàìûì, ÷èñëî çà-
äàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñòàíîâèòñÿ íà åäèíèöó ìåíüøå. Îäíàêî âû÷èñëåíèå σ21,1 è σ12,2

ïóòåì àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòÿìè "âïåðåä" è "íàçàä" çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò
ñîñòàâèòü çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé.

6.Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà.Ðàñ÷åò áûë ïðîèçâåäåí äëÿ ñòàëè (ρ = 7900kg/m3, c1 =
= 5817m/sek, c2 = 3109m/sek) ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ èñõîäíûõ äàííûõ: A = 0.5, ω =
= 4.5, l = 5h, L = 70h, N1 = 10h, N2 = 14h.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå TURBOPASCAL7.0 íà ñåòêå ñ øàãîì τ = 0.025, h =
= ∆x1 = ∆x2 = 0.05. Íà ðèñ. 3 è 4 ïðèâåäåíû èçîëèíèè íîðìàëüíûõ σ11 è êàñàòåëüíûõ σ12

íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòó âðåìåíè t = 20τ . Çà ýòî âðåìÿ ãðàíè÷íûå âîçìóùåíèÿ,
ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ îò ëîêàëüíîãî ó÷àñòêà âîçäåéñòâèÿ, ïðîõîäÿò ðàññòîÿíèå 10h è äîñòèãàþò
ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíèöûÌÀ. Îñü x1 = 12h ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè âîëíîâîé êàðòèíû. Ïðè
ýòîì íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ σ11 ÿâëÿþòñÿ ÷åòíîé, à êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ σ12 � íå÷åòíîé
ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè. Ìîæíî çàìåòèòü îáëàñòü êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé âáëèçè
îñîáûõ òî÷åê x1 = N1 , x2 = l èx1 = N2 , x2 = l, ÿâëÿþùèõñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé.

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 40τ (ðèñ. 5 è 6) õàðàêòåðíàÿ äëÿ t = 20τ ñèììåòðè÷íîñòü ïîëåé
íàïðÿæåíèé îòíîñèòåëüíî îñè x1 = 12h åùå ïðîñìàòðèâàåòñÿ âáëèçè îñè ñèììåòðèè. Ñ óäàëå-
íèåì îò ýòîé îñè ñèììåòðè÷íîñòü èçîëèíèé íàðóøàåòñÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèåì
íà õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ íàïðÿæåíèé îò ñâîáîäíîãî òîðöà ÀÂ â îáëàñòè x1 ≤N1 è îòñóò-
ñòâèåì ïîäîáíûõ ýôôåêòîâ â îáëàñòèx1 ≤ N2. Èç-çà òîãî, ÷òî âíåøíÿÿ íàãðóçêà óæå ðàâíà
íóëþ, çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ óìåíüøàþòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ìîìåíòîì
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Ðèñ. 3: Èçîëèíèè íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σ11, t = 20τ

Ðèñ. 4: Èçîëèíèè êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σ12, t = 20τ
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âðåìåíè (t = 20τ). Ïðè îòðàæåíèè ïëîñêèõ âîëí îò ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ÌÀ íîðìàëüíûå
íàïðÿæåíèÿ σ11 ìåíÿþò çíàê (ñòàíîâÿòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìè). Íà ðèñ.5 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðå-
äåëåíèå íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé σ11. Ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ σ11, îáóñëîâëåííûå îòðà-
æåíèåì âîëíû îò ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ÌÀ, ïðàêòè÷åñêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè
íàãðóæåíèÿ x1 = 12h è â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè äîñòèãàþò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Èçâåñòíû ÿâëåíèÿ îòêîëà ìîæåò áûòü âûçâàíî èìåííî ýòèìè
ðàñòÿãèâàþùèìè íàïðÿæåíèÿìè. Íà ðèñ.7 è 8 ïðèâåäåíû èçîëèíèè èíâàðèàíòîâ òåíçîðà íà-
ïðÿæåíèé I1 = σ11 + σ22 + σ33, I2 = σ11σ22 − σ2

12 + σ11σ33 + σ22σ33 , õàðàêòåðèçóþùèå äàâëåíèå
è èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïîëîñå. Èçîëèíèè ïåðâîãî èíâàðèàíòà âî ìíîãîì
ñõîäíû ñ èçîëèíèÿìè íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σ11. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ÍÄÑ
èññëåäóåìîãî òåëà ïðè óêàçàííûõ âîçäåéñòâèÿõ âî ìíîãîì çàâèñèò îò σ11. Çäåñü ñêàçûâàåòñÿ
êðàòêîâðåìåííîñòü áîêîâûõ âîçäåéñòâèé è áëèçîñòü âåðõíåé ãðàíè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è îòëàæåííûå ïðîãðàììû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäî-
âàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ âîëí â ïëîñêèõ óïðóãèõ òåëàõ, â èíæå-
íåðíîé ïðàêòèêå ïðè ðàñ÷åòå ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé, â çàäà÷àõ ìàøèíîñòðîåíèÿ è ò.ä.

Öèòèðîâàííàÿ ëèòåðàòóðà

1. Àéòàëèåâ Ø.Ì., Ìàñàíîâ Æ.Ê., Áàéìàõàíîâ È.Á., Ìàõìåòîâà Í.Ì. // ×èñëåííûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Êàðàãàíäà, 1987. Ñ.3�15.

2. Àéòàëèåâ Ø.Ì., Àëåêñååâà Ë.À., Äèëüäàáàåâ Ø.À., Æàíáûðáàåâ Í.Á. Ìåòîä ãðà-
íè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â çàäà÷àõ äèíàìèêè óïðóãèõ ìíîãîñâÿçàííûõ òåë. Àëìà-Àòà, 1992.
238ñ.

3. Êëèôòîí Ð.Ä. // Ìåõàíèêà (ñáîð. ïåðåâîäîâ). Ì., 1968. �1. Ñ.103�122.
4. Ðåêåð Â.Â. // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. Òðóäû àì. îá-âà èíæ.-ìåõ. Ñåðèÿ Å. 1970. � 1. Ñ.121�

129.
5. Òàðàáðèí Ã.Ò. // Ñòðîèò. ìåõàíèêà è ðàñ÷åò ñîîðóæåíèé. 1981. �4/ C.38�43.
6. Òàðàáðèí Ã.Ò. //Ìåòàëëîâåäåíèå è ïðî÷íîñòü ìàòåðèàëîâ. 1979. �3/ C.193�199.
7. Òàðàáðèí Ã.Ò. //Ñòðîèòåëüíàÿ ìåõàíèêà è ðàñ÷åò ñîîðóæåíèé. Ì., 1980. �6/ C.53�58.
8. Êàðèìáàåâ Ò.Ä., Äæóçáàåâ Ñ.Ñ. // Òåç. äîêë. ìåæä.êîíô. "Ïðî÷íîñòü ìàòåðèàëîâ è ýëå-

ìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðè çâóêîâûõ è óëüòðàçâóêîâûõ ÷àñòîòàõ íàïðÿæåíèÿ". Êèåâ, 1992. Ñ.18.
9. Áàéòåëèåâ Á.Ò., Äæóçáàåâ Ñ.Ñ. // Òåç. äîêë. Âñåñîþçí. ñèìïîçèóìà ïî ðåîëîãèè ãðóíòîâ.

Âîëãîãðàä, 1985. Ñ. 37�38.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19.05.2003ã.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2003. Òîì 3. � 1 (7)



Äèíàìè÷åñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïîëóïîëîñû 61

Ðèñ. 5: Èçîëèíèè íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σ11, t = 40τ

Ðèñ. 6: Èçîëèíèè êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σ12, t = 40τ
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Ðèñ. 7: Ïåðâûé èíâàðèàíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé, t = 40τ

Ðèñ. 8: Âòîðîé èíâàðèàíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé, t = 40τ
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ÓÄÊ 539.3

ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄËß ÒÅÐÌÎÓÏÐÓÃÎÉ ÏÎËÓÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Á.Í. Êóïåñîâà

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎÍ ÐÊ
480100, Àëìàòû, óë. Ïóøêèíà, 125, kupesova@math.kz

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâî {x1 ≤ h, h > 0} îäíîðîäíîé
òåðìîóïðóãîé ñðåäû ïëîòíîñòè ρ ñ óïðóãèìè êîíñòàíòàìè Ëàìå λ, µ è òåðìîóïðóãèìè ïàðà-
ìåòðàìè κ, γ â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè. Äàëåå x = (x1, x2), x ∈R2, t � âðåìÿ.

Ïåðåìåùåíèÿ u = (u1, u2) è òåìïåðàòóðà θ = u3 ñðåäû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì [1]

Lij (∂x, ∂t) uj(x, t) + Fi(x, t) = 0, L3j (∂x, ∂t) uj (x, t) + Q(x, t), i, j = 1, 3, (1)

ãäå Lij � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, èìåþùèå ñëåäóþùèé âèä

Lij = (λ + µ) ∂i∂j + (µ∆− ρ∂t∂t)δij − γδj3∂i, i = 1, 2,

L3j = (∆− κ−1∂t)δj3 − η (1− δj3)∂t∂j , j = 1, 2, 3,

∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Çäåñü âñþäó ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì â ïðîèçâåäåíèÿõ ïðîâîäèòñÿ
ñóììèðîâàíèå â óêàçàííûõ ïðåäåëàõ èçìåíåíèÿ èíäåêñîâ.

Â ñðåäå äåéñòâóþò íåñòàöèîíàðíûå ìàññîâûå ñèëû F (x, t) è òåïëîâûå èñòî÷íèêè Q(x, t):
F ∈C(R3

+), Q ∈C(R3
+) (R3

+ = R2 × [0,∞)), ãäå suppF ⊂G× [0,∞) è suppQ⊂G× [0,∞), G �
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â R2.

Ãðàíèöà ïîëóïëîñêîñòè ñâîáîäíà îò äåéñòâóþùèõ íàãðóçîê è òåïëîâûõ ïîòîêîâ

σj1(x, t) = 0, ∂ θ(x, t)/∂x1 = 0, x1 = h. (2)

Çäåñü σij - òåíçîð íàïðÿæåíèé ñâÿçàí ñ ïåðåìåùåíèÿìè è òåìïåðàòóðîé ñðåäû ñîîòíîøåíèÿìè
Äþàìåëÿ-Íåéìàíà

σij = λuk,k δij − γθδij + µ (ui,j +uj ,i ), i, j, k = 1, 2. (3)

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òåðìîíàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ñðåäû.
2. Òåíçîð Ãðèíà. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ïîñòðîèì òåíçîð Ãðèíà äëÿ òåðìîóïðóãîãî

ïîëóïðîñòðàíñòâà V k
i (x, y, t) ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé.

Keywords: Stress-strain state, Fundamental solution, Green tensor, Thermo-elastic semiplane
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 80A17
c
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Òåíçîð Ãðèíà äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

Lij (∂x, ∂t) V m
j

= δm
i

δ(x− y)δ (x, t) , y1 < h, i, j, m = 1, 2, 3, (4)

ãäå δk
i � ñèìâîë Êðîíåêåðà, è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

Σi1 = (λV m
k ,k−γV m

3 )δi1 + µ (V m
i ,1 +V m

1 ,i ) = 0, i, k = 1, 2,
∂V m

3

∂x1
= 0, x1 = h. (5)

Çäåñü Σm
ij � íàïðÿæåíèÿ â ñðåäå, ïîðîæäàåìûå òåíçîðîì V m

k

Σm
ij = λV m

k ,k δij − γV m
3 δij + µ (V m

i ,j +V m
j ,i ), i, j, k = 1, 2, m = 1, 3. (6)

Êðîìå òîãî, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè

V m
k → 0 ïðè ‖x‖ → ∞, ëèáî t →∞. (7)

Ïðåäñòàâèì V k
i â âèäå ñóïåðïîçèöèè V k

i = Uk
i (x− y, t) + πk

i (x, y, t), ãäå Uk
i � òåíçîð Ãðèíà

äëÿ íåîãðàíè÷åííîé òåðìîóïðóãîé ïëîñêîñòè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4) è óñëîâèþ (7).
Òåíçîð πk

i , îïèñûâàþùèé òåðìîóïðóãèå âîëíû, îòðàæåííûå ïëîñêîé ãðàíèöåé, ïîäëåæèò
îïðåäåëåíèþ.

Ââåäåì òåíçîðû, ïîðîæäàåìûå Uk
j (x− y)

Sk
ij(x, y) = Hm

ij (∂1, ∂2) Uk
m(x− y), Γk

i (x, y, n) = Sk
ij(x, y)nj , i, j = 1, 2, (8)

Γk
3 = Uk

3 ,j nj k, m = 1, 3,

ãäå Hm
ij (∂1, ∂2) � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â ñîîòíîøåíèÿõ Äþàìåëÿ-Íåéìàíà (3). Òåíçîð

íàïðÿæåíèé Sk
ij îïðåäåëÿåò íàïðÿæåíèÿ íà êîîðäèíàòíûõ ïëîùàäêàõ, à òåíçîð Γk

i � íàïðÿ-
æåíèÿ (i = 1, 2) è òåïëîâîé ïîòîê (i = 3) íà ïëîùàäêå ñ åäèíè÷íîé íîðìàëüþ n, èíäåêñ k �
òèï äåéñòâóþùåãî èñòî÷íèêà: èìïóëüñíàÿ ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå x = y ñèëà, äåéñòâóþùàÿ
âäîëü îñè Xk (k = 1, 2) èëè èìïóëüñíûé ñîñðåäîòî÷åííûé òåïëîâîé èñòî÷íèê (k = 3). Äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ èñêîìûõ òåíçîðîâ èñïîëüçóåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíè. Äàëåå ÷åðòî÷êà
íàä îáîçíà÷åíèåì òåíçîðà îçíà÷àåò åãî òðàñôîðìàíòó Ëàïëàñà.

Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò U â ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà ïî
âðåìåíè Ūk

i (x, p) ïîñòðîåíû â [2]

Ūk
i = (2πµ)−1

[
F̄1(r, p)δk

i − F̄2(r, p)r,ir,k

]
, i, k = 1, 2, Ū3

i = (2πκ)−1 χF̄3(r, p)r,i,

Ū i
3 = ηp [2π(λ + 2µ)]−1 F̄3(r, p)r,i, Ū3

3 = (2πκ)−1 F̄4(r, p).

Çäåñü χ = γ/(λ + 2µ), F̄m,
(
m = 1, 4

)
� äèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè âèäà

F̄1(r, p) = K0(βr) +
1
βr

[
K1(βr)− ζ1

β
K1(ζ1r)

]
+

ζ2
1 − α2

ζ2
2 − ζ2

1

ζ2

β2r

[
K1(ζ2r)− ζ1

ζ2
K1(ζ1r)

]
,

F̄2(r, p) =
[
K2(βr)− ζ2

1

β2
K2(ζ1r)

]
+

ζ2
1 − α2

ζ2
2 − ζ2

1

ζ2
2

β2

[
K2(ζ2r)− ζ2

1

ζ2
2

K2(ζ1r)
]

,

F̄3(r, p) = − ζ2

ζ2
2 − ζ2

1

[
K1(ζ2r)− ζ1

ζ2
K1(ζ1r)

]
, F̄4(r, p) =

α2 − ζ2
1

ζ2
2 − ζ2

1

K0(ζ1r)− α2 − ζ2
2

ζ2
2 − ζ2

1

K0(ζ2r),

Kn(...) � ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà, α = p/c1, β = p/c2, r = ‖x− y‖ , r,i = (xi − yi)/r, p �
ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ε = γηκ/(λ + 2µ), q = p/κ; ±β, ±ςi (i = 1, 2) � êîðíè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ det {Lkj (iξ, p)} = 0,
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ζ2
1,2 =

1
2


p2

c2
1

+
p(1 + ε)

k
±

√(
p2

c2
1

+
p(1 + ε)

k

)2

− 4p3

kc2
1


 , Re, ζk > 0. (9)

Ñîîòâåòñòâåííî èç (8) îïðåäåëÿåòñÿ Ã

Γ̄m
k =

1
2π

{
∂r

∂n

[(
dF̄1

dr
− F̄2

r

)
δk
m + 2

(
2F̄2

r
− dF̄2

dr

)
r,mr,k

]
− mηpF̄3nj+ (10)

+r,m (nmr,k + nkr,m)
(

µ + λ

2µ
· dF̄1

dr
− 3

2
· F̄2

r
− λ

2µ
· dF̄2

dr

)
+

+ (nmr,k − nkr,m)
(

λ

2µ
· dF̄2

dr
+

1
2
· F̄2

r
+

µ− λ

2µ
· dF̄1

dr

)}
, m, k = 1, 2,

Γ̄3
k =

ηp

2π

{
λ

λ + 2µ

(
dF̄3

dr
+

2µ

λ
· F̄3

r

)
nk+

2µ

λ + 2µ

(
dF̄3

dr
− F̄3

r

)
∂r

∂n
r,k − F̄4nj

}
,

Γ̄k
3 = −m

2π

{(
dF̄3

dr
− F̄3

r

)
∂r

∂n
r,m +

F̄3

r
nm

}
, Γ̄3

3 = − 1
2π

· dF̄4

dr
· ∂r

∂n
, k = 1, 3.

Òåíçîð π̄m
i óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì (1) è ñëåäóþùèì ãðà-

íè÷íûì óñëîâèÿì

λ Π̄m
k ,k δi1 + µ (Π̄m

i ,1 +Π̄m
1 ,i )− γΠ̄m

3 ,i = −S̄m
i1 (x, y, p), Π̄m,1

3 = −∂1Ū
m
3 (x− y, p) ïðè x1 = h,

(11)
Sm

i1 (x, y, p) = Γm
i (x, y, p, n) ïðè n = (1, 0, 0).

Ïðîèçâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â ñîîòâåòñòâóþùåì åìó óðàâíåíèè (1) ïî îäíîé êîîðäè-
íàòå (x2 → ξ) è ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíè (t → p), ïîëó÷àåì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

[
(λ + 2µ) d2

dx2
1
− µξ2 − ρp2

]
ū∗i + i (λ + µ) ξ

dū∗2
dx1

− γ
dū∗3
dx1

= 0,

i (λ + µ) ξ
dū∗1
dx1

+
[
− (λ + 2µ) ξ2 + µ d2

dx2
1
− ρp2

]
ū∗2 − iγξū∗3 = 0,

−ηp
dū∗1
dx1

− iηpξū∗2 +
(

d2

dx2
1
− ξ2 − p

κ

)
ū∗3 = 0

(12)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè x1 = h

λ ū∗k,k δi1 + µ (ū∗i ,1 +ū∗1,i )− γū∗3,i = −S̄∗mi1 (x∗, y, p), ū∗3,1 = −∂1Ū
m
3 (x∗, y, p), x∗ = (h, ξ). (13)

Çäåñü ui(x1, x2, t) = πk
i (x, y, t) ïðè ôèêñèðîâàííûõ y, k, çâåçäî÷êà (∗) îáîçíà÷àåò òðàíñôîðìàí-

òó Ôóðüå ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé

u =

∞i+c∫

−∞i+c

ū(x1, x2, p) exp(pt)dp =
1
2π

∞i+c∫

−∞i+c

exp(pt)dp

∞∫

−∞
ū∗(x1, p, ξ) exp(−ix2ξ)dξ. (14)

Çàïèøåì (11) â ñîêðàùåííîì âèäå:

ïðè x1 = h

∞∫

−∞
(Blj(∂1,−iξ, p)ū∗j (x1, ξ, p) + am

l (ξ, p)) exp(−ix2ξ)dξ = 0 l, j = 1, 2, 3, (15)

ãäå Blj � ñîîòâåòñòâóþùèé (11) äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, am
j � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé am
l = S̄∗ml1 (x∗; y, p).
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Ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû (12) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ū∗ = w(k) exp(kx1) . Åå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

Det





[
(λ + 2µ) k2 − µξ2 − ρp2

]
, i (λ + µ) kξ,−γk

i (λ + µ) kξ,
[− (λ + 2µ) ξ2 + µk2 − ρp2

]
,−iγξ

−ηpk,−iηpξ,
(
k2 − ξ2 − p

κ

)



 = 0

èìååò 6 êîðíåé:

k1,4 = ±
√

ξ2 +
ρp2

µ
,

k2,5 = ±
√

ξ2 +
p

2κ
+

p(γη +
√

D)
2(λ + 2µ)

, k3,6 = ±
√

ξ2 +
p

2κ
+

p(γη −√D)
2(λ + 2µ)

,

D = γ2η2 − 4(λ + 2µ)ξ2ρ +
λ + 2µ

κ

{
λ + 2µ

κ
+ 2γη − 4pρ

}
, kj+3 = −kj , j = 1, 2, 3.

Ïîñêîëüêó ìû èùåì ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå âîëíû, îòðàæåííûå ïëîñêîé ãðàíèöåé, çàòóõà-
þùèå ïðè x1 → −∞, íåîáõîäèìî, ÷òîáû Re k ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî ū =

∑3
j=1 w(kj)ekjx1 =

=
∑3

j=1 uj(x1, ξ). Ïîäñòàâëÿÿ â (12), îïðåäåëÿåì íåèçâåñòíûå âåêòîðû w(kj), j = 1, 2, 3.
Ïåðâîå ðåøåíèå èìååò âèä (ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ A1(ξ, p))

u1
1 = A1iξ

{
(λ + µ)

(
ρp
µ − 1

κ

)
− ηγ

}
exp(x1k1),

u1
2 = −A1k1

{
(λ + µ)

(
ρp
µ − 1

κ

)
+ ηγ

}
exp(x1k1), u1

3 = 0.

Äâà ñëåäóþùèõ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà
{

i(λ + µ)kjξ
[
−(λ + 2µ)ξ2 + µk2

j − ρp2
]

−ηpkj −iηpξ

} {
w1(kj)
w2(kj)

}
= Aj

{
iγξ

−
(
k2

j − ξ2 − p
κ

)
}

,

w3(kj) = Aj , j = 2, 3

è îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ïðàâèëó Êðàìåðà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæèòåëÿ Aj . Èòàê,
ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

ū∗ =
3∑

j=1

Ajuj exp(kjx1).

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî m = 1, 2, 3 äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé Am
j èìååì

òðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
∞∫

−∞
(

3∑

j=1

Am
j

3∑

n=1

Bln(kj ,−iξ, p)wn(kj) + am
l (ξ, p)) exp(−ix2ξ)dξ = 0, l = 1, 2, 3.

Îòñþäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x2 , èìååì ëèíåéíóþ ñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ Aj

3∑

j=1

Am
j

3∑

n=1

Bln(kj ,−iξ, p)wn(kj) = −am
l (ξ, p), l = 1, 2, 3, (16)

ðàçðåøàÿ êîòîðóþ, íàéäåì Am
j = ∆m

j (ξ, p)/∆(ξ, p) . Çäåñü ∆(ξ, p) - îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
ñèñòåìû

∆(ξ, p) = {dlj}, dlj = {
3∑

n=1

Bln(kj ,−iξ, p)wn(kj)}.
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Èññëåäîâàòü íóëè ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ â çàâèñèìîñòè îò ξ è p àíàëèòè÷åñêè íåâîçìîæíî â
ñèëó åãî ñëîæíîñòè. Îäíàêî, êàê ëåãêî âèäåòü èç (13), â ñëó÷àå, êîãäà γ = 0, îí ñîâïàäàåò ñ
ðåëååâñêèì îïðåäåëèòåëåì 4 = 4R, êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî äëÿ p = ±iξcR, ãäå cR

� ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíîé âîëíû Ðåëåÿ â óïðóãîé ñðåäå (ñì.[3], c.104 ). Ïîñêîëüêó Rep > 0, â
ýòîì ñëó÷àå4R 6= 0 äëÿ ëþáûõ ξ. Â ñèëó íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè4 îò ïàðàìåòðîâ ñðåäû, ýòî
ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ íåáîëüøèõ γ, ÷òî è áóäåì ïðåäïîëàãàòü äàëåå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîñòðîåíèå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé è òðåáóåò äåòàëüíîãî è
òðóäîåìêîãî èññëåäîâàíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé Ìàêäîíàëüäà Kn(z), |argz| < 3π/2, êîòîðûå ýêñïî-
íåíöèàëüíî çàòóõàþò ïðè r → ∞ [4, c.199], ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èõ çíà÷åíèé è çíà÷åíèé èõ
ïðîèçâîäíûõ ïðè x1 = h áûñòðî óáûâàþò ïðè |ξ| → ∞ (áûñòðåå ëþáîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè
|ξ|−M ). Ïîýòîìó âñå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïðåðûâíûå è áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, âñå èñêîìûå ôóíêöèè íàéäåíû è çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òðàíñôîðìàíòû òåíçî-
ðà Ãðèíà ðåøåíà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåíçîðà â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå R3

+ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü
÷èñëåííûå ïðîöåäóðû îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

3. Ðåøåíèå çàäà÷è. Ïðè çàäàííûõ ìàññîâûõ ñèëàõ è òåïëîâûõ èñòî÷íèêàõ, èñïîëüçóÿ èç-
âåñòíîå ñâîéñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, ñòðîèì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, êîòîðîå èìååò
âèä ( ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì òåíçîðíàÿ ñâåðòêà)

ui =
∫ t

0
dt

∫

G
V k

i (x, y, t− τ)Fk(y, τ)dy1dy2 +
∫ t

0
dt

∫

G
V 3

i (x, y, t− τ)Q(y, τ)dy1dy2,

θ =
∫ t

0
dt

∫

G
V k

3 (x, y, t− τ)Fk(y, τ) +
∫ t

0
dt

∫

G
V 3

3 (x, y, t− τ)Q(y, τ)dy1dy2, i, k = 1, 2.

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíè ýòîãî âûðàæåíèÿ

ui(x, p) =
∫

G
V

k
i (x, y, p)F k(y, p)dy1dy2 +

∫

G
V

3
i (x, y, p)Q(y, p)dy1dy2,

θ(x, p) =
∫

G
V k

3 (x, y, p)F k(y, p) +
∫

G
V

3
3(x, y, p)Q(y, p)dy1dy2, i, k = 1, 2,

à âîññòàíîâëåíèå îðèãèíàëà ïðîâîäèòü èçâåñòíûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè [íàïðèìåð, 5].
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ÎÁ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈÉ ËÈÍÅÉÍÛÕ
D-ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ Ñ

ÌÍÎÃÎÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ

À.À. Ìóõàìáåòîâà, Æ.À. Ñàðòàáàíîâ

Àêòîáèíñêèé ãîñ.óíèâåðñèñòåò èì.Õ.Æóáàíîâà
463000, Àêòîáå, óë.À.Ìîëäàãóëîâîé, 34

Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ D-óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿä-
êà ñ êîëåáàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ðàññìîòðåíà â [1, c.202], ãäå ñôîðìóëèðîâàíà â
âèäå òåîðåìû, íàçâàííîé èíòåãðàëüíûì ïðèçíàêîì óñòîé÷èâîñòè Ëÿïóíîâà. Èçâåñòíî, ÷òî íåò
àíàëîãà ýòîìó ïðèçíàêó â êâàçèïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå. Ñ èçëîæåíèåì ìåòîäà [2,3] ñòàâèòñÿ çà-
äà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè óêàçàííîãî ðåçóëüòàòà íà ìíîãîïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé. Îñíîâíàÿ òðóä-
íîñòü â èññëåäîâàíèè ýòîé ïðîáëåìû ñâÿçàíà ñ íåðàçðàáîòàííîñòüþ âîïðîñîâ ôóíêöèîíàëüíûõ
ìàòðèö, íåîáõîäèìûõ â òåîðèè ìíîãî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé [4]. Â äàííîé çàìåòêå ïðîâåäåíî èñ-
ñëåäîâàíèå íà îñíîâå [2, 3, 5�7] è óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé
ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ ñ êîëåáàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ðàññìîòðèì D-óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

D2 x + p (t, ϕ, ψ) x = 0 (1)

ñ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì D = ∂
∂ t +

m∑
k = 1

∂
∂ϕk

, t∈ (−∞, +∞), ϕ = (ϕ1, ..., ϕm) ∈ R×
×...×R = Rm, ψ = ϕ−et − õàðàêòåðèñòèêà îïåðàòîðà D, e = (1, 1, ..., 1)−m−âåêòîð, D2 x =
= D(Dx), p (t, ϕ, ψ)− ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè ïåðèîäè÷íîñòè è ãëàäêîñòè âèäà

p (t + θ, ϕ + kω, ψ + kω) = p (t, ϕ, ψ) ∈ C
(0, 1, 1)
t, ϕ, ψ (R× Rm ×Rm) (2)

äëÿ âñåõ k = (k1, ..., km), k = (k1, ..., km) ∈ Zm, Zm−ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ âåêòî-
ðîâ, kω = (k1 ω1, ..., kmωm ), k̄ω = (k̄1 ω1, ..., k̄mωm )- êðàòíûå âåêòîð-ïåðèîäû, θ, ω1, ..., ωm−
− ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíî íåñîèçìåðèìûå ïîñòîÿííûå.

Ïóñòü U− êëàññ ω-ïåðèîäè÷åñêèõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé u (ϕ) âèäà

u (ϕ + kω) = u (ϕ) ∈ C(
ϕ1) (Rm) ∀ k ∈ Zm. (3)

Keywords: D-equations, boundedness, multiperiodical potential
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 35A20
c
 À.À. Ìóõàìáåòîâà, Æ.À. Ñàðòàáàíîâ, 2003.
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Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè óñëîâèé îãðàíè÷åííîñòè âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(1) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè èç êëàññà U. Ñ ýòîé öåëüþ ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ýêâèâàëåíòíîé
óðàâíåíèþ (1) ñèñòåìå

D z = P (t, ϕ) z, (4)

ãäå z = (x, y) � äâóìåðíûé âåêòîð, y = D x, P (t, ϕ, ψ)− ìàòðèöà âèäà

P (t, ϕ, ψ) =
[

0 1
− p (t, ϕ, ψ) 0

]
(5)

ñ íóëåâûì ñëåäîì SpP (t, ϕ, ψ) = 0. Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðèöàíòà ñèñòåìû (4) ñ ìàòðèöåé
(5) èñïîëüçóåì ìåòîä Ëÿïóíîâà, îáîáùåííûé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ. Ñîãëàñíî ýòîìó
ìåòîäó ðåøåíèå ξ (t, ϕ, ψ) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ξ (0, ϕ, ψ, µ) = 1, D ξ (0, ϕ, ψ, µ) = 0 (6)

óðàâíåíèÿ

D2 x = µ p (t, ϕ, ψ)x (7)

ñ ïàðàìåòðîì µ áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà

ξ (t, ϕ, ψ, µ) =
∞∑

k =0

ξ k(t, ϕ, ψ) µk. (8)

Ïîäñòàâèâ (8) â (7), ïîëó÷èì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

D2 ξ0 (t, ϕ, ψ) = 0, D2 ξk (t, ϕ, ψ) = p (t, ϕ, ψ) ξk− 1 (t, ϕ, ψ)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ξ0 (0, ϕ, ϕ) = 1, D ξ0 (0, ϕ, ϕ) = 0, ξk (0, ϕ, ϕ) = D ξk (0, ϕ, ϕ) = 0
äëÿ k = 1, 2, ... Íà îñíîâå ýòîãî

ξ0 (t, ϕ, ψ) = 1, ξk (t, ϕ, ψ) =

t∫

0

(t − t1) p(t1, ψ + e t1, ψ) ξk− 1 (t1, ψ + e t1, ψ) d t1. (9)

Òîãäà â ñèëó (9) èç ðàâåíñòâà (8) èìååì

ξ (t, ϕ, ψ, µ) = 1 + µ
t∫
0

(t − t1) p(t1, ψ + e t1, ψ) d t1 +

+µ2
t∫
0

(t − t1) p(t1, ψ + e t1, ψ) d t1
t1∫
0

(t1 − t2) p(t2, ψ + e t2, ψ) d t2 + ...

(10)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä (10) è ðÿäû, ïîëó÷åííûå èç íåãî ïóòåì ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé

|p (t, ϕ, ψ| ,
∣∣∣∣

∂

∂ ϕk
p (t, ϕ, ψ)

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
∂

∂ ψk
p (t, ϕ, ψ)

∣∣∣∣ (k = 1, 2, ...)

ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî â êîíå÷íîé îáëàñòè òî÷åê (t, µ). Ïðèìåíèâ îïåðàòîð D ê (10), èìååì

D ξ (t, ϕ, ψ, µ) = µ
t∫
0

p (t1, ψ + et1, ψ) d t1+

+µ2
t∫
0

p (t1, ψ + et1, ψ) d t1
t1∫
0

(t1 − t2) p (t2, ψ + et2, ψ) d t2 + ...

(11)
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Îòñþäà ÿñíî, ÷òî D ξ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî (t, ϕ, ψ) è (10) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (7), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (6). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøå-
íèå η (t, ϕ, ψ, µ) óðàâíåíèÿ (7) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

η (0, ϕ, ψ, µ) = 0, D η (0, ϕ, ψ, µ) = 1 (12)

è ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå

η (t, ϕ, ψ, µ) = t + µ
t∫
0

(t − t1) p(t1, ψ + e t1, ψ) d t1 +

+µ2
t∫
0

(t − t1) p(t1, ψ + e t1, ψ) d t1
t1∫
0

(t1 − t2) p(t2, ψ + e t2, ψ) d t2 + ...

(13)

Ïðèìåíÿÿ ê ñîîòíîøåíèþ (13) îïåðàòîð D

Dη (t, ϕ, ψ, µ) = 1 + µ
t∫
0

p (t1, ψ + e t1, ψ) d t1 +

+µ2
t∫
0

p(t1, ψ + e t1, ψ) d t1
t1∫
0

(t1 − t2) p(t2, ψ + e t2, ψ) d t2 + ...

(14)

óáåæäàåìñÿ, ÷òî (13) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (12). Äàëåå íà îñíîâå (7), (6), (12), (10), (11), (13)
è (14) ïðè µ = −1 ïîëó÷èì ìàòðèöàíò X (t, ϕ, ψ) ñèñòåìû (4) â âèäå

X (t, ϕ, ψ) =
[

ξ (t, ϕ, ψ,−1) η (t, ϕ, ψ, −1)
D ξ (t, ϕ, ψ, −1) D η (t, ϕ, ψ, −1)

]
. (15)

Î÷åâèäíî, ìàòðèöàíò (15) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

X (t, ϕ + k ω, ψ + k̄ω) = X (t, ϕ, ψ) ∈ C
(1, 1, 1)
t, ϕ, ψ (R×Rm ×Rm),

X (0, ϕ, ψ) = E, X (t + θ, ϕ, ψ) = X (t, ϕ, ψ) X (θ, ψ, ψ), (16)

ãäå E− åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöó X (θ, ψ, ψ) ñëåäóåò íàçâàòü ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè äëÿ ñèñòåìû

(4).
Òåïåðü ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

det [X (θ, ψ, ψ) − ρE] = 0. (17)

Èç (17) íà îñíîâå (15) ñ ó÷åòîì îáîáùåííîé ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî-Ëèóâèëëÿ [2, ñ.55]

det X (θ, ψ, ψ) = det X (0, ϕ, ϕ) exp

θ∫

0

SpP (s, ψ + es, ψ) ds = 1

èìååì

ρ2 − a(ψ) ρ + 1 = 0, (18)

ãäå ôóíêöèÿ

a(ψ) = ξ (θ, ψ, ψ) + D η (θ, ψ, ψ) = Sp X (θ, ψ, ψ) (19)
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ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì êîíñòàíòû Ëÿïóíîâà íà ñëó÷àé D- óðàâíåíèÿ (1), ïðè÷åì â ñèëó
(10) è (14) èç (19) ïîëó÷èì

a (ψ) = 2− θ
θ∫
0

p (t1, ψ + et1, ψ) d t1 +
θ∫
0

d t1
t1∫
0

d t2(θ − t1 + t2) (t1 − t2) p (t1, ψ +

+ et1, ψ) p(t2, ψ + et2, ψ)−
θ∫
0

d t1
t1∫
0

d t2
t2∫
0

d t3(θ − t1 + t3) (t1 − t2) (t2 − t3) p (t1, ψ +

+et1, ψ) p(t2, ψ + et2, ψ)p(t3, ψ + et3, ψ) + ...

(16)

Â ñèëó (2) a (ψ)-íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ω− ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Èç (18) èìååì

ρ1, 2 (ψ) =
1
2

[
a(ψ) ±

√
a2(ψ) − 4

]
. (20)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè:
1) inf

Rm
|a (ψ)| = m > 2,

2) sup
Rm
|a (ψ)| = M < 2,

3) m = M = 2.
Â ñëó÷àå 1) óðàâíåíèå (18) èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ è ω−

ïåðèîäè÷åñêèõ êîðíÿ ρ1 (ψ), ρ2 (ψ), èç êîòîðûõ â ñèëó (20) îäèí ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, à
äðóãîé áîëüøå åäèíèöû äëÿ âñåõ ψ ∈Rm. Ñëåäîâàòåëüíî, ìóëüòèïëèêàòîð ρ1 (ψ) ëåæèò âíóòðè
åäèíè÷íîãî êðóãà |ρ| < 1 êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðè ψ ∈ Rm, à ìóëüòèïëèêàòîð ρ2 (ψ) � âíå
ýòîãî êðóãà äëÿ âñåõ ψ ∈ Rm.

Â ñëó÷àå 2) ìóëüòèïëèêàòîðû ρ1 (ψ), ρ2 (ψ) � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå äëÿ âñåõ ψ ∈ Rm

è èõ ìîäóëè ðàâíû åäèíèöû, ïðè÷åì ρ1 (ψ) 6= ρ2 (ψ) ∀ψ ∈ Rm.
Ñëó÷àé 3) òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
Äàëåå âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñëó÷àé 1).
Äîïóñòèì, ÷òî p (t , ϕ, ψ) ≤ 0 � çíàêîîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì

I (ψ) = θ

θ∫

0

p(t1, ψ + et1, ψ) dt1 < 0, ψ ∈ Rm. (21)

Î÷åâèäíî, ÷òî

(−1)k
θ∫
0

d t1
t1∫
0

d t2...
tk−1∫
0

d tk (θ − t1 + tk) (t1 − t2)...(tk−1 − tk) p (t1, ψ+

+et1, ψ)...p (tk, ψ + e tk, ψ) ≥ 0 (k = 1, 2, ...)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèÿ (16) â ñèëó (21) èìååì

a(ψ) > 2, ψ ∈Rm. (22)

Òåïåðü óñòàíîâèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñëó÷àÿ 2). Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ p(t, ϕ, ψ) ≥
0 � çíàêîïîëîæèòåëüíàÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

0 < I(ψ) = θ

θ∫

0

p(t1, ψ + et1, ψ) dt1 ≤ 4, ψ ∈Rm. (23)

Ïîëîæèì

Ik(ψ) =

θ∫

0

dt1

t1∫

0

dt2...

tk−1∫

0

dtk(θ − t1 + tk)(t1 − t2)...(tk−1 − tk) p(t1, ψ+
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+et1, ψ)... p(tk, ψ + etk, ψ) > 0 (k = 1, 2, ...)

Òàê êàê 4 a b ≤ (a + b)2, òî

(θ − t1 + tk+1) (tk − tk+1) ≤ 1
4
(θ − t1 + tk)2 <

θ

4
(θ − t1 + tk).

Òîãäà

Ik+1(ψ) <
θ

4

θ∫

0

p(τ, ψ + eτ, ψ)dτ Ik (k = 1, 2, ...)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (16) ïîëó÷èì ω-ïåðèîäè÷åñêèé ïî ψ ðÿä

a (ψ) = 2− I1(ψ) + I2(ψ) − ... + (−1)k Ik(ψ) + ... (24)

êîòîðûé ïðè êàæäîì ψ ∈Rm ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä Ëåéáíèöà.
Ñëåäîâàòåëüíî, èç (24) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

2− I1(ψ) = 2− θ

θ∫

0

p(t1, ψ + et1, ψ) dt1 < a (ψ) < 2, ψ ∈Rm.

Îòñþäà â ñèëó (23) èìååì îöåíêó

−2 < a (ψ) < 2, ψ ∈Rm. (25)

Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ (23) ñëåäóåò îöåíêà (25).
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåìû.

Òå î ð åì à 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (2). Òîãäà à) â ñëó÷àå çíàêîîòðèöàòåëüíîñòè
p(t, ϕ, ψ) ≤ 0 è âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ I(ψ) < 0, ψ ∈ Rm, ìóëüòèïëèêàòîðû ρ1(ψ), ρ2(ψ)- äåé-
ñòâèòåëüíûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ω- ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, îäèí èç ìóëüòèïëè-
êàòîðîâ ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, à äðóãîé � áîëüøå åäèíèöû ïðè ψ ∈Rm.

á) â ñëó÷àå çíàêîïîëîæèòåëüíîñòè p(t, ϕ, ψ) ≥ 0 è âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 0 < I(ψ) ≤ 4,
ψ ∈ Rm, ìóëüòèïëèêàòîðû ρ1(ψ), ρ2(ψ) � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè ñ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûìè äåéñòâèòåëüíûìè è ìíèìûìè ω-ïåðèîäè÷åñêèìè ÷àñòÿìè, ìîäóëè êî-
òîðûõ ðàâíû åäèíèöå ïðè ëþáûõ ψ ∈Rm.

Â ïðèâåäåííûõ â òåîðåìå 1 ñëó÷àÿõ ñïåêòð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè X(θ, ψ, ψ) íå îõâàòû-
âàåò íóëÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå à) îáëàñòÿìè èçìåíåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ρ1(ψ), ρ2(ψ) ÿâëÿþò-
ñÿ îòðåçêè [α1, β1] , [α2, β2] îñè Re ρ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ρ, ãäå ïîñòîÿííûå α1, β1 , α2, β2

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ 0 < α1 ≤ β1 < 1 < α2 ≤ β2 èëè α2 ≤ β2 < −1 < α1 ≤ β1 < 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óêàçàòü îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü G ñ çàìêíóòîé ãðàíèöåé Ã
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ρ, íå ñîäåðæàùóþ íóëü, íî ñîäåðæàùóþ ñïåêòð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè.

Â ñëó÷àå á) ñïåêòðîì ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ÿâëÿþòñÿ äóãè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïëîñêî-
ñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ρ, çàêëþ÷åííûå ìåæäó âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè

Re ρ = m, Re ρ = M èëè Re ρ = −M, Re ρ = −m,

ãäå m = inf
Rm
|Re ρ1(ψ)| = inf

Rm
|Re ρ2(ψ)|, M = sup

Rm
|Re ρ1(ψ)| = sup

Rm
|Re ρ2(ψ)|.

Ýòè äóãè âñåãäà âîçìîæíî ïîêðûòü îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ G ñ çàìêíóòîé ãðàíèöåé Ã, íå
ñîäåðæàùåé íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî [4, ñ.50], ñóùåñòâóåò âåòâü Λ(ψ) ëîãàðèôìà LnX (θ, ψ, ψ)
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ìàòðèöû ìîíîäðîìèè X (θ, ψ, ψ), ÿâëÿþùàÿñÿ ω-ïåðèîäè÷åñêîé è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìîé

LnX (θ, ψ, ψ) = Λ (ψ) = Λ (ψ + k ω) ∈ C
(1)
ψ (Rm), k ∈ Zm. (26)

Â ñèëó (16) è (26) ìàòðèöàíò X (t, ϕ, ψ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

X(t, ϕ, ψ) = Φ (t, ϕ, ψ) e
t
θ

Λ (ψ), (27)

ãäå ìàòðèöà Φ(t, ϕ, ψ) = X (t, ϕ, ψ) e−
t
θ

Λ (ψ) ìíîãîïåðèîäè÷íà ïî (t, ϕ, ψ) ñ ïåðèîäîì (θ, ω,
ω). Î÷åâèäíî, ÷òî îíà � ω-ïåðèîäè÷íà êàê ïî ϕ, òàê è ïî ψ. Ïîêàæåì åå θ-ïåðèîäè÷íîñòü ïî t.

Φ(t + θ, ϕ, ψ) = X (t + θ, ϕ, ψ) e−Λ (ψ)− t
θ

Λ (ψ) =
= X (t, ϕ, ψ) X (θ, ψ, ψ) X−1 (θ, ψ, ψ) e−

t
θ

Λ (ψ) = X (t, ϕ, ψ) e−
t
θ

Λ (ψ) = Φ(t, ϕ, ψ).

Ðåøåíèÿ z (t, ϕ, ψ) ñèñòåìû (4) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè èç êëàññà U ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

z (t, ϕ, ψ) = X (t, ϕ, ψ) u (ψ) , (28)

ãäå u = (u1, u2) � äâóìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè (3).
Òîãäà èç (27) è (28) ïîëó÷èì, ÷òî â ñëó÷àå (à) òåîðåìû 1 íåíóëåâûå ðåøåíèÿ z (t, ϕ, ψ)

ñèñòåìû (4) íåîãðàíè÷åíû, à â ñëó÷àå (á) âñå ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òå î ð åì à 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (2). Òîãäà â ñëó÷àå (à) òåîðåìû 1 âñå íåíóëåâûå
ðåøåíèÿ x (t, ϕ, ψ) çàäà÷è (1) è (3) íåîãðàíè÷åíû, à â ñëó÷àå (á) âñå ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåìû (4) è óðàâíåíèÿ (1).
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ÂÅÑÎÂÛÅ ÎÖÅÍÊÈ ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ
ÌÀÒÐÈ×ÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Ð. Îéíàðîâ, Ñ. Õ. Øàëãèíáàåâà

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÌÎ è Í ÐÊ
480100 Àëìàòû, óë.Ïóøêèíà 125, oinarov@math.kz

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü 1 < p, q < ∞, 1
p + 1

p′ = 1, f = {fi}∞i=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Åñëè fi≥0 (fi > 0) äëÿ âñåõ i≥1, òî ñîîòâåòñòâåííî áóäåì ïèñàòü
f ≥ 0 (f > 0). Çàïèñü 0≤ f ↑ (0≤ f ↓) îçíà÷àåò, ÷òî f ≥ 0 è fi ≤ fi+1(fi ≥ fi+1) äëÿ âñåõ i≥ 1.

Ðàññìîòðèì âåñîâóþ îöåíêó
‖uAf‖lq ≤ C‖vf‖lp (1)

äëÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ:

(Af)i =
i∑

j=1

ai,jfj , i≥ 1 , (2)

(Af)j =
∞∑

i=j

ai,jfi, j ≥ 1 , (3)

ãäå ‖f‖lp =
( ∞∑

i=1
|fi|p

) 1
p

� íîðìà ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé lp, (ai,j) � äåéñòâèòåëüíàÿ
íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, u è v � íåîòðèöàòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå â äàëüíåéøåì
áóäåì íàçûâàòü âåñîâûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

Èññëåäîâàíèþ îöåíîê âèäà (1) ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [1 -
6]). Â [5] àíîíñèðîâàíà òåîðåìà, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (1) äëÿ îïåðàòîðà
(2), êîãäà 1 < p≤ q < ∞ è ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

1
d
(ai,k + ak,j)≤ ai,j ≤ d(ai,k + ak,j) ïðè i≥ k ≥ j ≥ 1, (4)

ãäå ïîñòîÿííàÿ d > 1 íå çàâèñèò îò i, k è j. Â äàííîé ðàáîòå â ïðåäïîëîæåíèè óñëîâèÿ (4)
äàþòñÿ êðèòåðèè ñïðàâåäëèâîñòè îöåíêè (1) äëÿ îïåðàòîðîâ (2) è (3) ïðè 1 < q < p < ∞
(ðàçäåë 2). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ îïåðàòîðîâ (2) è (3) óñòàíàâëèâà-
þòñÿ è äðóãèå âèäû âåñîâûõ îöåíîê (ðàçäåë 3). Äàëåå ñóììû âèäà

m∑
k

ïðè m < k è âåëè÷èíû ñ
íóëåâûìè èíäåêñàìè, òàêèå êàê, íàïðèìåð, ai,0, a0,j , a0,0, u0, f0 è ò.ä., áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè

Keywords: weighted inequality, matrix operator, weighted sequence
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 46B45, 47A63
c
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íóëþ. Íåðàâåíñòâà âèäà M ≤ cK, êîãäà çíà÷åíèå ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé c äëÿ íàøåé öåëè
íå ñóùåñòâåííî, áóäåì ïèñàòü M ¿K, à M ≈K áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî M ¿K ¿M .

2. Âåñîâàÿ îöåíêà (1). Ïîëîæèì

B1 =





∞∑

j=1




∞∑

i=j

aq
i,ju

q
i




p
p−q (

j∑

i=1

v−p′
i

) p(q−1)
p−q

v−p′
j





p−q
pq

,

B2 =





∞∑

j=1




∞∑

i=j

uq
i




q
p−q (

j∑

k=1

ap′
j,kv

−p′
k

) q(p−1)
p−q

uq
j





p−q
pq

,

B∗
1 =





∞∑

j=1




∞∑

i=j

v−p′
i




q(p−1)
p−q (

j∑

k=1

aq
j,ku

q
k

) q
p−q

v−p′
j





p−q
pq

,

B∗
2 =





∞∑

j=1




∞∑

i=j

ap′
i,jv

−p′
i




q(p−1)
p−q (

j∑

i=1

uq
i

) q
p−q

uq
j





p−q
pq

.

Òå î ð åì à 1. Ïóñòü 1 < q < p < ∞ è ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j) � íåîòðèöàòåëüíûå è
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (4). Òîãäà îöåíêà (1) äëÿ îïåðàòîðà (2) âûïîëíåíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà B = max{B1, B2} < ∞, ïðè ýòîì B ≈ C, ãäå C � íàèëó÷øàÿ êîíñòàíòà â (1).

Òàê êàê îöåíêà (1) äëÿ îïåðàòîðà (3) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâà
äóàëüíàÿ ê (1) îöåíêà

‖v−1Af‖p′ ≤ C‖u−1f‖q′ (5)
äëÿ îïåðàòîðà (2), èç òåîðåìû 1 èìååì

Òå î ð åì à 2. Ïóñòü 1 < q < p < ∞ è ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j) � íåîòðèöàòåëüíûå è
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (4). Òîãäà îöåíêà (1) äëÿ îïåðàòîðà (3) âûïîëíåíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà B∗ = max{B∗

1 , B∗
2} < ∞, ïðè ýòîì B∗ ≈C, ãäå C � íàèëó÷øàÿ êîíñòàíòà â (1).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà (2) èìååò ìåñòî
îöåíêà (1). Â (1) ïîëîæèì

f j =




N∑

i=j

aq
i,ju

q
i




1
p−q (

j∑

i=1

v−p′
i

) q−1
p−q

v−p′
j ïðè 1≤ j ≤N è f j = 0 ïðè j > N.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå bγ − aγ ≈ bγ−1(b− a), ãäå b > a > 0, γ > 0, ïîëó÷èì

C




N∑

j=1




N∑

i=j

aq
i,ju

q
i




p
p−q (

j∑

i=1

v−p′
i

) p(q−1)
p−q

v−p′
j




1
p

= CB
1
p

1,N ≥



∞∑

i=1

uq
i




i∑

j=1

ai,jf j




q


1
q

≥

≥



N∑

i=1

uq
i

i∑

j=1

[(
j∑

k=1

ai,kfk

)q

−
(

j−1∑

k=1

ai,kfk

)q]


1
q

≈



N∑

i=1

uq
i

i∑

j=1

ai,jf j

(
j∑

k=1

ai,kfk

)q−1



1
q

=

=




N∑

j=1

f j

N∑

i=j

uq
i ai,j

(
j∑

k=1

ai,kfk

)q−1



1
q

. (6)
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Èç ëåâîé ÷àñòè (4) ñëåäóåò, ÷òî ai,k À ai,j ïðè i≥ j ≥ k ≥ 1. Ïîýòîìó èç (6) èìååì

CB
1
p

1,N À




N∑

j=1

f j

N∑

i=j

uq
i a

q
i,j




j∑

k=1

(
N∑

s=k

aq
s,ku

q
s

) 1
p−q

(
k∑

s=1

v−p′
s

) q−1
p−q

v−p′
k




q−1


1
q

≥

≥




N∑

j=1

f j




N∑

i=j

uq
i a

q
i,j




p−1
p−q




j∑

k=1

(
k∑

s=1

v−p′
s

) q−1
p−q

[
k∑

s=1

v−p′
s −

k−1∑

s=1

v−p′
s

]


q−1


1
q

≈

≈




N∑

j=1

f j




N∑

i=j

uq
i a

q
i,j




p−1
p−q




j∑

k=1




(
k∑

s=1

v−p′
s

) p−1
p−q

−
(

k−1∑

s=1

v−p′
s

) p−1
p−q







q−1


1
q

=

=




N∑

j=1

f j




N∑

i=j

aq
i,ju

q
i




p−1
p−q (

j∑

s=1

v−p′
s

) (p−1)(q−1)
p−q




1
q

= B
1
q

1,N .

Ñëåäîâàòåëüíî,

C ÀB
p−q
pq

1,N =




N∑

j=1




N∑

i=j

aq
i,ju

q
i




p
p−q (

j∑

s=1

v−p′
s

) p(q−1)
p−q

v−p′
j




p−q
pq

.

Îòñþäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè N ≥ 1, èìååì

C ÀB1. (7)

Òàê êàê îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó (2), ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì (3), òî äëÿ îïåðàòîðà
(3) èìååò ìåñòî îöåíêà (5), ò. å.




∞∑

j=1

v−p′
j |

∞∑

i=j

ai,jgi|p′



1
p′

≤ C

( ∞∑

i=1

|u−1
i gi|q′

) 1
q′

, (8)

ïðè÷åì íàèëó÷øèå ïîñòîÿííûå â íåðàâåíñòâàõ (1) è (8) ñîâïàäàþò. Ïîëàãàÿ â (8)

gj =




N∑

i=j

uq
i




q−1
p−q (

j∑

k=1

ap′
j,kv

−p′
k

) (q−1)(p−1)
p−q

uq
j ïðè 1≤ j ≤N è gj = 0 ïðè j > N

è ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå, èìååì

C




N∑

j=1




N∑

i=j

uq
i




q
p−q (

j∑

s=1

aq
j,sv

−p′
s

) q(p−1)
p−q

uq
j




1
q′

= CB
1
q′
2,N ÀB

1
p′
2,N .

Îòñþäà C ÀB2, ÷òî âìåñòå ñ (7) äàåò

C ÀB = max{B1, B2}. (9)

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2003. Òîì 3. � 1 (7)



Âåñîâûå îöåíêè äëÿ îäíîãî êëàññà ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ 77

Äîñòàòî÷íîñòü. Îòìåòèì, ÷òî èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîãî
àíàëîãà òåîðåìû 1 (ñì. [7 - 9]). Îäíàêî íå âñå ìåòîäû ïðîõîäÿò â äèñêðåòíîì ñëó÷àå. Çäåñü ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîé ÷àñòè òåîðåìû 2.19 èç [7].

Ïóñòü B < ∞. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (1) äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ
è ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f , ò. å. äëÿ f ≥ 0 è fi = 0 ïðè i≥N = N(f) > 1. Èñïîëüçóÿ
(4), ïîëó÷èì

∞∑

i=1

uq
i




i∑
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ai,jfj




q
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−
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∞∑
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≈
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∞∑
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+
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i=j

ai,ju
q
i

(
j∑

k=1

aj,kfk

)q−1

= I1 + I2. (10)

Äëÿ îöåíêè I1, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëÿìè p, p
q−1 è p

p−q , ïîëó÷èì

I1 =
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
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i


≤

≤‖vf‖lp



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j

(
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
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

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
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

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. (11)

Íà îñíîâàíèè îáîáùåííîãî íåðàâåíñòâà Õàðäè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. [4]) èìååì



∞∑

j=1

v−p′
j
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i=1

|vifi|p
) 1

p

, (12)

ãäå

Cp(v) = sup
k≥1




∞∑

j=k

v−p′
j

(
j∑

i=1

v−p′
i

)−p



1
p




k∑

j=1

v−p′
j




1
p′

.

Îöåíèì Cp(v). Ïóñòü Vk =
k∑

i=1
v−p′
j . Òîãäà

∞∑

j=k

v−p′
j

(
j∑

i=1

v−p′
i

)−p

= v−p′
k V −p

k +
∞∑

j=k+1

v−p′
j V −p

j = v−p′
k V −p

k +
∞∑

j=k+1

V −p
j (Vj − Vj−1)≤

≤v−p′
k V −p

k +

∞∫

Vk

t−pdt≤ v−p′
k V −p

k +
V 1−p

k

p− 1
¿ V 1−p

k .
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Ñëåäîâàòåëüíî, Cp(v)¿ 1 è èç (11) è (12) ïîëó÷èì

I1 ¿Bq
1 ‖vf‖q

lp
. (13)

Îöåíèì âûðàæåíèå I2, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ïðåîáðàçîâàíèå
Àáåëÿ è íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî è èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ ∆+bj = bj − bj+1, ∆−bj = bj − bj−1,

I2 ≤ ‖vf‖lp




∞∑

j=1

v−p′
j




∞∑

i=j

ai,ju
q
i




p′ (
j∑

k=1

aj,kfk

)p′(q−1)



1
p′

= ‖vf‖lp




∞∑

j=1

(Af)p′(q−1)
j ·

· ∆+




∞∑

i=j

v−p′
i

( ∞∑

k=i

ak,iu
q
k

)p′






1
p′

= ‖vf‖lp




∞∑

j=1

∞∑

i=j

v−p′
i

( ∞∑

k=i

ak,iu
q
k

)p′

∆−(Af)p′(q−1)
j




1
p′

≤

≤‖vf‖lp




∞∑

j=1




∞∑

k=j

uq
k




k∑

i=j

ap′
k,iv

−p′
i




1
p′




p′

∆−(Af)p′(q−1)
j




1
p′

=

= ‖vf‖lp




∞∑

j=1

Φp′
j ∆−(Af)p′(q−1)

j




1
p′

= ‖vf‖lp I21, (14)

ãäå Φj =
∞∑

k=j

uq
k(

k∑
i=j

ap′
k,iv

−p′
i )

1
p′ . Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëÿìè s è s′, ãäå p′ <

s < p
p−q , îöåíèì âûðàæåíèå Φj

Φj =
∞∑

k=j




( ∞∑

i=k

uq
i

) 1
p




k∑

i=j

ap′
k,iv

−p′
i




1
p′

u
q
s
k







( ∞∑

i=k

uq
i

)− 1
p

u
q
s′
k


≤




∞∑

k=j

( ∞∑

i=k

uq
i

) s
p

·

·



k∑

i=j

ap′
k,iv

−p′
i




s
p′

uq
k




1
s



∞∑

k=j

( ∞∑

i=k

uq
i

)− s′
p

uq
k




1
s′

=




∞∑

k=j

( ∞∑

i=k

uq
i

)− s′
p

∆+

( ∞∑

i=k

uq
i

)


1
s′

Φ
1
s
j ≈

≈




∞∑

k=j

∆+

( ∞∑

i=k

uq
i

)1− s′
p




1
s′

Φ
1
s
j =




∞∑

i=j

uq
i




1
s′−

1
p

Φ
1
s
j =




∞∑

i=j

uq
i




1
p′−

1
s

Φ
1
s
j . (15)

Èñïîëüçóÿ (15) è íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëÿìè s
p′ è s

s−p′ , äëÿ I21 ïîëó÷èì

I21 ¿




∞∑

j=1




∞∑

i=j

uq
i




1− p′
s

Φ
p′
s

j ∆−(Af)p′(q−1)
j




1
p′

¿

¿




∞∑

j=1




∞∑

i=j

uq
i




1− p′
s

Φ
p′
s

j (Af)p′(q−1)−1
j ∆−(Af)j




1
p′

=
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=




∞∑

j=1

[
Φ

p′
s

j (Af)
p′(q−1)( 1

p
+ 1

s
)−1

j

(
∆−(Af)j

) p′
s

]
×

×







∞∑

i=j

uq
i




1− p′
s

(Af)
(q−1)(1− p′

s
j

(
∆−(Af)j

)1− p′
s







1
p′

≤

≤



∞∑

j=1

Φj(Af)
(q−1)( s

p
+1)− s

p′
j ∆−(Af)j




1
s



∞∑

j=1

∞∑

i=j

uq
i (Af)q−1

j ∆−(Af)j




s−p′
sp′

¿

¿



∞∑

j=1

Φj∆−(Af)
q− s(p−q)

p

j




1
s



∞∑

j=1

∞∑

i=j

uq
i ∆

−(Af)q
j




s−p′
sp′

=

=




∞∑

j=1

(Af)
q− s(p−q)

p

j ∆+Φj




1
s



∞∑

i=1

uq
i

i∑

j=1

∆−(Af)q
j




s−p′
sp′

= I22 ‖uAf‖
q(s−p′)

sp′
lq

. (16)

Äëÿ îöåíêè I22 ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëÿìè pq
(p−q)s ,

pq
pq−s(p−q)

I22 ≤




∞∑

j=1

(uj(Af)j)
q− s(p−q)

p




∞∑

i=j

uq
i




s
p (

j∑

i=1

ap′
j,iv

−p′
i

) s
p′

u
(p−q)s

p

j




1
s

≤

≤



∞∑

j=1

uq
j(Af)q

j




pq−s(p−q)
spq




∞∑

j=1




∞∑

i=j

uq
i




q
p−q (

j∑

i=1

ap′
j,iv

−p′
i

) q(p−1)
p−q

uq
j




p−q
pq

= B2‖uAf‖
pq−s(p−q)

spq

lq
.

(17)
Ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóÿ îöåíêè (16) è (17), èç (14) èìååì

I2 ¿B2‖vf‖lp‖uAf‖q−1
lq

. (18)

Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêè (13) è (18) â (10), à çàòåì ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Þíãà, ïîëó÷èì

‖uAf‖q
lq
≤ Cq

1Bq
1‖vf‖q

lp
+ C2B2‖vf‖lp‖uAf‖q−1

lq
≤ (Cq

1Bq
1 +

1
q
Cq

2Bq
2)‖vf‖q

lq
+

1
q′
‖uAf‖q

lq
.

Îòñþäà
‖uAf‖lq ¿B ‖vf‖lp . (19)

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî îöåíêà (1) è íàèëó÷øàÿ ïîñòîÿííàÿ C â (1) óäîâëåòâîðÿåò
îöåíêå C ¿B, êîòîðàÿ âìåñòå ñ (9) äàåò C ≈B. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

3. Ïðèëîæåíèå òåîðåì 1 è 2. Ðàññìîòðèì àääèòèâíóþ îöåíêó âèäà

‖uAf‖lq ≤ C(‖vf‖lp + ‖wRf‖lp), f ≥ 0, (20)

ãäå (Rf)j =
j∑

i=1
rifi, à u, v, w è r � âåñîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îöåíêà (20), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ

áîëåå îáùåé îöåíêîé, ÷åì îöåíêà (1). Ïðè w = 0 ìû èìååì (1), à ïðè v = 0 îöåíêó

‖uAf‖lq ≤ C‖wRf‖lp , f ≥ 0. (21)
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Çäåñü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j

rj
) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (4), ò. å.

ai,j ≈ ai,k

rk
rj + ak,j ïðè i≥ k ≥ j ≥ 1, (22)

óñòàíàâëèâàþòñÿ êðèòåðèè ñïðàâåäëèâîñòè îöåíîê (20) è (21) ñâåäåíèåì èõ ê ðàâíîñèëüíîé
îöåíêå âèäà (1).

Ïóñòü u > 0, v > 0, r > 0 è
∞∑
i=1

wp
i < ∞. Äëÿ n≥ 1 îïðåäåëèì

φn =



 min

1≤k≤n




(
n∑

i=k

rp′
i v−p′

i

)− 1
p′

+

( ∞∑

i=k

wp
i

) 1
p








−1

.

Ïóñòü Uj =

(
∞∑
i=j

uq
i

) 1
q

è M1 =




∞∑
j=1


 1

rj

(
∞∑
i=j

aq
i,ju

q
i

) 1
q




pq
p−q

∆−φ
pq

p−q

j




p−q
pq

,

M2 =




∞∑

j=1




(
j∑

i=1

ap′
j,i

rp′
i

∆−φp′
i

) 1
p′




pq
p−q

∆+U
pq

p−q

j




p−q
pq

.

Òå î ð åì à 3. Ïóñòü 1 < q < p < ∞ è ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j) � íåîòðèöàòåëüíûå
è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (22). Òîãäà îöåíêà (20) äëÿ îïåðàòîðà (2) èìååò ìåñòî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà M = max{M1,M2} < ∞, ïðè ýòîì M≈C, ãäå C � íàèëó÷øàÿ ïîñòîÿííàÿ
â (20).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëàãàÿ â (20) rifi = gi, i≥ 1, ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíóþ (20) îöåíêó

‖uAr−1‖lq ≤ C(‖vr−1g‖lp + ‖wHg‖lp), g ≥ 0, (23)

ãäå (Hg)i =
i∑

j=1
gj . Ïóñòü ai,j = max

j≤k≤i

ai,k

rk
. Èç (22) ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j) óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ (4) è èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

ai,j ≈ ai,k

rk
ïðè i≥ k ≥ j ≥ 1. (24)

Ïîýòîìó (Ar−1g)i ≈ (Ag)i =
i∑

j=1
ai,jgj ,i≥ 1 è íåðàâåíñòâî (23) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

‖uAg‖lq ≤ C1(‖vr−1g‖lp + ‖wHg‖lp), g ≥ 0, (25)

ïðè÷åì C≈C1, ãäå C è C1 � íàèëó÷øèå ïîñòîÿííûå â (23) è (25) ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ýëå-
ìåíòû ìàòðèöû (ai,j) � íåîòðèöàòåëüíûå è ïî îïðåäåëåíèþ íå âîçðàñòàþò ïî âòîðîìó èíäåêñó,
òî â ñèëó òåîðåìû 2 èç [6] íåðàâåíñòâî (25) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó




∞∑

i=1

ui




i∑

j=1

ai,jgj




q


1
q

≤ C2

( ∞∑

i=1

(
gi(∆−φp′

i )−
1
p′

)p
) 1

p

, g ≥ 1, (26)

ïðè÷åì C1 ≈ C2, ãäå C2 � íàèëó÷øàÿ ïîñòîÿííàÿ â (26).
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Ìàòðèöà (ai,j) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 1, ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 1 îöåíêà (26)
âûïîëíåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M = max{M1, M2}, ïðè÷åì M ≈ C2 , ãäå

M1 =




∞∑

j=1




∞∑

i=j

aq
i,ju

q
i




p
p−q

φ
p′p(q−1)

p−q

j ∆−φp′
j




p−q
pq

,

M2 =




∞∑

j=1




∞∑

i=j

uq
i




q
p−q (

j∑

i=1

ap′
j,iv

−p′
i

) q(p−1)
p−q

uq
j




p−q
pq

.

Èñïîëüçóÿ (24) è ñîîòíîøåíèå

(φp′
j )

p(q−1)
p−q ∆−φp′

j ≈∆−φ
pq

p−q

j ,




∞∑

i=j

uq
i




q
p−q

uq
j = (U q

j )
q

p−q ∆+U q
j ≈∆+U

pq
p−q

j ,

èìååì M1 ≈M2, M2 ≈M1 . Ñëåäîâàòåëüíî, M ≈ C. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Ïîëîæèì Wk =
( ∞∑

i=k

wp
i

)− 1
p

, Gk =
∞∑

i=k

ak,igi , Fk = (Rf)k, k ≥ 1,

M1,0 =




∞∑

j=1


 1

rj




∞∑

i=j

aq
i,ju

q
i




1
q




pq
p−q

∆−W
pq

p−q

j




p−q
pq

,

M2,0 =




∞∑

j=1




(
j∑

i=1

ap′
j,i

rp′
i

∆−W p′
i

) 1
p′




pq
p−q

∆+U
pq

p−q

j




p−q
pq

.

Òå î ð åì à 4. Ïóñòü 1 < q < p < ∞ è ýëåìåíòû ìàòðèöû (ai,j) � íåîòðèöàòåëüíûå è
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (22). Òîãäà îöåíêà (21) äëÿ îïåðàòîðà (2) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà M0 = max{M1,0,M2,0} < ∞, ïðè÷åì M0 ≈ C, ãäå C � íàèëó÷øàÿ ïîñòîÿííàÿ
â (21).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü K = {f : f ≥ 0},K ↑= {F : 0 ≤ F ↑}. Òàê êàê ñîîòíîøåíèå
fj = 1

rj
(Fj − Fj−1), j ≥ 0 îïðåäåëÿåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîíóñàìè K è

K ↑, òî èç (21) èìååì

C = sup
f≥0

‖uAf‖lq

‖wRf‖lp

= sup
0≤F↑

(
∞∑
i=1

uq
i

(
i∑

j=1

ai,j

rj
∆−Fj

)q) 1
q

( ∞∑
i=1

|wiFi|p
) 1

p

. (27)

Íà îñíîâàíèè îáðàòíîé çàäà÷è íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è èç ñîîòíîøåíèÿ (24) ñëåäóåò




∞∑

i=1

uq
i




i∑

j=1

ai,j

rj
∆−Fj




q


1
q

= sup
g≥0

∞∑
i=1

gi

i∑
j=1

ai,j

rj
∆−Fj

( ∞∑
i=1

|u−1
i gi|q′

) 1
q′
≈ sup

g≥0

∞∑
j=1

∆−Fj

∞∑
i=j

ai,jgi

( ∞∑
i=1

|u−1
i gi|q′

) 1
q′

=
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= sup
g≥0

∞∑
j=1

Gj∆−Fj

( ∞∑
i=1

|u−1
i gi|q′

) 1
q′

= sup
g≥0

∞∑
j=1

Fj∆+Gj

( ∞∑
i=1

|u−1
i gi|q′

) 1
q′

. (28)

Â ñèëó (27), (28) è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [10] ïîëó÷èì

C ≈ sup
g≥0

1
( ∞∑

i=1
|u−1

i gi|q′
) 1

q′

∑

0≤F↑

∞∑
j=1

Fj∆+Gj

( ∞∑
i=1

|wiFi|p
) 1

p

≈

≈ sup
g≥0

(
∞∑

j=1
W p′

j ∆+Gp′
j

) 1
p′

( ∞∑
i=1

|u−1
i gi|q′

) 1
q′

= sup
g≥0

(
∞∑

j=1
Gp′

j ∆−W p′
j

) 1
p′

( ∞∑
i=1

|u−1
i gi|q′

) 1
q′

= C1.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (21) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó



∞∑

j=1




∞∑

i=j

ai,jgj




p′

∆−W p′
j




1
p′

≤ C1

( ∞∑

i=1

|u−1
i gi|q′

) 1
q′

. (29)

Òàê êàê 1 < q′ < p′ < ∞ ïðè 1 < q < p < ∞, òî íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 îöåíêà (29) èìååò
ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M0 < ∞ è ïðè ýòîì M0 ≈ C1 ≈ C. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Öèòèðîâàííàÿ ëèòåðàòóðà

1. Braverman M. S., Stepanov V.D. // Bull. London Math. Soc. 1994. V.26. P.283�287.
2. Cuss F. P., Kratz W. // Rocky Mountain J. Math. 1990. V.29. P.59�74.
3. Jonson JR.P.D., Mohapatra R.N., David Ross // Proc. Amer. Math. Soc. 1996. V.124, �2.

P.543�547.
4. Goldman M.L. // Res. Rep. 98/31. Khabarovsk: Russ. Acad. Sci. Far-East Branch Comput.

Center, 1998. 69p.
5. Áóëàáàåâ À. // Þáèëåéíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïîñâÿùåííàÿ 50-ëåòèþ ðàçâèòèþ ìàòåìà-

òèêè â ÀÍ ÐÊ. Òåçèñû. Àëìàòû, 1995. C.73.
6. Îéíàðîâ Ð. // Òðóäû ìåæäóíàð. êîíô. "Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå è ïåðñïåêòèâû ðàçâ. ìàò. â

ðàìê. ïðîãð. "Êàçàõñòàí â òðåòüåì òûñÿ÷èëåòèè". Àëìàòû, 2001. C.111�115.
7. Kufner A., Persson L. E. // Prague, 2000. P.211.
8. Îéíàðîâ Ð. // Òð. ÌÈ ÐÀÍ. 1993. Ò.204. Ñ.240�250.
9. Stepanov V.D. // Nonlinear Analysis, Funcation Spaces and Applications. Proceedings of the

Spring School held in Prague, May 23-28, 1994. V.5. P.139�175.
10. Îéíàðîâ Ð., Øàëãèíáàåâà Ñ. // Èçâ.ÌÍ-ÀÍ ÐÊ. Cåð. ôèç.-ìàò. 1998. �1. C.33�42.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16.06.2003ã.

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë 2003. Òîì 3. � 1 (7)



Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. Àëìàòû. 2003. Òîì 3. � 1 (7) . C. 83 � 86

ÓÄÊ 517.9

ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÉ ÂÈÄ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÃÎ ÀÍÀËÎÃÀ
ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ËÎÃÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÃÎ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß
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Ïîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ìíîãîìåðíûì ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèì àíàëîãîì íåëèíåéíîãî
ëîãèñòè÷åñêîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóïåðïîçèöèè îäíîìåðíûõ îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè.

Ââåäåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà

x(m) = (1−
n∑

1

xi(m− 1))Ax(m− 1), m ∈N, x ∈ Ln, (1)

ãäå A = (aij) - ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ, Ln - n-ìåðíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ
íîðìîé |x| = ∑n

1 |xi|.
Îòîáðàæåíèå f , fx = (1 − ∑n

1 xi)Ax ïîðîæäàåò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó êàê ïîëóãðóïïó
îòîáðàæåíèé fm (ñ ó÷åòîì íåîáðàòèìîñòè f), äåéñòâóþùèõ â Ln. Â êà÷åñòâå êîìïàêòíîãî
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû fm âîçüìåì ìíîæåñòâî K = {x ∈ Ln|x≥ 0,

n∑
1

xi ≤ 1} (ñì. [1]).
Èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà K â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî f îáåñïå÷èâàåòñÿ
âûáîðîì ìàòðèöû A: A - íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, ò.å. aij≥0 ∀i, j = 1, n è ‖A‖ = max

j

n∑
i=1

aij≤
≤ 4. (Êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà K ãàðàíòèðóåò, ÷òî âñå ω-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ñèñòåìû fm

íå ïóñòû.)
Ïðè n = 1 A≡ λ− const, K ≡ I = [0, 1] è ìû ïðèõîäèì ê èçâåñòíîìó è õîðîøî èçó÷åííîìó

ëîãèñòè÷åñêîìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

x(m) = λ(1− x(m− 1))x(m− 1), m ∈N, x ∈ L1, (2)

êîòîðîå çàäàåò íà L1 îòîáðàæåíèå χλ = λ(1−x)x [2-3], ÷òî ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü ñèñòåìó
(1) êàê ìíîãîìåðíûé ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëîã óðàâíåíèÿ (2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèñòå-
ìà (1) ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäñèñòåìû óðàâíåíèå (2) íà êàæäîì ñîáñòâåííîì íàïðàâëåíèè
Keywords: dynamical system, many-dimensional many parameters dynamics, nonlinear di�erence equation
2000 Mathematics Subject Classi�cation: 37C05, 39A05, 65P30
c
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ìàòðèöû A [1]. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1), íà÷èíàþùååñÿ â K è êîëëèíåàð-
íîå ñîáñòâåííîìó âåêòîðó e ≥ 0, |e| = 1, Ae = λe, λ ≥ 0 (ñì. [4], c. 344), ïðåäñòàâèìî â âèäå
x(m) = ϕ(m)e, ãäå ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(m) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2).

Â îáùåì ñëó÷àå õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (1) íå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (2).
Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé êëàññ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå çàäàþòñÿ
â âèäå ñóïåðïîçèöèè îòîáðàæåíèé χλ = λ(1 − x)x ñ ðàçëè÷íûìè λ è îïðåäåëÿþò äèíàìèêó
ñèñòåìû (1). ×òîáû èñêëþ÷èòü âûðîæäåííûé ñëó÷àé λ = 0, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû
âèäà (1) ñ íåðàçëîæèìûìè ìàòðèöàìè A.

Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ñèñòåìû. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ñèñòåìû âèäà (1) ñ íåðàçëîæè-
ìîé ìàòðèöåé èíäåêñà èìïðèìèòèâíîñòè n. Òàêàÿ ìàòðèöà èìååò åäèíñòâåííûé ñîáñòâåííûé
âåêòîð e > 0 ñ ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ > 0 [4, c. 334, 355]. Çàìåòèì, ÷òî
ñèñòåìà (1) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâîê.
Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà [4, c. 334] ñèñòåìà (1) ïðèâîäèìà ê ñèñòåìå ñ ìàòðèöåé
A "öèêëè÷åñêîãî"âèäà:

A =




0 a1 0 . . . 0
0 0 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . an−1

an 0 0 . . . 0




.

Èç íåðàçëîæèìîñòè ìàòðèöû A ñëåäóåò, ÷òî ai > 0, i = 1, n. Ñèñòåìó (1) ñ òàêîé ìàòðèöåé
áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêîé.

Ñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû. Ïóñòü e1 - ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç K, |e1| = 1,
îòëè÷íûé îò ñîáñòâåííîãî âåêòîðà e, |e| = 1. Îïðåäåëèì âåêòîðû e2, . . . , en ðåêóððåíòíî ðàâåí-
ñòâîì ei = |Aei−1|−1Aei−1, i = 2, . . . , n. Îáîçíà÷èì λi = |Aei|. Ñîãëàñíî "öèêëè÷åñêîìó"âèäó
ìàòðèöû A èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Ae1 = λ1e
2, . . . , Aen = λne1, en+1 ≡ e1, λn =

n∏

i=1

λi. (3)

Ôèêñèðóåì ëþáóþ òî÷êó íà ìàêñèìàëüíîì îòðåçêå ëó÷à â K, íàïðàâëåííîãî âäîëü âåêòîðà
e1, - íà÷àëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè x(m). Çàïèøåì åå â âèäå x(0) = ϕ(0)e1. Òîãäà èç (1) â ñèëó
(3) ïîëó÷èì

x(1) = (1−
n∑

1

xi(0))Ax(0) = λ1(1− ϕ(0))ϕ(0)e2.

Îáîçíà÷èì ϕ(1) = λ1(1 − ϕ(0))ϕ(0) ≡ χλ1(ϕ(0)). Èìååì x(1) = ϕ(1)e2. Àíàëîãè÷íî äëÿ âñåõ
k, k = 2, . . . , n − 1 âåêòîð x(k) ïðåäñòàâèì â âèäå x(k) = ϕ(k)ek+1 è x(n) = ϕ(n)e1. Ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð x∗(k) = ϕ(k)e1. Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî x∗(0) = x(0), x∗(n) = x(n). Ïîýòîìó
x∗(k) = ϕ(k)e1 = χλk

◦ . . . ◦ χλ1(ϕ(0))e1, k = 1, n. Ïîëàãàÿ k = n, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà x ∈K âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî fnx = χλn ◦ . . . ◦ χλ1(x1)e1, ãäå x = x1e

1, x1 ∈ I. Â ýòîì
ñìûñëå ìàêñèìàëüíûé îòðåçîê ëó÷à â K, îïðåäåëÿåìûé íàïðàâëåíèåì ëþáîãî âåêòîðà x ∈K,
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì îòîáðàæåíèÿ fn. Îãðàíè÷åíèå fn íà ýòîì îòðåçêå ëó÷à
ïðåäñòàâèìî â âèäå fn = χλn ◦ . . . ◦ χλ1 .

Ïðè ôèêñèðîâàííîì íàïðàâëåíèè, îïðåäåëÿåìîì âåêòîðîì x∈K, îòîáðàæåíèå fn îïðåäåëÿ-
åò òî÷êè òðàåêòîðèè fmx, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòàì âðåìåíè, êðàòíûì n. Äðóãèå òî÷-
êè òðàåêòîðèè fmx ïðèíàäëåæàò äðóãèì íàïðàâëåíèÿì. Ýòè íàïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê
ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ âåêòîðà x ìàòðèöåé A. Îòîáðàæåíèå fn íà ýòèõ
íàïðàâëåíèÿõ òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé îòîáðàæåíèé χλ, ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü çíà÷åíèé λ îáðàçóåòñÿ èç ñîâîêóïíîñòè λ1, . . . , λn öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè. Òàêèì
îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìíîãîìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà fm îïè-
ñûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì îäíîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé âûâîä â
âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
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Òå î ð åì à 1. Îòîáðàæåíèå fn â K íà ëó÷å âäîëü ëþáîãî âåêòîðà x ïðåäñòàâèìî êàê
ñóïåðïîçèöèÿ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé χλ, ò.å. â âèäå fn = χλn ◦ . . . ◦ χλ1, ãäå λ1, . . . , λn -
íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü � îïðåäåëèòü äëÿ äàííîé ìàòðèöû A âîçìîæíîå çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðîâ, äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå fn â âèäå ñóïåðïîçèöèè îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé χλ.

Ïóñòü x1, . . . , xm - íåêîòîðûé íàáîð âåêòîðîâ èç Ln è 〈x1, . . . , xm〉 - ìíîãîãðàííûé êîíóñ,
îáðàçîâàííûé ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ âèäà α1x1 + . . . + αmxm, ãäå α1, . . . , αm - ïðîèçâîëüíûå
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå âåêòîðû:

b1 = (an, an−1an, . . . , a2 · . . . · an, 1), b2 = (a1, ana1, . . . , a3 · . . . · ana1, 1), . . . ,

bn = (an−1, an−2an−1, . . . , a1 · . . . · an−1, 1).

Òå î ð åì à 2. Îòîáðàæåíèå fn íà ëó÷å âäîëü íåêîòîðîãî âåêòîðà x èç K ïðåäñòàâèìî â
âèäå fn = χλn ◦ . . .◦χλ1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (λ1, λ1λ2, . . . , λ1 · . . . ·λn−1, 1)⊆〈b1, . . . , bn〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü x ∈ K, x 6= 0. Îáîçíà÷èì e1 = |x|−1x. Îïðåäåëèì âåêòîðû
e2, . . . , en, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (3). Òîãäà

Ae1 = λ1e
2, Ake1 = λ1 · . . . · λke

k+1, k = 2, . . . , n− 1, Ane1 = λ1 · . . . · λne1. (4)

Äëÿ ëþáîãî k, k = 2, . . . , n− 1 ìàòðèöà Ak èìååò âèä A =
(

0 A1

A2 0

)
, ãäå

A1 =




a1 · . . . · ak 0 . . . 0
0 a2 · . . . · ak+1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an−k · . . . · an−1


 ,

A2 =




an−k+1 · . . . · an 0 . . . 0
0 an−k+2 · . . . · ana1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ana1 · . . . · ak−1


 .

Ïðè k = n An = a1 · . . . · anE, E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Èç (4) èìååì |Ake1| = λ1 · . . . · λk,
k = 1, . . . , n è, ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòû âåêòîðà e1 óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîé ñèñòåìå

anx1 + a1x2 + . . . + an−1xn = λ1,

an−k+1 · . . . · anx1 + an−k+2 · . . . · ana1x2 + . . . + ana1 · . . . · ak−1xk+
+a1 · . . . · akxk+1 + . . . + an−k · . . . · an−1xn = λ1 · . . . · λk, k = 2, . . . , n.

(5)

Èç (4) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî Ane1 = λne1 è a1 · . . . · an = λ1 · . . . ·λn. Ïîýòîìó îáå ÷àñòè ïîñëåä-
íåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5) ìîæíî ñîêðàòèòü íà ðàâíóþ íåíóëåâóþ âåëè÷èíó. Ïîëó÷åííàÿ â
ðåçóëüòàòå ñèñòåìà, çàïèñàííàÿ â ìàòðè÷íîì âèäå Bx = h, ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå (5). Åñëè x -
íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî h ∈ 〈b1, . . . , bn〉.

2. Ïóñòü λ1, . . . , λn - íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî λ1·. . .·λn = a1·. . .·an è ïóñòü
h0 = (λ1, λ1λ2, . . . , λ1 · . . . · λn). Òîãäà ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5) ñ ïðàâîé
÷àñòüþ h0 ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû Bx = h, ãäå h = (λ1, λ1λ2, . . . , λ1 ·
· . . . ·λn−1, 1). Åñëè h∈ 〈b1, . . . , bn〉, òî ñóùåñòâóþò òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà α1, . . . , αn, ÷òî
h = α1b1+. . .+αnbn, ò.å. âåêòîð x = (α1, . . . , αn) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû Bx = h è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñèñòåìû (5), ïðè ýòîì α1 + . . . + αn = 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Íåëèíåéíûé àíàëîã ìîäåëè Ëåñëè. Óðàâíåíèå (2) èìååò áèîëîãè÷åñêóþ èíòåðïðåòà-
öèþ è îïèñûâàåò ìåõàíèçì ñàìîðåãóëÿöèè áèîëîãè÷åñêîé ïîïóëÿöèè â óñëîâèÿõ ñòàöèîíàðíîé
ýêîñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè [3, ñ.5]. Çäåñü x(m) - îòíîñèòåëüíàÿ ÷èñëåííîñòü (ïëîò-
íîñòü) ïîïóëÿöèè â ìîìåíò âðåìåíè m. Ëèìèòèðóþùèì ôàêòîðîì â äàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ 1 − x, óáûâàþùàÿ äî íóëÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïëîòíîñòè x. Ñèñòåìó (1) êàíîíè÷åñêîãî
âèäà òàêæå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìíîãîãðóïïîâóþ ïîïóëÿöèîííóþ ìîäåëü. Äåéñòâè-
òåëüíî, ìàòðèöà, ñîïðÿæåííàÿ ê A, ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ëåñëè, èìåþùåé âñåãî îäèí íåíóëåâîé
êîýôôèöèåíò ðîæäàåìîñòè an, ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîé ðåïðîäóêòèâíîé ãðóïïå, è íåíóëåâûå
êîýôôèöèåíòû âûæèâàåìîñòè a1, . . . , an−1 [5]. Â êà÷åñòâå ëèìèòèðóþùåé ïî îáùåé ÷èñëåí-
íîñòè ôóíêöèè âûñòóïàåò ìíîæèòåëü 1 − ∑n

1 xi. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìó (1) êàíîíè÷åñêîãî
âèäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäèí èç âàðèàíòîâ íåëèíåéíîé ìîäåëè Ëåñëè ñ åäèíñòâåííîé
ðåïðîäóêòèâíîé ãðóïïîé (äðóãèå íåëèíåéíûå ìîäåëè ðàññìîòðåíû â [6-7]). Ïðè ýòîì íà êîýô-
ôèöèåíòû ìàòðèöû A íåîáõîäèìî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ: ai ≤ 1, i = 1, n− 1.

Ïðèìåð. Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå, ÷òî ìíîãîïàðàìåòðè÷íîñòü â ïðåäñòàâëåíèè îòîá-
ðàæåíèÿ fn ñóùåñòâåííà, ò.å. åãî ñâîéñòâà çàâèñÿò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî âåêòîðà e1, êîòîðûé, â
ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò ñîâîêóïíîñòü λ1, . . . , λn. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâå äâóìåðíûå êàíî-
íè÷åñêèå ñèñòåìû è ñðàâíèì òèïû èõ ïðèòÿãèâàþùèõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ. Êîýôôèöèåíòû
ìàòðèö ïåðâîé ñèñòåìû: a1 = a2 = λ, âòîðîé ñèñòåìû: a1 = 4 (ìàêñèìàëüíîå èç âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ), a2 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ a1a2 = λ2. Çäåñü λ = 3, 678 . . . - çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðîì îòîáðàæåíèå χλ èìååò â êà÷åñòâå ïðèòÿãèâàþùåãî ìíîæåñòâà íà
I ñòðàííûé àòòðàêòîð, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî îòðåçêà [2, ñ.23]. Äëÿ ïåðâîé ñèñòåìû íà ëó÷å
âäîëü ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ x ∈ K λ1 = λ2 ≡ λ. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå f2 = χλ1 ◦ χλ2 ≡ χ2

λ

èìååò â êà÷åñòâå ïðèòÿãèâàþùåãî ìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíîå óêàçàííîìó îäíîìåðíîìó ñòðàí-
íîìó àòòðàêòîðó. Âòîðàÿ ñèñòåìà èìååò ðàçíûå òèïû ïðèòÿãèâàþùèõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ
â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà âåêòîðà e1 ∈ K. Â ÷àñòíîñòè, ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî íà ëó÷å,
îáðàçîâàííîì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, òàêæå ãîìåîìîðôíî îäíîìåðíîìó ñòðàííîìó
àòòðàêòîðó (çäåñü λ1 = λ2 ≡ λ). Îäíàêî, íà ëó÷àõ, îáðàçîâàííûõ êîîðäèíàòíûìè âåêòîðàìè
e1 = (1, 0) è Ae1 ‖ e2 = (0, 1) (çäåñü λ1≡ a1 = 4, λ2≡ a2 = 3, 381 . . .), îòîáðàæåíèÿ f2 = χa2 ◦χa1

è f2 = χa1 ◦χa2 èìåþò â êà÷åñòâå ïðèòÿãèâàþùèõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ ïî îäíîé íåïîäâèæíîé
íåòðèâèàëüíîé òî÷êå.
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Ïðèâîäÿòñÿ èñòîêè è ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè ïðè íàëè÷èè ñëó-
÷àéíûõ âîçìóùåíèé èç êëàññà âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè îäíîé èç îáðàòíûõ çàäà÷ � çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé
èç êëàññà áîëåå îáùåãî, ÷åì âèíåðîâñêèå ïðîöåññû, à èìåííî, èç êëàññà ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè
ïðèðàùåíèÿìè.

1. Ââåäåíèå. Â ðàáîòå Åðóãèíà [1] ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, êîòîðûå èìåþò çàäàííóþ èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ. Ýòà ðàáîòà, âïîñëåäñòâèè, îêàçà-
ëàñü îñíîâîïîëàãàþùåé â ñòàíîâëåíèè è ðàçâèòèè òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè ñèñòåì,
îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (ÎÄÓ).

Îáðàòíûå çàäà÷è äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ïðîäîëæàþò ïðèâëåêàòü ê ñåáå âíèìàíèå ñâî-
èìè øèðîêèìè ïðèêëàäíûìè âîçìîæíîñòÿìè è âîñõîäÿò ê òàêèì êëàññè÷åñêèì îáðàòíûì çà-
äà÷àì äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, êàê çàäà÷à Íüþòîíà îá îïðåäåëåíèè ñèëû, ïîä äåéñòâèåì
êîòîðîé ïëàíåòû ñîâåðøàþò äâèæåíèå ñî ñâîéñòâàìè, çàäàííûìè â âèäå çàêîíîâ Êåïëåðà; çà-
äà÷à Áåðòðàíà îá îïðåäåëåíèè ñèëû, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîé ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïðè ëþáûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äâèæåòñÿ ïî êîíè÷åñêîìó ñå÷åíèþ; çàäà÷à Ñóñëîâà îá îòûñêàíèè ñèëîâîé
ôóíêöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ñèëû, âûçûâàþùèå äâèæåíèå ãîëîíîìíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
ñ çàäàííûìè èíòåãðàëàìè; çàäà÷à Ìåùåðñêîãî îá îïðåäåëåíèè çàêîíà èçìåíåíèÿ ìàññû òî÷-
êè è ñêîðîñòè èçìåíÿþùåéñÿ ìàññû òàê, ÷òîáû â çàäàííîì ïîëå ñèë òî÷êà ïåðåìåííîé ìàññû
ñîâåðøàëà äâèæåíèå ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè èëè ïî çàäàííîìó çàêîíó; çàäà÷à Ãåëüìãîëüöà î
ïîñòðîåíèè ôóíêöèîíàëà, ïðèíèìàþùåãî ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå íà ðåøåíèÿõ çàäàííîãî óðàâ-
íåíèÿ Íüþòîíà.

Â ðàáîòàõ À.Ñ. Ãàëèóëëèíà [2,3] èçëîæåíû ïîñòàíîâêà è êëàññèôèêàöèÿ îáðàòíûõ çàäà÷
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, à òàêæå èõ ðåøåíèå â êëàññå ÎÄÓ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñôîðìóëèðîâàíû âîçìîæíûå ïîñòàíîâêè îáðàòíûõ çàäà÷ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ ñèñòåì è äîñòàòî÷íî ïîëíî ðàçðàáîòàíû îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ â êëàññå
ÎÄÓ. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî åñëè çàäàííûå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ìîãóò
áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû êàê ïåðâûå èëè ÷àñòíûå èíòåãðàëû ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ, òî ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè â îáùåì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ
Keywords: Inverse problems, stochastic di�erential equation, integral manyfold
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî çàäàííûì èíòåãðàëàì è ê îïðåäåëåíèþ â äàëüíåéøåì èç
íèõ èñêîìûõ ñèë è ìîìåíòîâ, ïàðàìåòðîâ è ñâÿçåé, íåîáõîäèìûõ äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ äâèæå-
íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïðåäâàðèòåëüíî çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Îäèí
èç îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì â êëàññå ÎÄÓ (ìåòîä
êâàçèîáðàùåíèÿ) ïðåäëîæåí â ðàáîòå [4].

Íîâûé ýòàï â èññëåäîâàíèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñâÿçàí ñ âîçðîñøèì
â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñîì ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è Ãåëüìãîëüöà. Êëàññè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ çàäà-
÷à Ãåëüìãîëüöà [5] � ýòî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïî çàäàííûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû â ôîðìå Íüþòîíà ýêâèâàëåíòíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ôîðìå Ëàãðàíæà.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâû òåîðèè è îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ñèñòåì ðàçðàáîòàíû â [2�4 è äð.] äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåì, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Íî ïîâûøåíèå òðåáîâàíèé ê
òî÷íîñòè è ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìàòåðèàëüíûõ ñèñòåì ïðèâîäèò ê ñèòóàöèè, êîãäà ìíîãèå íàáëþ-
äàåìûå ÿâëåíèÿ óæå íå ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû ñ ïîçèöèè äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîöåññîâ. Ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî ïîòðåáîâàëî, â ÷àñòíîñòè, ïðèâëå÷åíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîâ äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ ïîâåäåíèÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì.

Ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè òèïà Èòî îïèñûâàþòñÿ ìíîãî÷èñëåí-
íûå è âàæíûå â ïðèëîæåíèè ìîäåëè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ó÷èòûâàþùèå âîçäåéñòâèå âíåøíèõ
ñëó÷àéíûõ ñèë, íàïðèìåð, äâèæåíèå èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè ïîä äåéñòâèåì ñèë òÿãîòå-
íèÿ è àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë [6], èëè ôëóêòóàöèîííûé äðåéô òÿæåëîãî ãèðîñêîïà â êàðäàíîâîì
ïîäâåñå [7] è ìíîãèå äðóãèå.

2. Îáðàòíûå çàäà÷è ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè èç êëàññà âèíåðîâñêèõ ïðî-
öåññîâ. Â ðàáîòàõ [8�13] èçó÷àþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì â âåðîÿòíîñò-
íîé ïîñòàíîâêå è ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ: 1) îñíîâíîé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ, 2) çàäà÷è çàìû-
êàíèÿ è 3) çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà Èòî ïî çàäàííî-
ìó èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ. Â ðàáîòàõ [11�13] èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü ñòîõàñòè÷åñêîé
çàäà÷è Ãåëüìãîëüöà. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ âîçìóùàþùèõ ñèë
íà ðàçðåøèìîñòü îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè.

È, â ÷àñòíîñòè, ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé èç êëàññà âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ:
1) â [8] ðåøåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà òèïà Èòî ïî çàäàííûì ñâîéñòâàì äâèæåíèÿ; â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ
ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëüíîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ ïîñòðîåííîãî óðàâíåíèÿ;

2) â [9] ðåøåíà çàäà÷à çàìûêàíèÿ â êëàññå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî ïî çàäàííûì ñâîéñòâàì äâèæåíèÿ, â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâ-
íåíèÿ ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëüíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ äîñòðîåííîé ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé;

3) â [10] ðåøåíà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ â êëàññå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî ïî çàäàííûì ñâîéñòâàì äâèæåíèÿ, êîãäà óïðàâëåíèå âõîäèò: i)
â êîýôôèöèåíò ñíîñà, ii) â êîýôôèöèåíò äèôôóçèè è iii) êàê â êîýôôèöèåíò ñíîñà, òàê è â
êîýôôèöèåíò äèôôóçèè: â ýòèõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëåí âèä óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâà-
þùèé íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ;

4) ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è Ãåëüìãîëüöà ðàññìîòðåíû â [11�13]. Ïî
çàäàííûì ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì Èòî âòîðîãî ïîðÿäêà ñòðîÿòñÿ ýêâèâàëåíòíûå â ñìûñëå
ïî÷òè íàâåðíîå, â ñðåäíåì, â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì è ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñòîõàñòè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ ëàãðàíæåâîé ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðÿìîãî è íåïðÿìîãî àíàëèòè÷åñ-
êîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ëàãðàíæèàíà ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé.

Äëÿ ðàçðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êâàçèîáðàùåíèÿ, îñíîâîé êî-
òîðîãî ñëóæèò
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Ëåììà 1[4, ñ.12�13]. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû

Hv = g, H = (hµk), v = (vk), g = (gµ), (1)

µ = 1,m; k = 1, n, m≤ n,

ãäå ìàòðèöà H èìååò ðàíã ðàâíûé m,
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

v = svτ + vν . (2)

Çäåñü s - ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà,

vτ = [HC] = [h1 . . . hmcm+1 . . . cn−1] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 . . . en

h11 . . . h1n

. . . . . . . . .
hm1 . . . hmn

cm+1,1 . . . cm+1,n

. . . . . . . . .
cn−1,1 . . . cn−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

åñòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ hµ = (hµk) è ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ cρ = (cρk), ρ =
= m + 1, n− 1; ek � åäèíè÷íûå îðòû ïðîñòðàíñòâà Rn, vτ = (vτ

k),

vτ
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 . . . 1 . . . 0
h11 . . . h1k . . . h1n

. . . . . . . . . . . . . . .
hm1 . . . hmk . . . hmn

cm+1,1 . . . cm+1,n . . . cm+1,n

. . . . . . . . . . . . . . .
cn−1,1 . . . cn−1,k . . . cn−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, vν = H+g,

H+ = HT (HHT )−1, HT � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê H.
2.1. Îñíîâíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

(ÑÄÑ). Â ðàáîòå [8] ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå îáùåé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé Èòî âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïî çàäàííîìó ìíîæåñòâó

Λ(t) : λ(x, ẋ, t) = 0, ãäå λ ∈Rm, λ = λ(x, ẋ, t) ∈ C121
xẋt , (3)

ñòðîèòñÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â êëàññå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Èòî âòî-
ðîãî ïîðÿäêà

ẍ = f(x, ẋ, t) + σ(x, ẋ, t)ξ̇ (4)

òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî (3) áûëî èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì óðàâíåíèÿ (4).
Çäåñü x ∈ Rn, ξ ∈ Rk, σ(x, ẋ, t) � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n× k),

{
ξ1(t, ω), ..., ξk(t, ω)

}
� ñèñòåìà

íåçàâèñèìûõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ [14], çàäàííàÿ íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå
(Ω, U, P ); à C121

xẋt îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ôóíêöèé γ(x, ẋ, t), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî
x è t, è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî ẋ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîð�ôóíêöèÿ f(x, ẋ, t) è ìàòðèöà σ(x, ẋ, t) íåïðåðûâíû ïî t è ëèïøè-
öåâû ïî x è ẋ â îáëàñòè

UH(Λ) =
{
y = (x, ẋ) : ρ

(
y, Λ(t)

)
< H,H > 0

}
, (5)

÷òî îáåñïå÷èâàåò â (5) ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü äî ñòîõàñòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè
ðåøåíèÿ

(
x(t)T , ẋ(t)T

)T óðàâíåíèÿ (4) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
(
x(t0)T , ẋ(t0)T

)T = (xT
0 , ẋT

0 )T ,
ÿâëÿþùåãîñÿ íåïðåðûâíûì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñòðîãî ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì [15].
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C èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 1 â ðàáîòå [8] äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî

(4) èìåëî çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (3) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîð-
ôóíêöèÿ f è ìàòðèöà σ óðàâíåíèÿ (4) èìåëè, ñîîòâåòñòâåííî, âèä (6) è (7)

f = s1

[
∂λ

∂ẋ
C

]
+

(
∂λ

∂ẋ

)+ (
A− ∂λ

∂t
− S1

)
, (6)

σi = s2

[
∂λ

∂ẋ
C

]
+

(
∂λ

∂ẋ

)+

Bi, (7)

ãäå
S1 =

1
2

∂2λ

∂ẋ2
: σσT , (6′)

à ïîä ∂2λ

∂ẋ2
: D, ñëåäóÿ [14], ïîíèìàåòñÿ âåêòîð, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ñëóæàò ñëåäû ïðîèçâå-

äåíèé ìàòðèö âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ λµ(x, ẋ, t) âåêòîðà λ(x, ẋ, t) ïî
êîìïîíåíòàì ẋ íà ìàòðèöó D :

∂2λ

∂ẋ2
: D =




tr
(∂2λ1

∂ẋ2
D

)

...

tr
(∂2λm

∂ẋ2
D

)




, (6′′)

[
∂λ

∂ẋ
C

]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 . . . en

∂λ1

∂ẋ1
. . . ∂λ1

∂ẋn
. . . . . . . . .
∂λm

∂ẋ1
. . . ∂λm

∂ẋn
cm+1,1 . . . cm+1,n

. . . . . . . . .
cn−1,1 . . . cn−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (6′′′)

σi = (σ1i, σ2i, . . . , σni)T � i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû σ = (σνj) (ν = 1, n, j = 1, k),
Bi = (B1i, B2i, . . . , Bµi)T � i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû B = (Bµl) (µ = 1,m, l = 1, k).

Îòäåëüíî â [8] ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíûé ñëó÷àé çàäà÷è, êîãäà ëèíåéíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäàí-
íûå ñâîéñòâà è ïîñòðîåííîå óðàâíåíèå, à òàêæå ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à Åðóãèíà íà ïëîñêîñòè.

2.2. Çàäà÷à çàìûêàíèÿ ÑÄÑ. Â ðàáîòå [9] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à çàìûêàíèÿ â êëàññå
ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Èòî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî çàäàííîìó èíòåãðàëü-
íîìó ìíîãîîáðàçèþ. À èìåííî, äîñòðàèâàåòñÿ ñèñòåìà çàìûêàþùèõ óðàâíåíèé ïî çàäàííîìó
÷àñòíîìó èíòåãðàëó è äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî (8)

Λ(t) : λ(x, ẋ, u, u̇, t) = 0, ãäå λ ∈Rm, λ = λ(x, ẋ, u, u̇, t) ∈ C12121
xẋuu̇t, (8)

ïðè çàäàííîé ñòðóêòóðå óðàâíåíèÿ (9)

ẍ = f1(x, ẋ, u, u̇, t) + σ1(x, ẋ, u, u̇, t)ξ̇ (9)

áûëî èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
òèïà Èòî (9), (10)

ü = f2(x, ẋ, u, u̇, t) + σ2(x, ẋ, u, u̇, t)ξ̇, (10)
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íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîð-ôóíêöèÿ f2 è ìàòðèöà σ2 çàìûêàþùåãî óðàâíåíèÿ
(10) èìåëè, ñîîòâåòñòâåííî, âèä (11) è (12)

f2 = s1

[
∂λ

∂ẋ
C

]
+

(
∂λ

∂ẋ

)+

b1, (11)

σ2i = s2

[
∂λ

∂ẋ
C

]
+

(
∂λ

∂ẋ

)+

B̃i, (12)

ãäå
b1 = A− ∂λ

∂t
− ∂λ

∂x
ẋ− ∂λ

∂ẋ
f1 − ∂λ

∂u
u̇− 1

2

([∂2λ

∂ẋ2
: σ1σ1

T
]
+

[∂2λ

∂u̇2
: σ2σ2

T
])

,

σ2i = (σ21i, σ22i, . . . , σ2ni)T � i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû σ2 = (σ2νj) (ν = 1, n, j = 1, k),
B̃i = (B̃1i, B̃2i, . . . , B̃ri)T � i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû B̃ = (B̃µl) (µ = 1, r, l = 1, k).

2.3. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ÑÄÑ. Â ðàáîòå [10] ðàññìîòðåíû òðè ïîñòàíîâêè çàäà÷è
âîññòàíîâëåíèÿ â êëàññå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà
Èòî ïî çàäàííûì ñâîéñòâàì äâèæåíèÿ, êîãäà óïðàâëåíèå âõîäèò: 1) â êîýôôèöèåíò ñíîñà, 2)
â êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, è 3) êàê â êîýôôèöèåíò ñíîñà, òàê è â êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå 1), êîãäà çàäàíî ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòî-
ðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî

ẍ = f(x, ẋ, t) + D(x, ẋ, t)u + σ(x, ẋ, t)ξ̇ (13)

è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âõîäÿùèé â êîýôôèöèåíò ñíîñà âåêòîð-ôóíêöèþ u = u(x, ẋ, t) ∈Rr ïî
çàäàííîìó èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ (3), äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 3.

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî
(13) èìåëî çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (3), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óïðàâ-
ëÿþùàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u èìåëà âèä (14), à ìàòðèöà äèôôóçèé σ � âèä (15)

u = s1

[
D̃C

]
+

(
D̃

)+
b2, (14)

σi = s2

[
∂λ

∂ẋ
C

]
+

(
∂λ

∂ẋ

)+

Bi, (15)

ãäå

b2 = A− ∂λ

∂t
− ∂λ

∂x
ẋ− ∂λ

∂ẋ
f − 1

2

[
∂2λ

∂ẋ2
: σσT

]
,

σi = (σ1i, σ2i, . . . , σni)T � i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû σ = (σνj) (ν = 1, n, j = 1, k),
Bi = (B1i, B2i, . . . , Bri)T � i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû B = (Bµl) (µ = 1,m, l = 1, k).

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ â [10] äëÿ ñëó÷àåâ 2) è 3), â êîòîðûõ îïðåäå-
ëÿåòñÿ âèä óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèé íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Òàì æå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñêàëÿðíûå è
ëèíåéíûå ñëó÷àè óêàçàííûõ òðåõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ, à òàêæå ïðèâîäèòñÿ ðåøå-
íèå ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è Ìåùåðñêîãî.

3. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé èç êëàññà ïðîöåñ-
ñîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íåëèíåéíûé ñëó÷àé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è âîññòàíîâëå-
íèÿ. Ïî çàäàííîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà
Èòî

ẍ = f(x, ẋ, t) + D(x, ẋ, t)u + σ(x, ẋ, t)ξ̇, x ∈Rn, ξ ∈Rk (16)
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òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âõîäÿùóþ â êîýôôèöèåíò ñíîñà âåêòîð-ôóíêöèþ u = u(x, ẋ, t)∈ ∈Rr ïî
çàäàííîìó èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ

Λ(t) : λ(x, ẋ, t) = 0, ãäå λ ∈Rm, λ = λ(x, ẋ, t) ∈ C1 2 1
xẋt . (17)

Çäåñü
{
ξ1(t, ω), ..., ξk(t, ω)

}
� ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè

[14], êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïðîöåññîâ: ξ = ξ0 +
∫

c(y)P 0(t, dy), ξ0- âèíåðîâ-
ñêèé ïðîöåññ; P 0- ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ; P 0(t, dy) - ÷èñëî ñêà÷êîâ ïðîöåññà P 0 â èíòåðâàëå
[ 0, t ), ïîïàäàþùèõ íà ìíîæåñòâî dy; c(y)- âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ ïðîñòðàíñòâî
Rn â ïðîñòðàíñòâî çíà÷åíèé Rk ïðîöåññà ξ(t) ïðè ëþáîì t.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîð�ôóíêöèÿ f(x, ẋ, t) è ìàòðèöû D(x, ẋ, t), σ(x, ẋ, t) íåïðåðûâíû
ïî t è ëèïøèöåâû ïî x è ẋ â H-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Λ(t).

Ïîñòàâëåííàÿ â ýòîì ïóíêòå çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè ïðè íàëè-
÷èè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé � çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ â êëàññå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî ïî çàäàííûì ñâîéñòâàì äâèæåíèÿ, êîãäà óïðàâëåíèå
âõîäèò â êîýôôèöèåíò ñíîñà è â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé (σ ≡ 0) äîñòàòî÷íî
ïîëíî èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [2-4], à ñëó÷àé, êîãäà σ 6= 0 è

{
ξ1(t, ω), ..., ξk(t, ω)

}
� ñèñòåìà

íåçàâèñèìûõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ, êàê ÷àñòíûé âèä ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíè-
ÿìè, ðàññìîòðåí â [10].

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïî ïðàâèëó ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Èòî
[14, ñ.201] ñîñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

λ̇ =
∂λ

∂t
+

∂λ

∂x
ẋ +

∂λ

∂ẋ
f +

∂λ

∂ẋ
Du + S1 + S2 + S3 +

∂λ

∂ẋ
σξ̇, (18)

ãäå S1 èìååò âèä (6′), à ôóíêöèè S2 è S3, ñîîòâåòñòâåííî, âèä: S2 =
∫

[λ(x, ẋ + σc(y), t)−
−λ(x, ẋ, t)− ∂λ

∂ẋ
σẋc(y)]dy, S3 =

∫
[λ(x, ẋ + σc(y), t)− λ(x, ẋ, t)]Ṗ 0(t, dy).

Ââåäåì ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè Åðóãèíà [1]: m-ìåðíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ A è (m×k)-ìàòðè-
öó B, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè A(0, x, ẋ, u, u̇, t)≡ 0, B(0, x, ẋ, u, u̇, t)≡ 0, òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

λ̇ = A(λ, x, ẋ, u, u̇, t) + B(λ, x, ẋ, u, u̇, t)ξ̇. (19)

Íà îñíîâå óðàâíåíèé (18) è (19) ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì




∂λ

∂ẋ
Du = A− ∂λ

∂t
− ∂λ

∂x
ẋ− ∂λ

∂ẋ
f − S1 − S2 − S3,

∂λ

∂ẋ
σ = B,

(20)

èç êîòîðûõ íóæíî îïðåäåëèòü âåêòîð-ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ u è ìàòðèöó σ.
Îáîçíà÷èâ D̃= ∂λ

∂ẋ
D, ïî ôîðìóëå (2) ëåììû 1 èç ñîîòíîøåíèé (20) îïðåäåëèì èñêîìûå

âåêòîð-ôóíêöèþ u è ìàòðèöó σ â âèäå

u = s1

[
D̃C

]
+

(
D̃

)+
b1, (21)

σi = s2

[
∂λ

∂ẋ
C

]
+

(
∂λ

∂ẋ

)+

Bi, (22)

ãäå
b1 = A− ∂λ

∂t
− ∂λ

∂x
ẋ− ∂λ

∂ẋ
f − S1 − S2 − S3,

[
∂λ

∂ẋ
C

]
èìååò âèä (6′′′),

σi = (σ1i, σ2i, . . . , σni)T � i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû σ = (σνj) (ν = 1, n, j = 1, k,
Bi = (B1i, B2i, . . . , Bri)T � i-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû B = (Bµl) (µ = = 1, m, l = 1, k).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 4.Äëÿ òîãî, ÷òîáû äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî (16)

èìåëî çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (17), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óïðàâëÿþ-
ùàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u èìåëà âèä (21), à ìàòðèöà äèôôóçèé σ � âèä (22).

Çàìå÷àíèå 4.1. Åñëè c(y)≡0, òî äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàíåå ðàññìîòðåííîé â [10] çàäà÷å
âîññòàíîâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé èç êëàññà âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ.

3.2. Ëèíåéíûé ñëó÷àé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ. Ïî çàäàííîìó ëèíåé-
íîìó ïî ñíîñó ñòîõàñòè÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî

ẍ = E1(t)x + E2(t)ẋ + D(t)u + l1(t) + T (t)ξ̇ (23)

òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåêòîð-ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ u = u(x, ẋ, t)∈Rr ïî çàäàííîìó ëèíåéíîìó
èíòåãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ

Λ(t) : λ≡G1x + G2ẋ + l2(t) = 0, (24)

ò.å. ïî çàäàííûì (m × n)-ìàòðèöàì G1(t), G2(t), m-ìåðíîé ôóíêöèè l(t), à òàêæå çàäàííûì
(n × n)-ìàòðèöàì E1(t), E2(t), (n × r) ìàòðèöå D(t) è n-ìåðíîé ôóíêöèè l1(t) îïðåäåëèòü
âåêòîð-ôóíêöèþ u = u(x, ẋ, t)∈Rr, à òàêæå (n× k)-ìàòðèöó T (t) òàê, ÷òîáû äëÿ ïîñòðîåííîãî
óðàâíåíèÿ (23) çàäàííûå ñâîéñòâà (24) ÿâëÿëèñü èíòåãðàëüíûì ìíîãîáðàçèåì.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (18) èìååò âèä

λ̇ = (Ġ1(t) + G2E1)x + (Ġ2(t) + G1 + G2E2)ẋ+

+G2l1(t) + l̇2(t) + G2Du + G2T (t)ξ̇, (25)

à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîëüíîé âåêòîð-ôóíêöèè Åðóãèíà A = A1(t)λ è ìàòðèöû-
ôóíêöèè B ñî ñâîéñòâîì B(0, x, ẋ, t)≡ 0 èìååì

λ̇ = A1(t)λ + B(λ, x, ẋ, t)ξ̇. (26)

Èç ñîîòíîøåíèé (25) è (26) ñëåäóþò ðàâåíñòâà




G2(t)D(t)u =
[
A1(t)G1(t)− Ġ1(t)−G2(t)E1(t)

]
x+

+
[
A1(t)G2(t)− Ġ2(t)−G1(t)−G2(t)E2(t)

]
ẋ+

+ A1(t)l2(t)−G2l1(t)− l̇2(t),
G2(t)T = B(λ, x, ẋ, t).

(27)

Äàëåå, èç ðàâåíñòâ (27) ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 1 èìååì

u = s1 [D1C] + (D1)
+ g1, (28)

Ti = s2 [G2C] + (G2)
+ Bi, (29)

ãäå D1 è g1 èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, âèä D1 = G2D, g1 =
(
A1(t)G1(t)− Ġ1(t)−G2(t)E1(t)

)
x+

+
(
A1(t)G2(t)− Ġ2(t)−G1(t)−G2(t)E2(t)

)
ẋ+A1(t)l2(t)−G2l1(t)− l̇2(t), à ÷åðåç Ti, Bi îáîçíà-

÷åíû, ñîîòâåòñòâåííî, i-ûå ñòîëáöû ìàòðèö T è B. Çäåñü sµ (µ = 1, 2) � ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿð-
íûå âåëè÷èíû. Òåì ñàìûì äîêàçàíà

Òåîðåìà 5.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòîõàñòè÷åñêîå ëèíåéíîå ïî ñíîñó äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî (23) èìåëî çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (24), íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð èìåë âèä (28), à ìàòðèöà äèôôóçèé èìåëà
âèä (29).
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Çàìå÷àíèå 5.1. Â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå â îòëè÷èå îò íåëèíåéíîé S1 ≡ S2 ≡ S3 ≡ 0 è óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè â òåîðåìå 5 ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé èç êëàññà ïðîöåññîâ ñ íåçàâè-
ñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè ðàçðåøèìîñòè â àíàëîãè÷íîì ëèíåéíîì ñëó÷àå
ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé èç êëàññà íåçàâèñèìûõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ [10].

3.3. Ñêàëÿðíûé ñëó÷àé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ñ óïðàâëåíèÿìè ïî ñíîñó è äèôôóçèè.
Ïóñòü çàäàíî ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà òèïà Èòî

ẍ = f2(x, ẋ, t) + γ1(x, ẋ, t)u1 + (γ(x, ẋ, t) + γ2(x, ẋ, t)u2) ξ̇. (30)

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñêàëÿðíûå ôóíêöèè u1 = u1(x, ẋ, t) è u2 = u2(x, ẋ, t) ïî çàäàííîìó èíòå-
ãðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ

λ2(x, ẋ, t) = 0, λ2 ∈R1. (31)

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïî çàäàííûì f2, γ, γ1, γ2 è λ2 îïðåäåëèì óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû u1 è u2 òàê,
÷òîáû ìíîæåñòâî (31) áûëî èíòåãðàëüíûì ìíîæåñòâîì óðàâíåíèÿ (30).

Ïî ïðàâèëó ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Èòî ñîñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âîçìóùåí-
íîãî äâèæåíèÿ

λ̇2 =
∂λ2

∂t
+

∂λ2

∂x
ẋ +

∂λ2

∂ẋ
f2 +

∂λ2

∂ẋ
γ1u1 + S̃1 + S̃2 + S̃3 +

∂λ2

∂ẋ
(γ + γ2u2)ξ̇, (32)

ãäå S̃1 =
1
2

∂2λ2

∂ẋ2
(γ + γ2u2)

2, S̃2 =
∫ {λ2(x, ẋ + c(y)[γ(x, ẋ, t) + γ2(x, ẋ, t)u2], t) − λ2(x, ẋ, t)−

∂λ2

∂x
[γ(x, ẋ, t) + γ2(x, ẋ, t)u2]ẋc(y)}dy, S̃3 =

∫ {λ2(x, ẋ + c(y)[γ(x, ẋ, t) + γ2(x, ẋ, t)u2], t)−
−λ2(x, ẋ, t)}Ṗ 0(t, dy).

Ââåäåì ñêàëÿðíûå ôóíêöèè Åðóãèíà [1] a2 = a2(λ, x, ẋ, t) è b2 = b2(λ, x, ẋ, t), îáëàäàþùèå
ñâîéñòâîì a2(0, x, ẋ, t)≡ b2(0, x, ẋ, t)≡ 0, òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî

λ̇2 = a2(λ, x, ẋ, t) + b2(λ, x, ẋ, t)ξ̇. (33)

Èñõîäÿ èç óðàâíåíèé (32) è (33), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì




∂λ2

∂ẋ
γ1u1 = a2 − ∂λ2

∂t
− ∂λ2

∂x
ẋ− ∂λ2

∂ẋ
f2 − 1

2
∂2λ2

∂ẋ2
(γ + γ2u2),

∂λ2

∂ẋ
γ2u2 = b2 − ∂λ2

∂ẋ
γ.

(34)

Óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû u1 è u2 â ñèëó ðàâåíñòâ (34) îïðåäåëèì â âèäå

u1 =
(

∂λ2

∂ẋ
γ1

)−1 [
a2 − ∂λ2

∂t
− ∂λ2

∂x
ẋ− ∂λ2

∂ẋ
f2 − S̃1 − S̃2 − S̃3

]
, (35)

u2 =
(

∂λ2

∂ẋ
γ1

)−1 (
b2 − ∂λ2

∂ẋ
γ

)
. (36)

Èëè ñ ó÷åòîì (36) ñîîòíîøåíèå (35) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

u1 =
(

∂λ2

∂ẋ
γ1

)−1 {
a2 − ∂λ2

∂t
− ∂λ2

∂x
ẋ− ∂λ2

∂ẋ
f2−

−1
2

∂2λ2

∂ẋ2

[
γ + γ2

((∂λ2

∂ẋ
γ1

)−1
b2 − γ1γ

)]2
− S̃2 − S̃3

}
. (37)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñêàëÿðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà òè-
ïà Èòî (30) èìåëî çàäàííîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (31), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû u1 è u2 èìåëè, ñîîòâåòñòâåííî, âèä (37) è (36).

Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé èç êëàññà
ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè â îáùåì íåëèíåéíîì, ëèíåéíîì, à òàêæå ñêàëÿð-
íîì íåëèíåéíîì ñëó÷àÿõ â òåðìèíàõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëåíû íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ çàäàííîãî èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûå îáîáùàþò
óòâåðæäåíèÿ ðàáîòû [10].
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ÏÀÌßÒÈ ØÀËÒÀß ÑÌÀÃÓËÎÂÈ×À ÑÌÀÃÓËÎÂÀ
22 ôåâðàëÿ 2003 ãîäà áåçâðåìåííàÿ ñìåðòü óíåñëà

æèçíü êðóïíîãî êàçàõñòàíñêîãî ó÷åíîãî, ñïåöèàëèñòà â
îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ
òåõíîëîãèé, ëàóðåàòà Ãîñóäàðñòâåííîé ïðåìèè ÐÊ â îá-
ëàñòè íàóêè, òåõíèêè è îáðàçîâàíèÿ, àêàäåìèêà Èíæå-
íåðíîé Àêàäåìèè ÐÊ, äåêàíà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÊàçÍÓ èìåíè àëü-Ôàðàáè, äîêòîðà ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Øàëòàÿ Ñìàãóëîâè÷à
Ñìàãóëîâà.

Ø.Ñ.Ñìàãóëîâ ðîäèëñÿ â ñåëå Êóéãàí Áàëõàøñêîãî
ðàéîíà Àëìàòèíñêîé îáëàñòè. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ñðåäíåé
øêîëû â 1966 ãîäó íà÷àë ñâîþ òðóäîâóþ äåÿòåëüíîñòü
ðûáàêîì â ðûáîëîâåä÷åñêîì êîëõîçå "Äîñòèæåíèå". Â
1967 ãîäó ïîñòóïèë íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëü-
òåò Êàçàõñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè
Ñ.Ì. Êèðîâà è â 1970 ãîäó â ÷èñëå îäàðåííûõ ñòóäåí-
òîâ áûë íàïðàâëåí äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ó÷åáû â Íîâîñè-
áèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ëåíèíñêîãî
êîìñîìîëà. Îêîí÷èâ óíèâåðñèòåò â 1972 ãîäó, ïðîäîëæèë

ñâîþ òðóäîâóþ äåÿòåëüíîñòü ñòàæåðîì-èññëåäîâàòåëåì êàôåäðû "×èñëåííûå ìåòîäû ìåõàíè-
êè ñïëîøíîé ñðåäû" Íîâîñèáèðñêîãî ãîñ. óíèâåðñèòåòà, âîçãëàâëÿåìîé àêàäåìèêîì ÀÍ ÑÑÑÐ
Í.Í.ßíåíêî. Ñ 1974 ïî 1984 ãîäû ó÷èëñÿ â àñïèðàíòóðå, ðàáîòàë ìëàäøèì, çàòåì ñòàðøèì
íàó÷íûì ñîòðóäíèêîì ÈÒÏÌ ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ.

Â 1981 ãîäó Ø.Ñ.Ñìàãóëîâ ïîä íàó÷íûì ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà ÍÃÓ Á.Ã.Êóçíåöîâà
çàùèòèë äèññåðòàöèþ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïîñâÿùåííóþ ìàòåìàòè÷åñêèì âîïðîñàì ε-àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè, à â 1987 ãîäó áëåñòÿùå çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ íà òåìó "Ìàòåìà-
òè÷åñêèå âîïðîñû ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà" ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.07
� âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà â äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå Âû÷èñëèòåëüíîãî Öåíòðà ÑÎ ÀÍ
ÑÑÑÐ.

Â 1984 ãîäóØ.Ñ.Ñìàãóëîâ áûë ïðèãëàøåí íà äîëæíîñòü çàâåäóþùåãî êàôåäðîé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÊàçÃÓ èìåíè Ñ.Ì.Êèðîâà. Âïîñëåäñòâèè
îí ðóêîâîäèë êàôåäðàìè ïðèêëàäíîãî àíàëèçà, âû÷èñëèòåëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
ÊàçÍÓ, ñ 2001 ãîäà � äåêàí ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Êàçàõñêîãî íàöèîíàëüíî-
ãî óíèâåðñèòåòà èìåíè àëü-Ôàðàáè. Â 1997 � 2000 ã.ã. Ø.Ñ.Ñìàãóëîâ � äèðåêòîð Èíñòèòóòà
ìåõàíèêè è ìàòåìàòèêè ïðè ÊàçÍÓ èìåíè àëü-Ôàðàáè, â 2000 � 2002 ã.ã. � íàó÷íûé ðóêîâî-
äèòåëü Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî Îòäåëåíèþ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ÍÀÍ ÐÊ.

Íàó÷íûå èíòåðåñû Ø.Ñ.Ñìàãóëîâà áûëè ìíîãîãðàííû è îòíîñÿòñÿ ê ðàçëè÷íûì îáëàñòÿì
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíà-
ìèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â íåôòåãàçîäîáûâàþùåé ïðîìûøëåííîñòè è îáðàçîâàíèÿ.
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Ø.Ñ.Ñìàãóëîâ � àâòîð áîëåå ñòà íàó÷íûõ ñòàòåé, áîëüøèíñòâî êîòîðûõ áûëè îïóáëèêîâàíû â
öåíòðàëüíûõ èçäàíèÿõ ÑÑÑÐ è Êàçàõñòàíà, èì èçäàíû øåñòü ìîíîãðàôèé. Ø.Ñ.Ñìàãóëîâ áûë
íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì áîëåå ñîðîêà êàíäèäàòîâ è êîíñóëüòàíòîì øåñòè äîêòîðîâ ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Çà öèêë ðàáîò "×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè æèäêîñòè è ãàçà.
Òåîðèÿ è âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò", îïóáëèêîâàííûõ â 1975 � 1993 ã.ã., çà áîëüøèå çàñëóãè
â ðàçâèòèè ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè è ïîäãîòîâêå êàäðîâ â 1994 ãîäó îí óäîñòîåí çâàíèÿ ëàóðå-
àòà Ãîñóäàðñòâåííîé ïðåìèè ÐÊ â îáëàñòè íàóêè, òåõíèêè è îáðàçîâàíèÿ, â 1992 ãîäó èçáðàí
àêàäåìèêîì Èíæåíåðíîé Àêàäåìèè ÐÊ. Ø.Ñ. Ñìàãóëîâûì áûëè ïîëó÷åíû ôóíäàìåíòàëüíûå
ðåçóëüòàòû ïî îáîñíîâàíèþ ìåòîäà ôèêòèâíûõ îáëàñòåé è àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé íåñæèìà-
åìîé æèäêîñòè óðàâíåíèÿìè ýâîëþöèîííîãî òèïà. Èì áûëè èçó÷åíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ è ε-àïïðîêñèìàöèè äëÿ óðàâíåíèé íåîäíîðîäíîé
âÿçêîé æèäêîñòè è ñâîáîäíîé êîíâåêöèè ñ ó÷åòîì ýíåðãèè äèññèïàöèè; ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ
âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé â óðàâíåíèÿ èìïóëüñà èì äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëü-
íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ε-ðåãóëÿðèçàöèåé. Íàðÿäó ñ âûøåóêà-
çàííûìè çàäà÷àìè äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà Ø.Ñ.Ñìàãóëîâûì èññëåäîâàíû êîððåêòíîñòü
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ðÿäà íîâûõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè: âûðîæäàþùèõñÿ
óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, óðàâíåíèé åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè ñ ó÷åòîì äèññèïàöèè ýíåðãèè,
óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè, óðàâíåíèé äèíàìèêè àòìîñôåðû è îêåàíà.

Â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ Ø.Ñ. Ñìàãóëîâûì áûë ïðåäëîæåí íîâûé êëàññ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ
îäíîìåðíûõ òå÷åíèé âÿçêîãî áàðîòðîïíîãî ãàçà, äëÿ êîòîðûõ âïåðâûå áûëè äîêàçàíû òåîðå-
ìû óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè. Ø.Ñ. Ñìàãóëîâûì áûëà ñîçäàíà îñíîâà ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèé âÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà, èì ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå ÷èñ-
ëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà.

Ø.Ñ.Ñìàãóëîâ ÿâëÿëñÿ áåññìåííûì ÷ëåíîì ðåäàêöèîííîé êîëëåãèè ìåæäóíàðîäíîãî æóð-
íàëà "Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè", èçäàâàåìîãî Ñèáèðñêèì îòäåëåíèåì Ðîññèéñêîé Àêàäå-
ìèè íàóê, ÷ëåíîì ðåä.êîëëåãèè íàøåãî "Ìàòåìàòè÷åñêîãî æóðíàëà" è ãëàâíûì ðåäàêòîðîì
æóðíàëà "Âåñòíèê ÊàçÃÓ, ñåðèÿ ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, èíôîðìàòèêà".

Â Êàçàõñòàíå ïðîôåññîðîì Ñìàãóëîâûì Ø.Ñ. ñîçäàíà øêîëà ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòå-
ìàòèêå è ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ïîëó÷èâøàÿ ìåæäóíàðîäíîå ïðèçíàíèå. Øàëòàé
Ñìàãóëîâè÷ Ñìàãóëîâ îòëè÷àëñÿ äîáðîæåëàòåëüíîñòüþ è äåìîêðàòè÷íîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê
ó÷åíèêàì, ñîòðóäíèêàì è ñòóäåíòàì. Îí áûë îïûòíûì íàñòàâíèêîì ìîëîäåæè, çàìå÷àòåëüíûì
ó÷åíûì è íàäåæíûì äðóãîì.

Óõîä èç æèçíè â ðàñöâåòå òâîð÷åñêèõ ñèë Øàëòàé Ñìàãóëîâè÷à � íåâîñïîëíèìàÿ óòðà-
òà äëÿ âñåé Êàçàõñòàíñêîé íàó÷íîé îáùåñòâåííîñòè. Ñâåòëàÿ ïàìÿòü î òàëàíòëèâîì ó÷åíîì
íàâñåãäà îñòàíåòñÿ â ñåðäöàõ åãî äðóçåé, êîëëåã è ó÷åíèêîâ.

Ðåäêîëëåãèÿ æóðíàëà

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë
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Ïàìÿòè Òîõòàðà Êåìåëüáàåâè÷à Íóðåêåíîâà

13 àïðåëÿ 2003 ãîäà áåçâðåìåííî óøåë èç æèçíè âèä-
íûé ó÷åíûé â îáëàñòè êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ãëàâíûé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè äèôôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÍÀÍ ÐÊ, ïðî-
ôåññîð Òîõòàð Êåìåëüáàåâè÷ Íóðåêåíîâ.

Ò.Ê. Íóðåêåíîâ ðîäèëñÿ 15 ôåâðàëÿ 1937 ãîäà â êîëõî-
çå Æàíàêóðàë Àêñóàòñêîãî ðàéîíà Ñåìèïàëàòèíñêîé îá-
ëàñòè. Â 1956 ãîäó îí ïîñòóïèë â Êàçàõñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ñ.Ì. Êèðîâà è óñïåøíî çàêîí-
÷èë åãî â 1961 ãîäó ïî ñïåöèàëüíîñòè "Ìàòåìàòèêà". Â
òîì æå 1961 ãîäó Ò.Ê. Íóðåêåíîâ ïîñòóïèë â àñïèðàíòó-
ðó ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Âîðîíåæñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ àñïèðàíòóðû ñ 1964 äî 1967 ãîäà îí
ðàáîòàë ñòàðøèì ïðåïîäàâàòåëåì Êîê÷åòàâñêîãî ïåäàãî-
ãè÷åñêîãî èíñòèòóòà èìåíè Ø.Âàëèõàíîâà. Â 1966 ãîäó íà
Äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà Ò.Ê. Íóðåêåíîâ óñïåøíî çàùèòèë êàíäèäàò-

ñêóþ äèññåðòàöèþ ïîä ðóêîâîäñòâîì ó÷åíîãî ñ ìèðîâûì èìåíåì ïðîôåññîðà Ì.À. Êðàñíîñåëü-
ñêîãî.

Â 1994 ãîäó â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èìåíè Â.È.Ðîìàíîâñêîãî Àêàäåìèè Íàóê Ðåñïóáëèêè
Óçáåêèñòàí Ò.Ê. Íóðåêåíîâ áëåñòÿùå çàùèòèë äèññåðòàöèþ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîê-
òîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.02 � äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà íà òåìó "Ñâîéñòâà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ òèïà Óðûñîíà è èõ
ïðèëîæåíèÿ ê ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé".

Ñ 1967 ãîäà äî êîíöà ñâîèõ äíåé Ò.Ê. Íóðåêåíîâ ðàáîòàë â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè Íàöèî-
íàëüíîé àêàäåìèè íàóê Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí, ïðîéäÿ âñå äîëæíîñòíûå ñòóïåíè îò ìëàäøåãî
íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà äî ãëàâíîãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà ëàáîðàòîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

Íàó÷íûå èíòåðåñû Ò.Ê. Íóðåêåíîâà áûëè òåñíî ñâÿçàíû ñ îáëàñòüþ íåëèíåéíîãî ôóíê-
öèîíàëüíîãî àíàëèçà, èì ðàçðàáîòàíû îáùèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ è èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî-êðàåâûõ
çàäà÷ íåëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Îí äîêàçàë òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à òàêæå ñìåøàííîé
çàäà÷è êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
ñòåïåíííîãî ðîñòà. Èì ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîìïàêòíîñòè, íåïðåðûâíîñòè, âïîëíå
íåïðåðûâíîñòè è ãåëüäåðîâîñòè íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Óðûñîíà â ïðîñòðàíñòâå
ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé.
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Â ïîñëåäíèå ãîäû Òîõòàð Êåìåëüáàåâè÷ Íóðåêåíîâ àêòèâíî ðàçðàáàòûâàë òåîðèþ áåñêîíå÷-
íûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíèòåëüíî ê íà÷àëüíî-êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Íàó÷íûå òðóäû Ò.Ê. Íóðåêåíîâà â îáëàñòè òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé áûëè îïóáëèêîâàíû â ïðåñòèæíûõ, âûñîêîðåéòèíãîâûõ æóðíàëàõ êàê "Äîêëàäû
ÀÍ ÑÑÑÐ", "Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë", "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ", "Äîêëà-
äû ÍÀÍ ÐÊ", "Âåñòíèê ÍÀÍ ÐÊ", "Èçâåñòèÿ ÍÀÍ ÐÊ" è äð.

Íóðåêåíîâ Ò.Ê. áûë ðàçíîñòîðîííî ðàçâèòûì ÷åëîâåêîì, èíòåðåñîâàëñÿ âîïðîñàìè ïîýçèè,
çíàë íàèçóñòü ìíîæåñòâî ñòèõîòâîðåíèé Àáàÿ, çàíèìàëñÿ âîïðîñàìè ïðîèñõîæäåíèÿ ìåòåîðè-
òîâ.

Îí ÿâëåòñÿ àâòîðîì îêîëî 100 íàó÷íûõ ðàáîò. Ïîä åãî íàó÷íûì ðóêîâîäñòâîì çàùèùåíû
òðè êàíäèäàòñêèå äèññåðòàöèè.

Òîõòàð Êåìåëüáàåâè÷ áûë õîðîøèì ñåìüÿíèíîì, âîñïèòàë ïÿòðûõ äåòåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
âûñîêîêâàëèôèöèðîâàííûìè ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè ìàòåìàòèêè è ôèçèêè.

Ñâåòëûé îáðàç èçâåñòíîãî ó÷åíîãî, çàìå÷àòåëüíîãî ïåäàãîãà, äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êîì íàóê, ïðîôåññîðà Òîõòàðà Êåìåëüáàåâè÷à Íóðåêåíîâà íàâñåãäà îñòàíåòñÿ â ïàìÿòè è ñåðä-
öàõ åãî êîëëåã, äðóçåé è áëèçêèõ.

Êîëëåêòèâ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè

Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë
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ÏÐÀÂÈËÀ ÎÔÎÐÌËÅÍÈß ÑÒÀÒÅÉ
Ñòàòüè, íàïðàâëÿåìûå â "Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë", äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëå-

äóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1. Ñòàòüÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïîëíîì îáúåìå èëè â âèäå êðàòêîãî ñîîáùåíèÿ
íà ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì ÿçûêàõ.

2. Ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ è ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì äëÿ ïå÷àòè.
Â ëåâîì âåðõíåì óãëó íåîáõîäèìî óêàçàòü èíäåêñ ÓÄÊ, äàëåå íàçâàíèå ñòàòüè è
ôàìèëèè àâòîðîâ ïî àëôàâèòó.

3. Ê ñòàòüå ïðèëàãàþòñÿ â äâóõ ýêçåìïëÿðàõ íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ (äëÿ
ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå òîëüêî íà àíãëèéñêîì): íàçâàíèå ñòàòüè; ôàìèëèè
è èíèöèàëû àâòîðîâ; êëþ÷åâûå ñëîâà; àâòîðåôåðàò ñ óêàçàíèåì èíäåêñà 2000
Mathematics Subject Classi�cation.

4. Êðîìå òâåðäûõ êîïèé íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü â ðåäàêöèþ äèñêåòó ñ ïîäãîòîâëåí-
íûì â LATEX tex-ôàéëîì ñòàòüè èëè ïåðåñëàòü åãî ýëåêòðîííîé ïî÷òîé e-mail:
journal@math.kz (ñì. îáðàçåö îôîðìëåíèÿ ñòàòüè â http://www.math.kz/ â
ðàçäåëå "Ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë").

5. Îáúåì ñòàòåé (ñòàíäàðòíûé ôîðìàò â LATEX) íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 æóðíàëüíûõ
ñòðàíèö (íå áîëåå 20 ìàøèíîïèñíûõ ñòð. ÷åðåç 2 èíòåðâàëà), êðàòêèå ñîîáùåíèÿ
� 3 æóðíàëüíûå ñòðàíèöû (íå áîëåå 6 ìàøèíîïèñíûõ ñòð. ÷åðåç 2 èíòåðâàëà).
Îáúåì ðåôåðàòà � íå áîëåå 1/4 ñòð. (0,5 ìàøèíîïèñíîé ñòð.).

6. Íóìåðîâàííûå ôîðìóëû ñëåäóåò ïèñàòü â îòäåëüíîé ñòðîêå.

7. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòàâëÿåòñÿ ïî ïîðÿäêó ññûëîê â òåêñòå. Ïðè ññûëêå íà ìî-
íîãðàôèþ íåîáõîäèìî óêàçàòü ñòðàíèöó (íàïðèìåð, [1, ñ.45]). Ññûëêè íà íåîïóá-
ëèêîâàííûå ðàáîòû íå äîïóñêàþòñÿ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì
âèäå.
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Ðåäàêöèÿ îñòàâëÿåò çà ñîáîé ïðàâî íà îòêëîíåíèå ñòàòüè, åñëè åå ñîäåðæàíèå è
îôîðìëåíèå íå îòâå÷àþò òðåáîâàíèÿì æóðíàëà.
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