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УДК 517.518

ОБ ОЦЕНКАХ НАИЛУЧШЕГО M - ЧЛЕННОГО
ПРИБЛИЖЕНИЯ КЛАССА БЕСОВА

Г. Акишев

Карагандинский государственный университет им.Е.А. Букетова
г. Караганда ул. Университетская, 28 akishev@ksu.kz

В статье изучен порядок наилучшего M - членного приближения классов Бесова в пространствах
Лебега со смешанной нормой.

Пусть x̄ = (x1, ..., xm) ∈ Rm, Im = [0, 2π)m, m ∈ N− множество натуральных чисел.
Через Lp̄(Im) обозначим пространство измеримых по Лебегу, имеющих 2π – период по каждой
переменной функций f(x̄) , для которых

‖f‖p̄ =

[∫ 2π

0

[
· · ·

[∫ 2π

0
|f(x̄)|p1dx1

] p2
p1 · · ·

] pm
pm−1

dxm

] 1
pm

< +∞,

где p = (p1, ..., pm) , 1 ≤ pj < +∞ , j = 1, ..., m (см. [1],[2]),
◦
Lp (Im) – множество всех функций

f ∈ Lp (Im) таких, что
2π∫

0

f (x) dxj = 0 ∀j = 1, ...,m.

Числовая последовательность {an̄}n̄∈Zm ∈ lp̄ , если

‖{an̄}n̄∈Zm‖lp̄ =
{ ∞∑

nm=−∞

[
...

{ ∞∑
n1=−∞

|an̄|p1

} p2
p1

...

] pm
pm−1

} 1
pm

< +∞,

где p = (p1, ..., pm) , 1 ≤ pj < +∞ , j = 1, ...,m.
Пусть даны векторы r̄ = (r1, ..., rn) , p = (p1, ..., pm) , θ = (θ1, ..., θm) , 1 ≤ θj , pj < +∞ ,

rj > 0 , j = 1, ..., m. Рассмотрим класс О.В. Бесова

Br
p,θ

=

{
f ∈

◦
Lp (Im) : ‖f‖Br

p,θ

= ‖f‖p +
∥∥∥∥
{

2〈s,r〉 ‖δs (f)‖p

}
s∈Zm

+

∥∥∥∥
lθ

≤ 1

}
.

Keywords: approximation, Lebesgue space, Besov class
2000 Mathematics Subject Classification: 42A10
c© Г. Акишев, 2007.



6 Г. Акишев

Здесь и в дальнейшем

δs (f, x) =
∑

n∈ρ(s)

an (f) ei〈n,x〉,

где 〈ȳ, x̄〉 =
m∑

j=1
yjxj , ρ(s̄) = {k̄ = (k1, ..., km) ∈ Zm : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , j = 1, ...,m},

an̄(f) – коэффициенты Фурье функции f ∈ L1(Im) по кратной тригонометрической системе
{ei〈n̄,x̄〉}n̄∈Zm .

Пусть X, Y – нормированные пространства 2π – периодических функций многих перемен-
ных. Для функции f ∈ X наилучшим M -членным приближением называется величина (см.
[3],[4])

eM (f)X = inf
k̄j ,bj

‖f −
M∑

j=1

bje
i〈k̄j ,x̄〉‖X ,

где {k̄j}M
j=1 – система векторов k̄j = (kj

1, ..., k
j
m) с целочисленными координатами , bj – про-

извольные коэффициенты.
Если F – некоторый функциональный класс, то положим

eM (F )X = sup
f∈F

eM (f)X .

В случае X = L2 величина eM (f)L2 для функции одной переменной впервые была введена
С. Б. Стечкиным [3] при формулировке критерия абсолютной сходимости рядов Фурье. Оцен-
ки порядка величины eM (f)X исследовали Р.С. Исмагилов, В.Е. Майоров, Э.С. Белинский,
В.Н. Темляков, Р. Девор, Б.С. Кашин, А.И. Степанец, А.С. Романюк, Н. Н. Консевич (см.
библиограф. в [5] – [8]).

Настоящая статья является продолжением [7], [8] по изучению порядка наилучшего M -
членного приближения классов Бесова в пространствах Лебега со смешанной нормой.

Сначала приведем некоторые обозначения и вспомогательные утверждения. Положим

Y m(n, γ̄) = {s̄ = (s1, ..., sm) ∈ Zm
+ : 〈s̄, γ̄〉 ≥ n}.

Через C(p, q, r, y) обозначим положительные величины, зависящие от указанных в скобках
параметров, вообще говоря, различные в разных формулах.

Запись A (y) ³ B (y) означает, что существуют положительные C1, C2 такие, что
C1 ·A (y) ≤ B (y) ≤ C2 ·A (y) .

Лемма 1. (см. [9], [10]). Пусть θ̄ = (θ1, ..., θm) , 1 ≤ θj < +∞ , j = 1, ...,m , γ̄ =
(γ1, ..., γm) , γ̄′ = (γ′1, ..., γ

′
m) такие, что γ1 = ... = γν = γ′1 = ... = γ′ν = 1 < γ′j < γj ∀j =

ν + 1, ..., m , и bs̄(n, γ̄, γ̄′) = 2−α〈s̄,γ̄〉 , если s̄ ∈ Y m(n, γ̄′) , и bs̄(n, γ̄, γ̄′) = 0 ∀s̄ /∈ Y m(n, γ̄′) ,
α > 0 . Тогда имеет место следующее неравенство:

‖{bs̄(n, γ̄, γ̄′)}‖lθ̄(Zm
+ ) ≤ C(θ, γ, γ′) · 2−nα · n

νP
j=2

1
θj

.

З ам е ч а н и е 1. В случае θ1 = ... = θm лемма 1 доказана В.Н. Темляковым [5].

Теорема 1. Пусть q̄ = (q1, ..., qm) , 1 < qj < ∞ , j = 1, ..., m , β = min{q1, ..., qm, 2} . Тогда
для любой функции f ∈ Lq̄(Im) имеет место неравенство

‖f‖q̄ ≤ C(q,m)





∑

s̄∈Zm
+

‖δs̄(f)‖β
q̄





1
β

.
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Об оценках наилучшего M - членного приближения класса Бесова 7

Эта теорема доказана в [11].
Теперь изложим основные результаты статьи. В дальнейшем положим Y+ = max{0, Y } .

Теорема 2. Пусть p = (p1, ..., pm) , q = (q1, ..., qm) , r = (r1, ..., rm) , τ̄ = (τ1, ..., τm) , 1 ≤ pj ≤
2 < qj , j = 1, ...,m , 1 ≤ τj < +∞ , 0 < r1 + 1

q1
− 1

p1
= ... = rν + 1

qν
− 1

pν
< rν+1 + 1

qν+1
− 1

pν+1
≤

... ≤ rm + 1
qm
− 1

pm
. Тогда

1)eM

(
Br

p,τ̄

)
q
≤ M

−
“
r1+ 1

2
− 1

p1

”
(log M)

(ν−1)
“
r1− 1

p1
+ 1

2

”
+

νP
j=2

„
1
2
− 1

τj

«

+

если rj > 1
pj

, j = 1, ..., ν , (r1 − 1
p1

) 1
qj

< (rj − 1
pj

) 1
q1

, j = ν + 1, ..., m .
2) Если 1

pj
− 1

qj
< rj < 1

pj
, qj < τj , j = 1, ..., m , то

eM

(
Br

p,τ̄

)
q
≤ M

− q1
2

“
r1+ 1

q1
− 1

p1

”
(log M)

(q1−1)(ν−1)
“
r1− 1

p1

”
+

q
′
1

q1

νP
j=2

1
τj

.

3) Если 1
pj
− 1

q < rj < 1
pj

, j = 1, ...,m, τ ≤ q , то

eM

(
Br

p,τ̄

)
q
≤ M

− q
2

“
r1+ 1

q
− 1

p1

”
(log M)

(q−1)(ν−1)

„
r1− 1

p1
+ q

′
q

1

τ
′

«

4) Если rj = 1
pj

, j = 1, ...,m , то

eM

(
Br

p,τ̄

)
q
³ M− 1

2 (log M)

mP
j=1

1

τ
′
j .

Доказательство. Доказательства пунктов 1-3 приведены в [8], а пункта 4 – [7].

Теорема 3. Пусть p = (p1, ..., pm) , q = (q1, ..., qm) , r = (r1, ..., rm) , θ̄ = (θ1, ..., θm) , 2 ≤ pj ≤
qj , j = 1, ..., m , 1 ≤ θj < +∞ , 0 < r1 + 1

q1
− 1

p1
= ... = rν + 1

qν
− 1

pν
< rν+1 + 1

qν+1
− 1

pν+1
≤ ... ≤

rm + 1
qm
− 1

pm
. Тогда

eM

(
Br

p̄,θ̄

)
q
³ M−r1 (log M)

(ν−1)·r1+
νP

j=2

„
1
2
− 1

θj

«

+ .

Доказательство. Так как Br
p̄,θ̄

⊂ Br
2,θ̄

при 2 ≤ pj < +∞, j = 1, ..., m , то оценка сверху
следует теоремы 2

eM

(
Br

p̄,θ̄

)
q
≤ eM

(
Br

2,θ̄

)
q
≤ C(q, r,m, θ)M−r1 (log M)

(ν−1)·r1+
νP

j=2

„
1
2
− 1

θj

«

+ .

Докажем оценку снизу. Воспользуемся результатом Рудина - Шапиро: для каждого n ∈ N
найдется полином

Rn(x̄) =
2n−1∑

j=2n−1

εje
i·jx, εj = 1orεj = −1,

такой что
‖Rn‖∞ ≤ C · 2n

2 .

Математический журнал 2007. Том 7. № 4 (26)



8 Г. Акишев

По заданному числу M выберем число l так, чтобы выполнялись соотношения M ³ 2lnl−1

и 2 ·M < 2lnl−1 . Рассмотрим функцию

f0(x̄) = 2−
l
2 l
−

νP
j=2

1
θj 2−l·r1

∑

〈s̄,γ̄〉<l

m∏

j=1

Rsj (xj),

где γ̄ = (γ1, ..., γm), γj = rj

r1
, j = 1, ..., m . Тогда f0 ∈ Lp̄ и

∥∥∥∥∥∥∥





m∏

j=1

2sjrj ‖δs (f0)‖p





s̄∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lθ̄

≤ C · l
−

νP
j=2

1
θj 2−l·r1

∥∥∥∥∥∥∥





m∏

j=1

2sjrj




〈s̄,γ̄〉<l

∥∥∥∥∥∥∥
lθ̄

. (1)

Учитывая неравенство
n∑

k=1

kτ−1 ≤ C(τ) · nτ , τ > 0,

получим ∥∥∥∥∥∥∥





m∏

j=1

2sjrj




〈s̄,γ̄〉<l

∥∥∥∥∥∥∥
lθ̄

≤ C(θ, τ) · 2l·r1 l

νP
j=2

1
θj

. (2)

Из неравенств (1) и (2) следует, что
∥∥∥∥∥∥∥





m∏

j=1

2sjrj ‖δs (f0)‖p





s̄∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lθ̄

≤ C0.

Следовательно, функция C−1
0 · f0 ∈ Br

p̄,θ̄
.

Далее будем пользоваться двойственным соотношением, которое следует из более общего
результата С.М. Никольского ([12], с. 25). Согласно этому соотношению для любой функции
f ∈ Lq̄(Im) имеет место равенство

eM (f)q = inf
ΩM

sup
P∈L⊥

|
∫

Im

f(x̄)P (x̄)dx̄|. (3)

Теперь функцию P4(x̄) , которая удовлетворяла бы требованиям к P (x̄) из (3), построим сле-
дующим образом. Положим

v2(x̄) =
∑

〈s̄,γ̄〉<l

m∏

j=1

Rsj (xj) u2(x̄) =
∗∑

〈s̄,γ̄〉<l

m∏

j=1

Rsj (xj),

где ”∗” означает, что полином u2()̄ содержит только гармоники функции v2 , которые имеют
"номера"из множества ΩM . Положим w2(x̄) = v2(x̄)−u2(x̄) . В силу того, что 1 < q

′
j = qj

qj−1 < 2
и равенства Парсеваля будем иметь

‖w2‖q̄′ ≤ ‖w2‖2 ≤ C0 · 2
l
2 l

m−1
2 .

Поэтому для функции
P4(x̄) = C−1

0 · 2− l
2 l−

m−1
2

Математический журнал 2007. Том 7. № 4 (26)



Об оценках наилучшего M - членного приближения класса Бесова 9

имеет место неравенство
‖P4‖q̄′ = C−1

0 · 2− l
2 l−

m−1
2 ‖w2‖q̄′ ≤ 1.

Теперь, пользуясь формулой (3) и условием выбора числа l , получим

eM

(
Br

p̄,θ̄

)
q
≥ eM (f0)q ≥ C · 2−l(r1+1)l−

m−1
2 · l

−
νP

j=2

1
θj ·

·
∗∑

〈s̄,γ̄〉<l

∑

ρs̄∩ΩM

1 = C · 2−l(r1+1)l−
m−1

2 · l
−

νP
j=2

1
θj ·

(
2l · lm−1 −M

)
≥ C · 2−l(r1+1) · l

m−1
2
−

νP
j=2

1
θj

.

Этим теорема 3 доказана.

Теорема 4. Пусть p = (p1, ..., pm) , q = (q1, ..., qm) , r = (r1, ..., rm) , θ̄ = (θ1, ..., θm) , 1 < pj <
qj ≤ 2 , j = 1, ..., m , 1 ≤ θj < +∞ , 0 < r1 + 1

q1
− 1

p1
= ... = rν + 1

qν
− 1

pν
< rν+1 + 1

qν+1
− 1

pν+1
≤

... ≤ rm + 1
qm
− 1

pm
. Тогда

eM

(
Br

p̄,θ̄

)
q
≤ C(q, p, r,m, θ)M−(r1+ 1

q
− 1

p1
) (log M)

(ν−1)·(r1+ 1
q
− 1

p1
)+

νP
j=2

„
1
qj
− 1

θj

«

,

если qj < θj ≤ ∞, j = 1, ..., m.

Доказательство. Выберем натуральное число n такое, что M ³ 2nnν−1. Рассмотрим
частичную сумму

Sγ̄
′

n (f, x̄) =
∑

〈s,γ′ 〉<n

δs (f, x̄) ,

где γ̄ = (γ1, ..., γm), γ̄′ = (γ
′
1, ..., γ

′
m), 1 = γ1 = ... = γν < γν+1 ≤ ...γm , γj =

(
rj + 1

qj
− 1

pj

)
·

·
(
r1 + 1

q1
− 1

p1

)−1
, j = 1, ...,m , γ

′
j = γj = 1, j = 1, ..., ν и γ

′
j < γj , j = ν + 1, ..., m . Тогда в

силу неравенства (см. [13],[7])

‖f‖q̄ ≤ C(p, q, m)

∥∥∥∥∥∥∥





m∏

j=1

2
sj

„
1

pj
− 1

qj

«

‖δs (f)‖p





s̄∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lq̄

,

неравенства Гельдера с показателями βj = θj

qj
, 1

βj
+ 1

β
′
j

= 1, j = 1, ...,m, и леммы 1 имеем

‖f − Sγ̄′
n (f)‖q̄ ≤ C(p, q,m, θ)

∥∥∥∥∥∥∥





m∏

j=1

2sjrj ‖δs (f)‖p





s̄∈Zm
+

∥∥∥∥∥∥∥
lθ̄

·

·

∥∥∥∥∥∥∥





m∏

j=1

2
−sj

„
rj+

1
qj
− 1

pj

«



s̄∈Y m(n,γ̄′ )

∥∥∥∥∥∥∥
lε̄

≤ C(p, q, m, r)2−n(r1+ 1
q1
− 1

p1
)
n

νP
j=2

1
εj ≤

≤ C(p, q,m, r)2−n(r1+ 1
q1
− 1

p1
)
n

νP
j=2

( 1
qj
− 1

θj
)
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для любой функции f ∈ Br̄
p̄,θ̄

, где ε̄ = (ε1, ..., εm) , 1
εj

= 1
qj
− 1

θj
, j = 1, ..., m . Следовательно,

eM (f)q̄ ≤ C(p, q, m, r)2−n(r1+ 1
q1
− 1

p1
)
n

νP
j=2

( 1
qj
− 1

θj
)

≤

≤ C(p, q,m, r)M−(r1+ 1
q
− 1

p1
) (log M)

(ν−1)·(r1+ 1
q
− 1

p1
)+

νP
j=2

„
1
qj
− 1

θj

«

.

Этим теорема доказана.

Теорема 5. Пусть p = (p1, ..., pm) , q = (q1, ..., qm) , r = (r1, ..., rm) , θ̄ = (θ1, ..., θm) , 1 < qj ≤
pj < +∞ , pj ≥ 2, 2 ≤ θj ≤ ∞ , j = 1, ..., m , 0 < r1 = ... = rν < rν+1 ≤ ... ≤ rm . Тогда

eM

(
Br

p̄,θ̄

)
q
≤ C(q, p, r,m, θ)M−r1 (log M)

(ν−1)r1+
νP

j=2

„
1
2
− 1

θj

«

.

Доказательство. Так как qj ≤ pj , j = 1, ..., m , то

eM

(
Br

p̄,θ̄

)
q
≤ C(p, q, m)eM

(
Br

p̄,θ̄

)
p
. (4)

Следовательно, достаточно оценить eM

(
Br

p̄,θ̄

)
p
. Пусть f ∈ Br

p̄,θ̄
. Тогда в силу теоремы 1 будем

иметь

‖f − Sγ̄′
n (f)‖p̄ ≤ C(p,m)





∑

〈s,γ′ 〉≥n

‖δs (f) ‖2
p̄





1
2

. (5)

Так как 2 ≤ θj , j = 1, ...,m , то используя неравенство Гельдера и лемму 1, из (5) получим

‖f − Sγ̄′
n (f)‖p̄ ≤ C(p,m, θ)2−nr1 · n

νP
j=2

„
1
2
− 1

θj

«

для любой функции f ∈ Br
p̄,θ̄

. Отсюда и из оценки (4) следует утверждение теоремы. Теорема
доказана.

З ам е ч а н и е 2. В случае q1 = ... = qm = q, p1 = ...pm = θ1 = ... = θ1 = p теоремы 3 –
5 ранее доказал А.С. Романюк [6].
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ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛОРЕНЦА ДЛЯ ОДНОЙ
МОДЕЛИ ЭЛЕКТРО-ГРАВИМАГНИТНОГО ПОЛЯ.

ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ

Л.А.Алексеева

Институт математики МОН РК
050010 Алматы ул.Пушкина, 125 alexeeva@math.kz

Развивается бикватернионный подход для построения уравнений взаимодействия элек-
тро-гравимагнитных полей, порождаемых различными зарядами и токами. Рассмотрены
полевые аналоги трех законов Ньютона для свободных и взаимодействующих зарядов-
токов, а также суммарного поля взаимодействий. Исследована инвариантность уравне-
ний модели ЭГМ-поля при преобразованиях Лоренца, и, в частности, закона сохранения
заряда-тока. Показано, что при взаимодействии полей, этот закон отличается от общеиз-
вестного. Поэтому для замыкания уравнения трансформации зарядов-токов предложена
новая модификация уравнений Максвелла с введением скалярного поля в бикватернион
напряженности ЭГМ-поля. Построены релятивистские формулы преобразования плотно-
стей масс и зарядов, токов, сил и их мощностей.

Рассматривается одна бикватернионная модель электро-гравимагнитного (ЭГМ) по-
ля, для построения которой использовалась комплексная гамильтонова форма симмет-
ризованных уравнений Максвелла [1]. В [2] показано, что гамильтонова форма позволяет
легко перейти к бикватернионной записи этих уравнений и законов сохранения. Следует
отметить, что свои уравнения Д.К.Максвелл дал в кватернионной форме, а ныне при-
нятая и широко используемая форма принадлежит О.Хевисайду [3]. Кватернионные
формы уравнений Максвелла ранее получали и другие авторы [3-5]. Они различают-
ся в зависимости от того, как вводятся кватернионы напряженности, зарядов и токов
ЭМ-поля, а также операции на их алгебрах. Однако эти формы использовались,в основ-
ном, лишь для исследования решений уравнений Максвелла. Подобные формы также
использовал В.В. Кассандров для построения своей модели поля [6].

Keywords: Lorentz transformation electro-gravymagnetic field conservation law
2000 Mathematics Subject Classification: 35Q60, 83C50
c© Л.А.Алексеева, 2007.
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Здесь используется скалярно-векторная запись бикватернионов, которая очень на-
глядна и удивительно приспособлена для записи физических величин и уравнений. Рас-
смотрена задача Коши для комплексных градиентов в пространстве бикватернионов и
получены их решения.

С введением бикватерниона силы-мощности развивается бикватернионный подход
для построения уравнений взаимодействия ЭГМ-полей, порождаемых различными за-
рядами и токами, и на их основе аналоги трех законов Ньютона для свободных и взаи-
модействующих зарядов-токов, а также суммарного поля взаимодействий. Рассмотрена
связь полученных уравнений с известными для механики сплошной среды. Получены
законы преобразования и сохранения энергии при взаимодействии.

Исследована инвариантность уравнений модели ЭГМ-поля при преобразованиях Ло-
ренца и, в частности, закона сохранения заряда-тока. Показано, что при взаимодействии
полей этот закон отличается от общеизвестного. Поэтому в отличие от ранее предло-
женной нами модели ЭГМ-поля в работах [7,8] для замыкания уравнения трансформа-
ции зарядов-токов предложена новая модификация уравнений Максвелла с введением
скалярного поля в бикватернион напряжености ЭГМ-поля. Построены релятивистские
формулы преобразования плотностей масс и зарядов, токов, сил и их мощностей.

1. Гамильтонова форма уравнений Максвелла. Симметризованные уравнений
Максвелла для ЭМ-поля можно записать в виде одного векторного и одного скалярно-
го уравнения. В пространстве Минковского M = R1+3 = {(τ, x) = (ct, x1, x2, x3)} они
имеют следующий вид [1]:

∂τA + i rotA + J = 0, (1)

ρ = div A, (2)

где A – комплексный вектор напряженности поля,

A = AE + i AH =
√

εE + i
√

µH, (3)

E, H – напряженности электрического и магнитного полей, ε, µ – константы, характе-
ризующие электрическую проводимость и магнитную проницаемость среды, c = 1/

√
εµ –

скорость ЭМ-волн. Плотность заряда ρ и J -ток выражаются через электрические и
магнитные заряды и токи формулами:

ρ = ρE/
√

ε− i ρH/
√

µ, J =
√

µ jE − i
√

ε jH , (4)

ρE = ε div E, ρH = −µ div H. (5)

Плотность энергия A-поля W и вектор Пойнтинга P определяются выражениями:

W = 0, 5
(
ε ‖E‖2 + µ ‖H‖2) = 0, 5(A, Ā), P = c−1E ×H = 0, 5i [A, Ā], (6)

где Ā =
√

εE − i
√

µH – комплексно-сопряженное A . Здесь всюду (a, b) =
∑3

i=1 aibi ,
[a, b] = a× b =

∑3
i,j,k=1 εijkeiajbk – скалярное и векторное произведения a и b соответ-

ственно, εijk – псевдотензор Леви-Чивита, ei – орты декартовой системы координат.
Как видим из (6), плотность энергии – это просто половина квадрата модуля комплекс-
ного вектора А.
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В уравнениях Максвелла плотность магнитного заряда ρH = 0 , т.к. магнитное поле
– вихревое: div H = 0. Известно, что гравитационное поле является скалярным, опи-
сывается скалярным гравитационным потенциалом, который зависит от распределения
масс. Здесь предлагаем объединить эти два поля в одно – гравимагнитное, что мож-
но сделать введением гравитационной плотности в уравнения Максвелла. В частности,
предположим, что плотность ρH эквивалентна плотности гравитационной массы.
Далее покажем, что эта гипотеза имеет теоретические подтверждения, приводящие к
весьма правдоподобным следствиям.

Отсюда следует, что потенциальная часть вектора H описывает гравитационное по-
ле, а вихревая – магнитное, поэтому H -поле – это гравимагнитное поле. Следовательно,
A -поле является электро-гравимагнитным. Поскольку его размерность определяется
плотностью энергии, его можно назвать энергетическим.

Будем называть jH гравимагнитным током. При ρH = 0 это чисто магнитные
токи, при потенциальном H токи массовые.

Заметим, что все соотношения для A-поля (а не для E и H ) не содержат констант
среды, в частности, скорость электромагнитных волн, которая во введенной системе
координат безразмерна и равна 1.

Приведем здесь также некоторые известные утверждения для А-поля, которые яв-
ляются следствием уравнений Максвелла [1].

Теорема 1.1. При заданных токах и зарядах решение (1) является решением вол-
нового уравнения:

¤ A = (∂2
τ −∆)A = i rot J − gradρ− ∂τJ (7)

и удовлетворяет законам сохранения заряда и энергии:

∂τρ + div J = 0, (8)

∂τW + div P = −Re(J, Ā) = c−1(jHH − jEE). (9)

Система уравнений Максвелла незамкнута. Она позволяет по заданным зарядам и
токам определять поле и, наоборот, при заданном поле находить порождающие его заря-
ды и токи. Если последние неизвестны, то для ее замыкания обычно используют урав-
нения механики сплошных сред. Однако здесь мы поступим иным образом, используя
бикватернионную запись этих уравнений и законы Ньютона.

Для перехода к бикватернионной записи этих и последующих уравнений дадим крат-
кое описание функционального пространства бикватернионов и операций на нем.

2. Бикватернионы на М и их комплексные градиенты. Рассмотрим функци-
ональное пространство бикватернионов – это пространство комплексных кватернионов:
K(R1+3) = {F = f(τ, x) + F (τ, x)} , где f – комплекснозначная функция , а F – трех-
мерная вектор-функция с комплексными компонентами, f и F локально интегрируемы
и дифференцируемы на M. Пространство К – ассоциативная, но некоммутативная ал-
гебра со сложением: F+G = (f + g)+ (F +G) и операцией кватернионного умножения
( ◦ ):

F ◦G = (f + F ) ◦ (g + G) = (fg − (F, G)) + (fG + gF + [F, G]). (10)

Бикватернион вида F̄ = f̄ + F̄ называется комплексно-сопряженным, а F∗ = f̄ − F̄
называется сопряженным. Если F∗ = F , бикватернион называется самосопряженным.
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Скалярным произведением бикватернионов F1,F2 назовем билинейную операцию
(F1,F2) = f1f2 + (F1, F2) . Норма бикватерниона ‖F‖ =

√(
F, F̄

)
=

√
f · f̄ +

(
F, F̄

)
=√

|f |2 + ‖F‖2 , а псевдонормой бикватерниона назовем величину 〈F〉 =
√

f · f̄ − (
F, F̄

)
=√

|f |2 − ‖F‖2 .
Далее используются дифференциальные операторы – взаимные комплексные гради-

енты: D+ = ∂τ + i∇, D− = ∂τ − i∇ , где ∇ = grad = (∂1, ∂2, ∂3) . Их действие на К
определено как в алгебре кватернионов: (соответственно знакам)

D±F = (∂τ ± i∇) ◦ (f + F ) = (∂τf ∓ i (∇, F ))± ∂τF ± i∇f ± i[∇, F ] =

= (∂τf ∓ i div F )± ∂τF ± igrad f ± i rot F.

Заметим, что в смысле выше данных определений (D−)∗ = D−, (D+)∗ = D+ . Легко
проверить, что волновой оператор представим в виде:

¤ =
∂2

∂τ 2
−4 = D− ◦D+ = D+ ◦D−.

Используя это свойство, можно строить частные решения дифференциальных уравне-
ний на К (М) вида

D±K = G. (11)

Отсюда следует, что ¤K = D∓G , его решением является следующая свертка (*):

K = D∓G ∗ ψ, (12)

где ψ(τ, x) – фундаментальное решение волнового уравнения ¤ψ = δ(τ)δ(x). Это ре-
шение является также и решением (11). Действительно, используя свойство дифферен-
цирования свертки, получим

D±K = D±D∓ (G∗ ψ) = ¤ (G∗ ψ) = (G∗ ¤ψ) = G∗δ(τ)δ(x) = G.

Фундаментальные решения определяются с точностью до решений однородного вол-
нового уравнения. Для задач с начальными по времени условиями в качестве фунда-
ментального решения удобно использовать простой слой на световом конусе τ = ‖x‖ :

ψ = (4π ‖x‖)−1δ(τ − ‖x‖),
которое назовем волновой функцией.

В этом случае, как легко показать, записав свертку в интегральном виде, решение
(12) будет равно нулю при τ = 0 . Воспользуемся им для построения решений уравнения
(13) с данными Коши.

Задача Коши. Пусть известны начальные условия: K(0, x) = K0(x). Требуется по-
строить решение уравнения(11), удовлетворяющее этим данным.

Используем для этого аппарат теории обобщенных функций [9]. Рассмотрим ре-
гулярные обобщенные функции вида Ĝ = H(τ)G(τ, x) , где H(τ) – функция Хеви-
сайда. Используя дифференцирование обобщенных функций ( D̂± ), получим D̂±K̂ =

Ĝ + δ(τ)K0(x) . Следовательно,

H(τ)K(τ, x) = D∓{H(τ)G ∗ ψ}+ G(0, x) ∗
x
ψ + D∓{K0(x) ∗

x
ψ} (13)
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(здесь знак " ∗
x

"означает, что свертка берется только по x ). Эта формула является
обобщением формулы Кирхгофа для решения задачи Коши для волнового уравнения [9].
Ее интегральная запись легко выписывается с учетом вида полной и неполной сверток
с ψ . А именно:

4πK(τ, x) = −D∓





∫

r≤τ

G(τ − r, y)

r
dV (y) + τ−1

∫

r=τ

K0(y)dS(y)



− τ−1

∫

r=τ

G(0, y)dS(y),

(14)
где r = ‖y − x‖, dV (y) = dy1dy2dy3 , dS(y) – дифференциал площади сферы.

Перейдем к бикватернионному представлению уравнений А-поля [2].

3. Бикватернионы А-поля. Вводятся бикватернионы: потенциал Φ = iφ − Ψ ,
напряженность A = 0+A , плотность заряда-тока Θ = −iρ−J , плотность энергии-
импульса Ξ = 0, 5A∗ ◦A = W + iP .

Уравнения Максвелла (1) – (2) в пространстве бикватернионов имеют простой вид:

D+A = Θ. (15)

Если потенциал удовлетворяет лоренцевой калибровке: ∂τφ− div Ψ = 0 , то

A = D−Φ.

Откуда, взяв соответствующий комплексный градиент, получаем волновые уравнения:

¤Φ = Θ, (16)

¤A = D−Θ. (17)

Отсюда следует, что просто последовательное (тройное) взятие комплексных гради-
ентов от потенциала А-поля определяет бикватернионы, соответствующие напряжен-
ности поля, зарядам и токам. Скалярная часть комплексного градиента кватерниона
энергии-импульса А-поля дает закон сохранения энергии [2].

Итак, заряды и токи – это просто физическое проявление комплексного градиента
напряженности ЭГМ-поля.

Задача Коши для уравнения Максвелла. Как следует из уравнения (13), при извест-
ных зарядах-токах и начальных данных A(0, x) = A0(x) решение (15) дается формулой:

4πA = −D−





∫

r≤τ

Θ(τ − r, y)

r
dV (y) + τ−1

∫

r=τ

A0(y)dS(y)



− τ−1

∫

r=τ

Θ(0, y)dS(y). (18)

Отсюда легко записать интегральные представления для векторов напряженности ЭГМ-
поля E,H.

4. Преобразование Лоренца К на М. Преобразования Лоренца бикватернионов
на пространстве Минковского удобно строить, используя алгебру кватернионов. Для
этой цели кватернизируем М, вводя комплексно-сопряженные бикватернионы: Z = τ +
ix , Z̄ = τ − ix . Легко видеть, что

Z = Z∗, Z̄ = Z̄∗, ‖Z‖2 =
∥∥Z̄

∥∥2
= (Z, Z̄), 〈Z〉2 =

〈
Z̄

〉2
= Z ◦ Z̄.
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Введем самосопряженные бикватернионы U = chθ + ieshθ, Ū = chθ− ieshθ, ‖e‖ = 1 ,
θ – действительное число, U ◦ Ū = 1 . Прямым вычислением доказываются следующие
леммы.

Лемма 4.1. Классическое преобразование Лоренца L : Z → Z
′ имеет вид :

Z′ = U ◦ Z ◦U, Z = Ū ◦ Z′ ◦ Ū.

Если вести обозначения: ch2θ = 1√
1−v2 , sh2θ = v√

1−v2 , |v| < 1, то скалярная и
векторная части бикватернионов запишутся в виде известных релятивистских формул:

τ ′ =
τ + v(e, x)√

1− v2
, x′ = (x− e(e, x)) + e

(e, x) + vτ√
1− v2

,

τ =
τ ′ − v(e, x)√

1− v2
, x = (x′ − e(e, x′)) + e

(e, x′)− vτ ′√
1− v2

,

что соответствует движению системы координат X в направлении вектора е с безраз-
мерной скоростью v. Легко видеть, что сохраняется псевдонорма:

〈Z′〉2 = U ◦ Z ◦U ◦ Ū ◦ Z̄ ◦ Ū = 〈Z〉2 .

Лемма 4.2. Сопряженные кватернионы W = cos ϕ + e sin ϕ, W∗ = cos ϕ− e sin ϕ,
‖e‖ = 1 , определяют группу преобразований на М, ортогональных на векторной части
Z : Z

′
= W ◦ Z ◦W∗, Z = W∗ ◦ Z

′ ◦W .
Это преобразование есть вращение вокруг вектора e на угол 2ϕ . Следствием этих

двух лемм является
Лемма 4.3. Преобразование Лоренца на М можно определить как преобразование

вида:
Z
′
= L ◦ Z ◦ L∗, Z = L∗ ◦ Z

′ ◦ L, (19)

где L = W ◦U = ch(θ + iϕ) + iesh(θ + iϕ), L∗ = U∗ ◦W∗ = ch(θ − iϕ) + iesh(θ − iϕ).
При этом 〈Z〉 = 〈Z′〉 .

Легко видеть, что L̄ ◦ L∗ = L∗ ◦ L̄ = 1 , поэтому псевдонорма Z сохраняется.
Взаимные комплексные градиенты при преобразованиях Лоренца L преобразуются

в соответствии со следующей леммой.
Лемма 4.4. Если Z

′
= L◦Z◦L∗ , то D′ = L̄∗ ◦D◦L, D = L◦D′ ◦ L̄∗, где D = D+

или D = D−.
На основе этой леммы рассмотрим, как меняется уравнение типа (11) при преобра-

зовании Лоренца.
Теорема 4.1. При действии преобразования Лоренца на M сохраняется вид урав-

нения (
∂

∂τ ′
± i∇′

)
K′ = G′,

где K
′
= L̄∗ ◦K ◦ L, G

′
= L̄∗ ◦G ◦ L.

Действительно, используя ассоциативность произведения и свойства L, получим

D′K′ =
(
L̄∗ ◦D ◦ L

) (
L̄∗ ◦K ◦ L

)
= L̄∗ ◦D ◦K ◦ L = L̄∗ ◦G ◦ L = G′.

Ч.т.д.
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Следовательно, преобразования Лоренца для уравнения Максвелла имеют вид:

D+A′ = Θ′, где A
′
= L̄∗ ◦A ◦ L, Θ

′
= L̄∗ ◦Θ ◦ L.

Расписывая эти формулы в подвижной системе координат (ϕ = 0 ), получим
Релятивистские формулы для напряженности, зарядов и токов:

A′ = (A− e(e, A)) + e
(e, A)√
1− v2

(20)

ρ′ =
ρ− v(e, J)√

1− v2
, J ′ = (J − e(e, J)) + e

(e, J)− vρ√
1− v2

. (21)

Как видим, напряженность А-поля здесь всегда увеличивается в направлении вектора
е. В отсутствие токов происходит увеличение заряда-массы. При наличии токов, в за-
висимости от направления их движения заряд-масса может как увеличиваться, так и
уменьшаться.

5. Третий закон Ньютона. Мощность и плотность объемных сил. Рассмот-
рим два ЭГМ-поля A и A′ , Θ и Θ′ – соответствующие им (или порождающие их)
заряды-токи. Назовем бикватернион

F = M − iF = Θ ◦A′ = −(iρ + J) ◦ A′ = (A′, J)− iρA′ + [A′, J ] (22)

плотностью мощности-силы, действующей со стороны поля A′ на заряды и токи поля
A . Действительно, с учетом (3),(4) скалярная часть имеет вид плотности мощности
действующих сил:

M = (A′, J) = c−1((E ′, jE) + (H ′, jH)) + i((B′, jE)− (D′, jH)). (23)

Выделяя действительную и мнимую части векторной составляющей бикватерниона, по-
лучим выражения для плотности объемных сил

(
F = FH + i FE

)
:

FH = ρEE ′ + ρHH ′ + jE ×B′ − jH ×D′, (24)

FE = c
(
ρEB′ − ρHD′) + c−1

(
E ′ × jE + H ′ × jH

)
. (25)

Здесь B = µH – аналог вектора магнитной индукции (в вихревой части совпадает с
ним), D = εE – вектор электрического смещения.

Напряженность гравитационного поля описывается потенциальной частью вектора
H, а роторная часть этого вектора описывает магнитное поле. Тогда скалярная часть
Θ, Θ′ содержит плотности электрического заряда и массы, а векторная – плотности
электрического тока и тока массы (количество движения массы).

Исходя из этих предположений, в формуле (24) стоят известные массовые силы по-
следовательно: кулоновская сила ρEE ′ , гравитационная сила ρHH ′ (точнее совпадает
с ней в потенциальной части Н’ ), сила Лоренца jE × B′ (точнее совпадает с ней в
вихревой части В’ )) и новая сила – D′× jH , которую назовем электромассовой. В дей-
ствительной части мощности (23) стоит мощность кулоновских, гравитационных и маг-
нитных сил. Мощность электромассовой силы в действительную часть (23) не входит,
т.к. она не работает на перемещениях массы, поскольку перпендикулярна ее скорости.
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Интересно, что мощность силы Лоренца в действительную часть (23) также не входит,
что свидетельствует в пользу того, что эта сила перпендикулярна скорости массы, хотя
непосредственно из уравнений Максвелла это не следует.

Естественно по аналогии предположить, что уравнения (25) описывают силы, вы-
зывающие изменение электрических токов (электрические силы), а в мнимой части M
стоят соответствующие им мощности.

В силу третьего закона Ньютона о действующих и противодействующих силах пред-
положим, что должно выполняться: F′ = −F. Отсюда получим

Закон о действии и противодействии полей

Θ ◦A′ = −Θ′ ◦A. (26)

Интересно, что в скалярной части он требует равенства плотностей мощностей соответ-
ствующих сил, действующих на заряды и токи другого поля, т.е. подобен известному в
механике сплошных средств тождеству взаимности Бетти, которое обычно записывается
для работы сил.

6. Второй закон Ньютона. Уравнение трансформации. Поле зарядов и токов
меняется под воздействием поля других зарядов и токов. Как известно, направление
наиболее интенсивного изменения скалярного поля описывает его градиент. По анало-
гии предположим, что изменение поля зарядов-токов происходит наиболее интенсивно,
условно говоря, в направлении его комплексного градиента. Естественно предположить,
что это изменение должно происходить в направлении мощности-силы, действующей
со стороны второго поля на первое. Поэтому закон изменения заряда-тока поля под
действием другого, подобный второму закону Ньютона, предложен в виде следующих
уравнений [7,8].

Уравнения взаимодействия зарядов-токов (полей):

κD−Θ = F ≡ Θ ◦A′, κD−Θ′ = Θ′ ◦A, (27)

Θ ◦A′ = −Θ′ ◦A, (28)

D+A = Θ, D+A′ = Θ′. (29)

Здесь уравнения (27) соответствуют второму закону Ньютона, записанному для зарядов-
токов каждого из взаимодействующих полей, а уравнение (28) – третьему. Вместе с
уравнениями Максвелла для этих полей (29) они дают замкнутую систему нелинейных
дифференциальных уравнений для определения A,A′,Θ,Θ′ . Введение константы вза-
имодействия κ связано с размерностью. Раскрывая скалярную и векторную части (27),
запишем

Уравнения трансформации зарядов-токов А-поля :

i κ (∂τρ + div J) = M, (30)

i κ (∂τJ − i rot J +∇ρ) = F. (31)

Рассмотрим вначале второе уравнение. С учетом (2), (3), (4) получим
Аналог второго закона Ньютона для зарядов-токов:

κ
(√

ε ∂τj
H +

√
µ rot jE + µ−0,5grad ρH

)
= ρEE ′ + ρHH ′ + jE ×B′ − jH ×D′, (32)
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κ
(√

µ ∂τj
E −√ε rot jH + ε−0,5grad ρE

)
= c

(
ρEB′ − ρHD′) + c−1

(
E ′ × jE + H ′ × jH

)
.

(33)
Аналогом количества движения массы здесь в (32) является κ

√
εjH . Уравнение (33)

описывает воздействие внешнего поля на электрические токи, его аналог автору неиз-
вестен.

Если одно поле намного сильнее второго, например, если W ′ >> W , то можно
изменением второго поля под воздействием зарядов и токов первого пренебречь. В этом
случае получаем замкнутую систему уравнений для определения движения зарядов и
токов первого поля под воздействием зарядов и токов второго: κD−Θ−Θ ◦A′ = 0 , где
A′ известно. Соответствующее им А-поле определяется уравнениями Максвелла .

Рассмотрим первое уравнение (30). Очевидно, это закон сохранения для зарядов-
токов, который в правой части содержит мощность внешних действующих силМ. Только
приМ=0, например, в отсутствии внешних полей и соответствующих им зарядов и токов
справа будет стоять 0. Тогда этот закон принимает хорошо известный вид: ∂τρ+div J = 0,
который следовал из уравнений Максвелла (см. теорема 1.1.).

Значит, при взаимодействии ЭГМ-полей уравнения Максвелла несколько меняют
вид, а именно: появляется скалярная часть у бикватерниона напряженности поля

A = ia(τ, x) + A(τ, x).

Из системы уравнений (27) – (29) следует, что

¤A = D−Θ = κ−1F. (34)

Откуда имеем
−i κ¤ a = M. (35)

Заметим, что в системе уравнений Максвелла (1) – (2) первое уравнение определяет
токи, второе уравнение является определением заряда, а закон сохранения заряда явля-
ется следствием этих двух уравнений. Его получаем, взяв дивиргенцию в (1) с учетом
(2). Однако, последовательный бикватернионный подход, как здесь показано, приво-
дит к модификации системы уравнений Максвелла, которая, как следует из (29), имеет
следующий вид:

Модифицированные уравнения Максвелла

J = −∂τA− i rotA + grad a, (36)

ρ = div A− ∂τa. (37)

Если заряды и токи известны, эта система уравнений для определения a и A замкнута.
Только в замкнутых системах (при отсутствии внешних полей) a = 0 и она приобретает
вид (1) – (2).

Задача Коши для уравнения трансформации. Используя формулу (12), получим

κΘ(τ, x) = D+{H(τ)F(τ, x) ∗ ψ}+ F(0, x) ∗
x
ψ + κD+{Θ(0, x) ∗

x
ψ}. (38)

Уравнения дают систему интегральных уравнений для определения Θ , поскольку пра-
вая часть содержит Θ в F.
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Преобразования Лоренца уравнения трансформации. (Здесь штрих означает коор-
динаты в подвижной системе координат.) Согласно теореме 4.1 преобразования Лоренца
для A, Θ, F имеют следующий вид:

A
′
= L̄∗ ◦A ◦ L, Θ

′
= L̄∗ ◦Θ ◦ L, F

′
= L̄∗ ◦ F ◦ L. (39)

Заметим, что преобразование Лоренца для мощности-силы взаимодействия двух полей
вида (22) имеет тот же вид:

F′ = Θ′
1 ◦A′

2 = L̄∗ ◦Θ1 ◦ L ◦ L̄∗ ◦A2 ◦ L = L̄∗ ◦Θ1 ◦A2 ◦ L = L̄∗ ◦ F ◦ L.

Для ϕ = 0 соотношения (39) эквивалентны равенствам (20)-(21) и

F′ = (Mch2θ − (e, F )sh2θ) + i{F + 2e(e, F )sh2θ −Mesh2θ} ⇒
Релятивистские формулы для мощности и силы:

M ′ =
M + v(e, F )√

1− v2
, F ′ = (F − e(e, F )) + e

(e, F )− vM√
1− v2

. (40)

Итак, мощность также зависит от скорости системы координат. И если в исходной си-
стеме она равна нулю, то в другой будет равна нулю только в отсутствии внешних сил
F = 0 . Поэтому постулировать закон сохранения заряда в традиционном виде (8) для
открытых систем (систем, подверженных внешним воздействиям) нельзя .

8. Первый закон Ньютона. Свободное поле. Рассмотрим А-поле, порождаемое
Θ в отсутствии других зарядов-токов. Назовем такое поле свободным.

В этом случае F = 0 , поэтому аналогом первого закона Ньютона об инерции массы
в отсутствии действующих на нее сил здесь, как следует из (27) , естественно принять

Закон инерции для зарядов-токов А-поля:

D−Θ = 0, (41)

что эквивалентно равенствам:

∂τρ + div J = 0, ∂τJ − i rot J +∇ρ = 0,

или для исходных величин:

∂tρ
E + div jE = 0, ∂τj

E =
√

ε/µ rot jH − c grad ρE, (42)

∂tρ
H + div jH = 0, ∂τj

H = −
√

µ/ε rot jE − c grad ρH . (43)

Следовательно, закон сохранения заряда в виде (8) выполняется в отсутствии внешних
полей. В этом случае решение задачи Коши имеет вид:

κΘ(τ, x) = κD−{Θ0(x) ∗
x
ψ} = −κH(τ)

4π
D−



τ−1

∫

r=τ

Θ0(y)dS(y)



 , (44)

В [7,8] для сохранения этого закона было введено предположение: M=0. Как здесь показано, это
было неверное предположение.
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а напряженность А-поля определяется соотношениями (18).

10. Первое начало термодинамики. Аналогично плотности энергии-импульса А-
поля введем плотность энергии-импульса поля зарядов-токов:

0, 5Θ ◦Θ∗ =

(
‖ρE‖2

ε
+
‖ρH‖2

µ
+ Q

)
+ i

(
PJ −

√
µ

ε
ρEjE −

√
ε

µ
ρHjH

)
, (45)

которая содержит плотность энергии токов

Q = 0, 5 ‖J‖2 = 0, 5
(
µ

∥∥jE
∥∥2

+ ε
∥∥jH

∥∥2
)

,

где первое слагаемое включает джоулево тепло
∥∥jE

∥∥2 , а второе – плотность кинетиче-
ской энергии массовых токов

∥∥jH
∥∥2 , но не только, т.к. в них входит и энергия вихревой

части токов (магнитных токов). Здесь также введен вектор PJ , подобный вектору Пойн-
тинга, но для токов:

PJ = 0, 5i J × J̄ = c−1
[
jH , jE

]
.

Если гравимагнитный и электрический токи параллельны, либо один из них отсутствует
(нулевой), то PJ = 0 . В общем случае PJ 6= 0 .

Умножим скалярно уравнение (31) на −iJ̄ , сложим с соответствующим комплексно-
сопряженным и поделим на 2. В результате получим

Закон сохранения энергии зарядов-токов Θ -поля:

κ
(
∂τQ− div PJ + Re

(∇ρ, J̄
))

= Im
(
F, J̄

)
= c−1

(
(FH , jH) + (FE, jE)

)
, (46)

аналогичный закону сохранения энергии для А-поля (теорема 1.1.). Однако в левой
части появилось третье слагаемое. Нетрудно видеть, что этот закон подобен первому
началу термодинамики. Здесь второй и третий члены в левой части обозначим −U .
Функция

U = div PJ −
√

µ/ε
(∇ρE, jE

)−
√

ε/µ
(∇ρH , jH

)

характеризует собственную скорость изменения плотности энергии токов Θ -поля. Пра-
вая часть (46), зависящая от мощности действующих внешних сил, может увеличивать
или уменьшать эту скорость.

Для свободного поля первое начало термодинамики имеет вид:

∂τQ = U.

Интегрируя (46) по пространственно-временному цилиндру {(D−+D)× (0, t)} и ис-
пользуя формулу Остроградского-Гаусса, получим интегральное представление первого
начала термодинамики:

∫

D−

(Q(x, t)−Q(x, 0))dV (x) =

t∫

0

dt

∫

D

(PJ , n) dD(x)−

−
t∫

0

dt

∫

D−

{ε−1
(∇ρE, jE

)
+ µ−1(∇ρH , jH) }dV (x)+
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+c−1

t∫

0

dt

∫

D−

{
(FH , jH) + (FE, jE)

}
dV (x).

Здесь n(x) – вектор единичной нормали к границе D открытой области D− в R3 .

11. Уравнения суммарного поля и энергия взаимодействий. Если есть несколь-
ко (N) взаимодействующих полей, порождаемых различными зарядами и токами, то
уравнения (27) примут вид:

κD+Θk + Θk ◦
∑

m6=k

Am = 0, D+Ak + Θk = 0, k = 1, ..., N, (47)

D+Am ◦Ak + D+Ak ◦Am = 0, k 6= m. (48)

Суммарное поле, как легко видеть (суммируя (47) по k ), в силу (47) является свобод-
ным, поскольку аналогично механике взаимодействующих тел, все действующие силы
– внутренние.

Итак, взаимодействующие поля удовлетворяют аналогу второго закона Ньютона для
полей (47), (48), а для суммарного заряда-тока выполняется равенство

D+Θ = D+

M∑
m=1

Θm = 0. (49)

Уравнения суммарного поля являются следствием и дают первые интегралы взаи-
модействующих полей зарядов-токов. Если в начальный момент времени заряды-токи
известны, система (45) -(46) позволяет определять создаваемые ими поля и их совмест-
ное изменение во времени и пространстве.

Рассмотрим законы преобразования энергии полей при взаимодействии различных
зарядов-токов.

Энергия-импульс для суммарного поля зарядов-токов имеет вид:

ΞΘ = 0, 5Θ ◦Θ∗ = 0, 5
N∑

k=1

Θk ◦
N∑

l=1

Θ∗l = 0, 5

(
N∑

k=1

Θk ◦Θ∗k +
∑

k 6=l

Θk ◦Θ∗l
)

=

=
N∑

k=1

W
(k)
Θ + i

N∑

k=1

P
(k)
Θ + δΞΘ.

Здесь первое слагаемое – это сумма энергий-импульсов взаимодействующих зарядов-
токов.

Введем бикватернион энергии-импульса взаимодействия. Его действительная часть
описывает энергию-импульс взаимодействия одноименных зарядов и токов, а мнимая
часть – разноименных:

δΞΘ = δWΘ + iδPΘ =
∑

k 6=l

Ξkl
Θ , Ξkl

Θ = 0, 5
(
Θk ◦Θ∗l + Θl ◦Θ∗k) ,

Ξkl
Θ = Re

(
ρkρ∗l +

(
Jk, J∗l

))− i
{
Re

(
ρkJ∗l + ρ∗lJk

)
+ Im

[
Jk, J∗l

]}
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или в исходных обозначениях

Ξkl
Θ =

ρE(k)ρE(l)

√
εkεl

+
ρ(k)HρH(l)

√
µkµl

+
√

µkµl

(
j(k)E, j(l)E

)
+
√

εkεl

(
j(k)H , j(l)H

)−

−i

{√
µl

εk

ρ(k)Ej(l)E +

√
εl

µk

ρ(k)Hj(l)H +

√
µk

εl

ρ(l)Ej(k)E +

√
εk

µl

ρ(l)Hj(k)H −

−√εkµl

[
j(l)E , j(k)H

]
+
√

εlµk

[
j(k)E, j(l)H

]}
.

В результате получаем условия преобразования энергии при взаимодействии зарядов-
токов: выделение энергии, если δWΘ > 0 ; поглощение энергии, если δWΘ < 0 ; сохране-
ние энергии, если δΞΘ = 0 .

Заключение. Предложенные здесь уравнения взаимодействия ЭГМ-полей осно-
ваны на гипотезе о магнитном заряде-массе, симметризующем уравнения Максвелла.
Это позволило назвать такие поля электро-гравимагнитными и построить законы их
преобразования и взаимодействия, во многом аналогичные законам Ньютона для мате-
риальных тел. Исследование этих уравнений на инвариантность при преобразованиях
Лоренца показало, что гипотезу об инвариантности закона сохранения заряда-массы для
модели ЭГМ-поля, рассмотренной в [7,8], принимать нельзя. Здесь показано, что необхо-
димо введение скалярного поля a(τ, x) в бикватернион напряженности ЭГМ-поля. Это
приводит к модификации уравнений Максвелла.

Заметим, что введение a(τ, x) несколько видоизменит правую часть уравнения транс-
формации (31), которую нетрудно выписать, используя бикватернионную форму этого
уравнения (27), вид которой не изменяется.
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УДК 519.624

О КОРРЕКТНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ДВУХТОЧЕЧНОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ НАГРУЖЕННЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Э. А. Бакирова

Институт Математики МОН РК
050010 Алматы ул. Пушкина, 125 anar@math.kz, dzhumabaev@list.ru

Получены необходимые и достаточные условия корректной разрешимости двухточечной краевой
задачи для нагруженных дифференциальных уравнений на конечном интервале, где концы ин-
тервала являются точками нагрузки. Установлена взаимосвязь между константой корректной раз-
решимости исследуемой задачи и числом, ограничивающим сверху норму матрицы [ eH−1Qν(l)]−1,
где eH – диагональная матрица, элементы матрицы Qν(l) составляются по матрицам граничных
условий и интегралам от матриц правой части нагруженного дифференциального уравнения.

На отрезке [0, T ] рассматривается линейная двухточечная краевая задача для нагруженных
дифференциальных уравнений

dx

dt
= A(t)x +

m∑

i=0

Ki(t)x(θi) + f(t), t ∈ [0, T ], 0 = θ0 < θ1 < ... < θm−1 < θm = T, (1)

Bx(0) + Cx(T ) = d, d ∈ Rn, ‖x‖ = max
k=1,n

|xk|, (2)

где (n× n) матрицы A(t), Ki(t), i = 0, 1, ..., m, и n- вектор-функция f(t) непрерывны на [0, T ],
B, C – (n× n) – матрицы.

Краевые задачи для нагруженных дифференциальных уравнений встречаются в различных
задачах приложения [1,2]. Такие задачи также возникают при аппроксимации краевых задач
для интегро-дифференциальных уравнений. Коэффициентные признаки однозначной разре-
шимости задачи (1),(2), когда θm = T не входит в число точек нагрузок, на основе метода
параметризации [3] получены в [4].

Пусть hj = θj − θj−1, j = 1,m. Возьмем число l ∈ N и по нему произведем разбиение

[0, T ) =
ml⋃
r=1

[tr−1, tr), где t0 = θ0 = 0, til = θi, i = 1,m, h1
l = ts − ts−1, s = 1, l , h2

l = ts − ts−1,

Keywords: loaded ordinary differential equation, two-point boundary value problem, parameterization method,
unique solvability
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s = l + 1, 2l, . . . , hm
l = ts − ts−1, s = (m− 1)l + 1,ml. Сужение функции x(t) на r - ый

интервал [tr−1, tr) обозначим через xr(t). Введя дополнительные параметры λr = xr(tr−1)
и на каждом интервале [tr−1, tr), r = ml, произведя замену ur(t) = xr(t)−λr, получим краевую
задачу с параметрами

dur

dt
= A(t)[ur(t) + λr] +

m−1∑

i=0

Ki(t)λil+1 + Km(t)λml + Km(t) lim
t→T−0

uml(t) + f(t), (3)

ur(tr−1) = 0, t ∈ [tr−1, tr), r = 1,ml, (4)

Bλ1 + Cλml + C lim
t→T−0

uml(t) = d, (5)

λs + lim
t→ts−0

us(t) = λs+1, s = 1, ml − 1. (6)

Если пара (λ, u[t]), где λ = (λ1, λ2, ..., λml)
′ ∈ Rnml, u[t] =

(
u1(t), u2(t), . . . , uml(t)

)′
– ре-

шение задачи (3) – (6), то функция x(t), определяемая равенствами x(t) = (λ1 + u1(t), λ2 +
u2(t), ..., λml+ +uml(t)), x(T ) = λml + lim

t→T−0
uml(t), является решением задачи (1),(2). И на-

оборот, если x̃(t) – решение задачи (1),(2), то пара (λ̃, ũ[t]), где λ̃ = (x̃(0), x̃(t1), ..., x̃(tml−1)),
ũ[t] = (x̃(t)− x̃(0), x̃(t)− −x̃(t1), ..., x̃(t)− x̃(tml−1)) будет решением задачи (3)-(6).

Появление начальных условий ur(tr−1), r = 1,ml, позволяют при фиксированных λ =
= (λ1, λ2, ..., λml) определить функции ur(t), r = 1,ml, из интегральных уравнений Вольтерра
второго рода

ur(t) =

t∫

tr−1

A(τ)[ur(τ) + λr]dτ +

t∫

tr−1

m−1∑

i=0

Ki(τ)λil+1dτ +

t∫

tr−1

Km(τ)λmldτ+

+

t∫

tr−1

Km(τ) lim
t→T−0

uml(t)dτ +

t∫

tr−1

f(τ)dτ, t ∈ [tr−1, tr), r = 1,ml. (7)

В уравнении (7) при r = ml вместо uml(τ) подставляя соответствующую правую часть и по-
вторив этот процесс ν (ν = 1, 2, . . . ) раз, затем переходя к пределу при t → T − 0, имеем

lim
t→T−0

uml(t) =

T∫

tml−1

A(τ1)...

τν−1∫

tml−1

A(τν)uml(τν)dτν ...dτ1 +
[ T∫

tml−1

A(τ1)dτ1 + ... +

T∫

tml−1

A(τ1)...

...

τν−1∫

tml−1

A(τν)dτν ...dτ1

]
λml +

[ T∫

tml−1

m−1∑

i=0

Ki(τ1)dτ1 + ... +

T∫

tml−1

A(τ1)...

τν−1∫

tml−1

m−1∑

i=0

Ki(τν)dτν ...dτ1

]
×

×λil+1 +
[ T∫

tml−1

Km(τ1)dτ1 + ... +

T∫

tml−1

A(τ1)...

τν−2∫

tml−1

A(τν−1)

τν−1∫

tml−1

Km(τν)dτν ...dτ1

]
λml+

+

T∫

tml−1

f(τ1)dτ1 + ... +

T∫

tml−1

A(τ1)...

τν−2∫

tml−1

A(τν−1)

τν−1∫

tml−1

f(τν)dτν ...dτ1+
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+
[ T∫

tml−1

Km(τ1)dτ1 + ... +

T∫

tml−1

A(τ1)...

τν−2∫

tml−1

A(τν−1)

τν−1∫

tml−1

Km(τν)dτν ...dτ1

]
lim

t→T−0
uml(t).

Предполагая обратимость матрицы

Pν(l) = I −
T∫

tml−1

Km(τ1)dτ1 − ...−
T∫

tml−1

A(τ1)...

τν−2∫

tml−1

A(τν−1)

τν−1∫

tml−1

Km(τν)dτν ...dτ1,

здесь I− единичная матрица размерности (n×n), получим представление предельного значения
функции uml(t) в следующем виде

lim
t→T−0

uml(t) =

= [Pν(l)]−1
[
Gνml(uml, T ) + Dνml(T )λml +

m−1∑

i=0

H i
νml(T )λil+1 + Hm

νml(T )λml + Fνml(T )
]
. (8)

Введем обозначения

Dνr(t) =

t∫

tr−1

A(τ1)dτ1 + ... +

t∫

tr−1

A(τ1)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1)

τν−1∫

tr−1

A(τν)dτν ...dτ1,

H i
νr(t) =

t∫

tr−1

Ki(τ1)dτ1 + ... +

t∫

tr−1

A(τ1)...

τν−1∫

tr−1

Ki(τν)dτν ...dτ1, i = 0,m,

Fνr(t) =

t∫

tr−1

f(τ1)dτ1 + ... +

t∫

tr−1

A(τ1)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1)

τν−1∫

tr−1

f(τν)dτν ...dτ1,

Gνr(u, t) =

t∫

tr−1

A(τ1)...

τν−2∫

tr−1

A(τν−1)

τν−1∫

tr−1

A(τν)ur(τν)dτν ...dτ1, r = 1, ml.

Снова в уравнении (7) вместо ur(τ) подставив соответствующую правую часть и повторив этот
процесс ν раз, с учетом (8) получим представление функции ur(t) вида

ur(t) = Dνr(t)λr +
m−1∑

i=0

H i
νr(t)λil+1 + Hm

νr(t)λml + Fνr(t) + Gνr(u, t) + Hm
νr(t)×

×[Pν(l)]−1
[
Gνml(uml, T ) + Dνml(T )λml +

m−1∑

i=0

H i
νml(T )λil+1 + Hm

νml(T )λml + Fνml(T )
]
. (9)

Переходя в правой части (9) к пределу при t → tr − 0, подставив соответствующие значения в

условия (5),(6) и умножив (5) на
hm

l
, получим систему уравнений относительно неизвестных

параметров λ = (λ1, λ2, . . . , λml)
′
:

hm

l
Bλ1 +

hm

l
C

[
I +Dνml(T )+Hm

νml(T )+Hm
νml(T )[Pν(l)]−1Dνml(T )+Hm

νml(T )[Pν(l)]−1Hνml(T )
]
×
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×λml +
hm

l
C

[
I + Hm

νml(T )[Pν(l)]−1
] m−1∑

i=0

H i
νml(T )λil+1 =

hm

l

[
d− CFνml(T )−

−CHm
νml(T )[Pν(l)]−1Fνml(T )− CGνml(uml, T )− CHm

νml(T )[Pν(l)]−1Gνml(uml, T )
]
, (10)

[
I + Dνs(ts)

]
λs +

[
Hm

νs(ts) + Hm
νs(ts)[Pν(l)]−1Dνml(T ) + Hm

νs(ts)[Pν(l)]−1Hm
νml(T )

]
λml+

+
m−1∑

i=0

[
Hνs(ts) + Hm

νs(ts)[Pν(l)]−1H i
νml(T )

]
λil+1 − λs+1 = −Fνs(ts)−Hm

νs(ts)×

×[Pν(l)]−1Fνml(T )−Gνs(us, ts)−Hm
νs(ts)[Pν(l)]−1Gνml(uml, T ), s = 1,ml − 1. (11)

Обозначив через Qν(l) матрицу, соответствующую левой части системы (10),(11), и введя век-
торы

Fν(l) =
(
− hm

l
d +

hm

l
CFνml(T ) +

hm

l
CHm

νml[Pν(l)]−1Fνml(T ), Fν,1(t1) + Hm
ν1(t1)×

×[Pν(l)]−1Fνml(T ), . . . , Fνml−1(tml−1) + Hm
νml−1(tml−1)[Pν(l)]−1Fνml(T )

)′
,

Gν(u, l) =
(hm

l
CGνml(uml, T ) +

hm

l
CHm

νml(T )[Pν(l)]−1Gνml(uml, T ), Gν1(u1, t1) + Hm
ν1(t1)×

×[Pν(l)]−1Gνml(uml, T ), . . . , Gνml−1(uml−1, tml−1) + Hm
νml−1(tml−1)[Pν(l)]−1Gνml(uml, T )

)′
,

запишем ее в виде
Qν(l)λ = −Fν(l)−Gν(u, l), λ ∈ Rnml. (12)

Таким образом, для нахождения неизвестных пар (λ, u[t]) – решения задачи (3) – (6) – имеем
замкнутую систему уравнений (7),(12).

Следующее утверждение, устанавливающее достаточные условия однозначной разрешимо-
сти задачи (1),(2) и оценку ее решения, получено в [5].

Теорема 1 ([5], с.29). Пусть при некоторых l ∈ N и ν ∈ N матрицы Pν(l) : Rn → Rn,
Qν(l) : Rnml → Rnml обратимы и выполняются неравенства:

а) µν(T ) = ‖[Pν(l)]−1‖eαhm
l

hm

l

(αhm

l

)ν 1
ν!

β < 1, б) ‖[Qν(l)]−1‖ ≤ γν(l),

в) qν(l) = γν(l)max
(
1,

hm

l
‖C‖

)(
1 + β

h

l

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!
‖[Pν(l)]−1‖

)
×

×
{

e
αh
l −

ν∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!
+ (m + 1)β

h

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
+ β

h

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
×

× 1
1− µν(T )

(
e

αhm
l − 1 + e

αhm
l

hm

l
(m + 1)β + e

αhm
l

hm

l
β‖[Pν(l)]−1‖σ(T )

)}
< 1,

где h = max
j=1,m

hj , σ(T ) =
ν∑

j=1

(
αhm

l
)j 1

j!
+ (m + 1)β

hm

l

ν−1∑

j=0

(
αhm

l
)j 1

j!
,

α, β – числа, ограничивающие сверху нормы матриц A(t), Ki(t).
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Тогда двухточечная краевая задача для нагруженных дифференциальных уравнений (1),(2)
имеет единственное решение x∗(t) и для него справедлива оценка

‖x∗‖1 ≤ Mν(l)max(‖f‖1, ‖d‖) (13)

с Mν(l) =
{

γν(l)
[
e

αh
l − 1 + e

αh
l

h

l
(m + 1)β + e

αh
l

h

l
β

1
1− µν(T )

(
e

αhm
l − 1 + e

αhm
l

hm

l
(m + 1)β+

+e
αhm

l
hm

l
β‖[Pν(l)]−1‖σ(T )

)]
max

[
1 + ‖C‖

ν−1∑

j=0

(αhm

l

)j 1
j!

hm

l
+ ‖C‖βhm

l

ν−1∑

j=0

(αhm

l

)j 1
j!
×

×‖[Pν(l)]−1‖
ν−1∑

j=0

(αhm

l

)j 1
j!

hm

l
, max
i=1,ml−1

( ν−1∑

j=0

(αhi

l

)j 1
j!

+ β

ν−1∑

j=0

(αhi

l

)j 1
j!
‖[Pν(l)]−1‖×

×
ν−1∑

j=0

(αhm

l

)j 1
j!

hm

l

)]
+e

αh
l +e

αh
l

β

1− µν(T )
[e

αhm
l

hm

l
+e

αhm
l

hm

l
β‖[Pν(l)]−1‖

ν−1∑

j=0

(αhm

l

)j 1
j!

hm

l
]
}
×

×h

l

{
γν(l)

[
e

αh
l + e

αh
l

h

l
(m + 1)β + e

αh
l

h

l

β

1− µν(T )

(
e

αhm
l − 1 + e

αhm
l

hm

l
(m + 1)β+

+e
αhm

l
hm

l
β‖[Pν(l)]−1‖σ(T )

)]
max

(
1,

hm

l
‖C‖

) 1
1− qν(l)

(
1 +

h

l
β

ν−1∑

j=0

(αh

l

)j 1
j!
‖[Pν(l)]−1‖

)
×

×
(αh

l

)ν 1
ν!

+ 1
}

+ γν(l)max
{

1 + ‖C‖
ν−1∑

j=0

(αhm

l

)j 1
j!

hm

l
+ ‖C‖βhm

l

ν−1∑

j=0

(αhm

l

)j 1
j!
‖[Pν(l)]−1‖×

×
ν−1∑

j=0

(αhm

l

)j 1
j!

hm

l
, max
i=1,ml−1

( ν−1∑

j=0

(αhi

l

)j 1
j!

+ β

ν−1∑

j=0

(αhi

l

)j 1
j!
‖[Pν(l)]−1‖

ν−1∑

j=0

(αhm

l

)j 1
j!

hm

l

)}h

l
.

Определение. Краевая задача (1),(2) называется корректно разрешимой, если для любых
f(t), d существует единственное решение x∗(t) и для него справедлива оценка

‖x∗‖1 = max
t∈[0,T ]

‖x∗(t)‖ ≤ K max(‖f‖1, ‖d‖),

где K – константа, независящая от f(t), d.
Число K называется константой корректной разрешимости задачи (1),(2).

Теорема 2. Краевая задача (1),(2) корректно разрешима тогда и только тогда, когда
для любого ν ∈ N, существует l = l(ν), при котором матрицы Pν(l), Qν(l) обратимы и
выполняются неравенства а), б), в) теоремы 1.

Доказательство.Достаточность условий для корректной разрешимости задачи (1),(2) сле-
дует из теоремы 1. Докажем необходимость. Матрица P∗(l) = lim

ν→∞Pν(l) имеет вид

P∗(l) = I −
T∫

tml−1

Km(τ1)dτ1 − ...−
T∫

tml−1

A(τ1)...

τν−2∫

tml−1

A(τν−1)

τν−1∫

tml−1

Km(τν)dτν ...dτ1 − . . . .

Так как ‖P∗(l)− I‖ ≤ β
αhm

l
e

hm
l , то выбрав l0, удовлетворяющим неравенству β

hm

l
e

αhm
l ≤ 1/2,

и используя теорему о малых возмущениях ограниченно обратимых операторов ([6], с.142),
получим обратимость матрицы P∗(l) и оценку ‖[P∗(l)]−1‖ ≤ 2 для всех l ≥ l0.
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Возьмем ν ∈ N, а l1 ≥ l0 выберем, удовлетворяющим неравенствам

2‖P∗(l)− Pν(l)‖ ≤ 2
hm

l
β
(
e

αhm
l −

ν−1∑

j=0

(
αhm

l
)j 1

j!

)
<

1
2
,

µν(T ) = ‖[Pν(l)]−1‖eαhm
l

hm

l

(αhm

l

)ν 1
ν!

β < 1.

Тогда по теореме о малых возмущениях ограниченно обратимых операторов получим обрати-
мость матрицы Pν(l) и справедливость неравенств ‖[Pν(l)]−1‖ ≤ 4, µν(T ) < 1 для всех l ≥ l1.

Теперь покажем, что существует l2 ≥ l1, при котором для всех l ≥ l2 справедлива оценка

‖[H̃−1Q∗(l)]−1‖ ≤ γ, (14)

где H̃ =
1
l
diag

(
hmI, h1I, ..., h1I︸ ︷︷ ︸

l

, h2I, ..., h2I︸ ︷︷ ︸
l

, ..., hm−1I, ..., hm−1I︸ ︷︷ ︸
l

, hmI, ..., hmI︸ ︷︷ ︸
l−1

),

γ – константа, не зависящая от l.
Для этого рассмотрим уравнение

H̃−1Q∗(l)λ = c, λ, c ∈ Rnml. (15)

Возьмем ε > 0, а l2 выберем, удовлетворяющим неравенству

l2

αh

(
e

αh
l2 − 1− αh/l2

)
≤ 2ε

(4 + ε)(2 + ε)
.

Тогда согласно лемме [3] для любых l ≥ l2 и c = (c1, c2, ..., cml) ∈ Rnml можно построить
непрерывную на [0, T ] вектор-функцию fc(t), удовлетворяющую условиям

1
ts − ts−1

F∗s(fc, ts) ≡ 1
ts − ts−1

ts∫

ts−1

fc(t)dt +
1

ts − ts−1

ts∫

ts−1

A(t)

t∫

ts−1

fc(τ)dτdt+

+
1

ts − ts−1

ts∫

ts−1

A(t)

t∫

ts−1

A(τ)

τ∫

ts−1

fc(τ1)dτ1dτdt + . . . = −cs+1, s = 1,ml − 1,

‖fc‖1 ≤ (1 +
ε

2
)‖c‖.

Для этого по cs+1, s = 1,ml − 1, по лемме [3] нужно построить непрерывные на [ts−1, ts),
s = 1,ml − 1 функции fs+1(t) такие, что fs+1(ts−1) = fs+1(ts) = 0, max

t∈[ts−1,ts]
‖fs+1(t)‖ ≤

(1 + ε
2)‖cs+1‖, 1

ts−ts−1
F∗s(fc, ts) = −cs+1, и определить функцию fc(t) равенствами

fc(t) = fs+1(t), t ∈ [ts−1, ts], s = 1, ml − 1,

fc(t) = 0, t ∈ [T − tml−1, T ].

Взяв dc = −c1, имеем −F∗(fc, dc, l) = c. Тогда согласно лемме из ([5], с.31) вектор
λc = (λc

1, λ
c
2, ..., λ

c
ml) с координатами λc

r = xc(tr−1), r = 1,ml, где xc(t) – решение задачи
(1),(2), при f(t) = fc(t), d = dc будет единственным решением систем уравнений и имеет место
оценка

‖[H̃−1Q∗(l)]−1F∗(dc, fc, l)‖ = ‖λc‖ =
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= max
r=1,ml

‖xc(tr−1)‖ ≤ ‖xc‖1 ≤ K max(‖fc‖1, ‖dc‖). (16)

Учитывая, что по построению функции fc(t) и выбору вектора dc имеет место неравенство

max(‖fc‖1, ‖dc‖) ≤ (1 +
ε

2
)‖c‖,

из (16) получим оценку
‖[H̃−1Q∗(l)]−1c‖ ≤ K(1 +

ε

2
)‖c‖.

Отсюда ввиду произвольности c ∈ Rnml получаем, что для всех l ≥ l2 справедлива оценка

‖[H̃−1Q∗(l)]−1‖ ≤
(
1 +

ε

2

)
K, (17)

где K− константа корректной разрешимости задачи (1),(2) и не зависит от l, т.е. (14) справед-
лива с γ = (1 + ε/2)K.

Далее, используя оценку

‖H̃−1Q∗(l)− H̃−1Qν(l)]‖ ≤ ‖H̃−1‖ · ‖Q∗(l)−Qν(l)‖ ≤ l

ĥ
max(1,

hm

l
‖C‖)

{
e

αh
l −

ν∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!
+

+(m + 1)β
h

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
+ ‖[P∗(l)]−1‖βh

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)(
e

αh
l − 1

)
+

+β
h

l

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
‖[P∗(l)]−1‖βh

l
‖[Pν(l)]−1‖

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
+

+β
h

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
‖[P∗(l)]−1‖(m + 1)β

h

l
e

αh
l + β

h

l

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!
‖[P∗(l)]−1‖βh

l
×

×
(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
‖[Pν(l)]−1‖(m + 1)β

h

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)}
, ĥ = min

j=1,m
hj , (18)

при выборе l3 ≥ l2, удовлетворяющим неравенству

K(1 + ε/2)l

ĥ
‖Q∗(l)−Qν(l)‖ ≤ ε

2(1 + ε)
,

по теореме о малых возмущениях ограниченно обратимых операторов получим обратимость
матрицы Qν(l) для всех l ≥ l3 и

‖[H̃−1Qν(l)]−1‖ ≤ K(1 + ε).

Так как

qν(l) =
K(1 + ε)l

ĥ
max(1,

hm

l
‖C‖)

(
1 + β

h

l

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!
‖[Pν(l)]−1‖

)
×

×
{

e
αh
l −

ν∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!
+ (m + 1)β

h

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(αh

l

)j 1
j!

)
+ β

h

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
×

× 1
1− µν(T )

(
e

αhm
l − 1 + e

αhm
l

hm

l
(m + 1)β + e

αm
l

hm

l
β‖[Pν(l)]−1‖σ(T )

)}
(19)
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и правая часть (19) стремится к нулю при l →∞, то найдется l4 ≥ l3 такое, что для всех l ≥ l4

матрица Qν(l) обратима и ‖[Qν(l)]−1‖ ≤ l

ĥ
K(1 + ε) = γν(l), qν(l) < 1. Теорема 2 доказана.

При обратимости матрицы P∗(l) для некоторого l ∈ N необходимые и достаточные условия
однозначной разрешимости задачи (1),(2) получены в [5].

В следующих утверждениях устанавливается взаимосвязь между константой корректной
разрешимости K задачи (1),(2) и числом, ограничивающим сверху норму матрицы [H̃−1Qν(l)]−1.

Теорема 3. Если краевая задача (1),(2) корректно разрешима с константой K, то для
любых ε > 0, ν ∈ N существует l = l(ε, ν), при котором матрицы Pν(l), Qν(l) обратимы для
всех l ≥ l(ε, ν) и справедлива оценка

‖[H̃−1Qν(l)]−1‖ ≤ (1 + ε)K. (20)

Доказательство. Пусть краевая задача (1),(2) корректно разрешима с константой K. Тогда,
как было показано при доказательстве теоремы 2, для любого ε > 0 существует l0 = l0(ε) > 0
такое, что при всех l ≥ l0(ε) матрица Q∗(l) обратима и для ее обратной справедлива оценка
(17). Снова используя оценку (18) и для заданного ν ∈ N выбирая l = l(ε, ν), удовлетворяющее
неравенству

K
(
1 +

ε

2

) l

ĥ
max(1,

hm

l
‖C‖)

{
e

αh
l −

ν∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!
+ (m + 1)β

h

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
+ ‖[P∗(l)]−1‖×

×β
h

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)(
e

αh
l −1

)
+β

h

l

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
‖[P∗(l)]−1‖βh

l
‖[Pν(l)]−1‖×

×
(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
+ β

h

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
‖[P∗(l)]−1‖(m + 1)β

h

l
e

αh
l + β

h

l

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!
×

×‖[P∗(l)]−1‖βh

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
‖[Pν(l)]−1‖(m + 1)β

h

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)}
<

ε

2(1 + ε)
,

получим обратимость матрицы H̃−1Qν(l) для всех l ≥ l(ε, ν) и справедливость оценки (20) с
γ = (1 + ε)K. Теорема 3 доказана.

Теорема 4. Пусть для некоторого ν ∈ N существует l0 = l0(ν) такое, что всех l ≥ l0(ν),
матрицы Pν(l), Qν(l) обратимы и справедлива оценка

‖[H̃−1Qν(l)]−1‖ ≤ γ, (21)

где γ − const, независящая от l.

Тогда краевая задача для нагруженных дифференциальных уравнений (1),(2) корректно
разрешима с константой K = γ.

Доказательство. Возьмем ν ∈ N и ему соответствующее l0 = l0(ν). Так как Qν(l) =
= H̃ · H̃−1 ·Qν(l), то согласно неравенству (21) справедлива оценка

‖[Qν(l)]−1‖ ≤ ‖[H̃−1Qν(l)]−1‖ · ‖H̃−1‖ ≤ γ
l

ĥ
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для всех l ≥ l0(ν). Тогда, учитывая соотношение

qν(l) = γ
l

ĥ
max

(
1,

hm

l
‖C‖

)(
1 + β

h

l

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!
‖[Pν(l)]−1‖

)
×

×
{

e
αh
l −

ν∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!
+ (m + 1)β

h

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
+ β

h

l

(
e

αh
l −

ν−1∑

j=0

(
αh

l
)j 1

j!

)
×

× 1
1− µν(T )

(
e

αhm
l − 1 + e

αhm
l

hm

l
(m + 1)β + e

αhm
l

hm

l
β‖[Pν(l)]−1‖σ(T )

)}

и выбирая l1 ≥ l0(ν), удовлетворяющим неравенству qν(l) < 1, из теоремы 1 получим коррект-
ную разрешимость задачи (1),(2). При этом оценка (13) справедлива для всех l ≥ l1. Заменяя

γν(l) на γ
l

ĥ
и переходя к пределу при l → ∞ в Mν(l), имеем ‖x∗‖1 ≤ γ max(‖f‖1, ‖d‖), т.е. за-

дача (1),(2) корректно разрешима с константой K = γ. Теорема 4 доказана.
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УДК 517.5

НЕРАВЕНСТВО РАЗНЫХ МЕТРИК В АНИЗОТРОПНЫХ
ПРОСТРАНСТВАХ ЛОРЕНЦА

Д.К. Дарбаева, Е.Д. Нурсултанов

ЕНУ им. Л.Н. Гумилева, Казахстанский филиал МГУ им. М.В. Ломоносова
010000 Астана ул. Мунайтпасова, 5 er-nurs@yandex.ru

В данной работе доказывается неравенство Бернштейна-Никольского для анизотропных пространств
Лоренца Lpq∗ , что позволяет раскрыть зависимость константы от сильных и слабых параметров
относительно каждой переменной.

Введение.

Пусть 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, k̄α =
∏n

j=1 (max(|kj |, 1))αj , α ∈ R,

Tn(x) =
n∑

k=−n

cke
2πikx, Tα

n (x) =
n∑

k=−n

ck|k̄|αe2πikx

– тригонометрические полиномы n-го порядка. Верны классические неравенства для тригоно-
метрических полиномов

‖Tα
n ‖L∞ ≤ nα‖Tn‖L∞ , (1)

‖Tn‖Lq ≤ cn
1
p
− 1

q ‖Tn‖Lp , (2)

которые называются соответственно неравенствами Бернштейна и Никольского ([1]). Эти нера-
венства являются фундаментальным аппаратом исследования в теории приближения, теории
функциональных пространств.

В пространствах с доминирующей смешанной производной наилучшие приближения реа-
лизуются на тригонометрических полиномах со спектром из гиперболических крестов, то есть
на множествах вида

ΓN = {k ∈ Zn : k̄ =
n∏

j=1

max(|kj |, 1) ≤ N}.

Keywords: Lorentz space, anisotropic space, strong and weak parametrs
2000 Mathematics Subject Classification: 35L20
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Следуя работе Темлякова [2], неравенство Бернштейна-Никольского примет следующий
вид: пусть 1 ≤ p ≤ r < ∞, α = α1 = ... = αν > αν+1 ≥ ... ≥ αn, α + 1

p > 0, тогда для
тригонометрических полиномов

TΓN (x) =
∑

k∈ΓN

cke
2πikx,

Tα
ΓN (x) =

∑

k∈ΓN

ck

n∏

j=1

max(|kj |)αje2πikjxj

‖T (α)
ΓN
‖L∞ ≤ cN

α+ 1
p (lnN)(1−

1
p
)(ν−1) ||TΓN

||Lp
. (3)

Если α ≥ 0, то
‖T (α)

ΓN
‖Lr ≤ cN

α+ 1
p
− 1

r ‖TΓN
‖Lp . (4)

В данной работе мы рассматриваем неравенство Бернштейна-Никольского в анизотропных
пространствах Лоренца Lpq∗ [3],[4], это позволяет достаточно полностью раскрыть природу
константы, а именно: ее зависимость от сильных и слабых параметров относительно каждой
переменной.

Пусть f – функция, измеримая относительно n мерной меры Лебега µ , определенная на
[0, 1]n ,

m(σ, f) = µ{x : |f(x)| > σ}
– ее функция распределения. Функция

f∗(t) = inf{σ : m(σ, f) ≤ t}
называется невозрастающей перестановкой функции f.

Пусть векторы p = (p1, . . . , pn), q = (q1, . . . , qn) удовлетворяют условиям: если 0 < qj < ∞ ,
то 0 < pj < ∞ , если qj = ∞ , то 0 < pj ≤ ∞ , j = 1, . . . , n. Для произвольной перестановки ∗ =
(j1, j2, ..., jn) последовательности (1, 2, ..., n) и q = (q1, q2, ..., qn) определим соответствующий
функционал

Φpq∗(ϕ) =




∫ ∞

0
. . .

(∫ ∞

0

∣∣∣∣t
1

p1
1 . . . t

1
pn
n ϕ(t1, . . . , tn)

∣∣∣∣
qj1 dtj1

tj1

) qj2
qj1

. . .
dtjn

tjn




1
qjn

,

здесь выражение
(∫∞

0 (G(s))q ds
s

)1/q при q = ∞ понимается, как sups>0 G(s) .
Пусть f(x1, ..., xn) – измеримая 1-периодическая функция, заданная в [0, 1]n . Через

f∗1,...,∗n(t1, ..., tn) обозначим функцию, полученную применением невозрастающей перестанов-
ки последовательно по переменным x1 ∈ Rm1 , ..., xn ∈ Rmn при фиксированных остальных
переменных. Данную функцию будем называть невозрастающей перестановкой функции f в
[0, 1]n .

Пространство Lpq∗[0, 1]n определяется как множество функций, для которых

‖f‖Lpq∗[0,1]n = Φpq∗(f∗1...∗n(·)) < ∞. (5)

1. Вспомогательные леммы.

Лемма 1. Пусть β0, β ∈ R, β > 0, 0 < qi ≤ ∞, γ > 0,

AM = 2β0M




M∑

kn=0

...




M−k2−...−kn∑

k1=0




n∏

j=1

2(β−β0)kj (M − k1 − ...− kn + 1)γ




q1



q2
q1

...




1
qn

, (6)
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тогда при β0 < β верно
AM ∼ 2βMM

1
q2

+ 1
q3

+...+ 1
qn .

Доказательство. Пусть β0 < β. Используя соотношение
∑N

k=0 2αk(N − k)β ∼ 2αN , при
α > 0 получим следующее:

A = 2β0M




M∑

kn=0

...




M−k2−...−kn∑

k1=0




n∏

j=1

2(β−β0)kj (M − k1 − ...− kn + 1)γ




q1



q2
q1

...




1
qn

∼

∼ 2β0M




M∑

kn=0

...




M−k3−...−kn∑

k2=0




n∏

j=2

2(β−β0)kj2(β−β0)(M−k2−...−kn+1)




q2



q3
q2

...




1
qn

∼

∼ 2βM




M∑

kn=0

...




M−k2−...−kn∑

k2=0

(1)q2




q3
q2

...




1
qn

∼

∼ 2βM




M∑

kn=0

...




M−k4−...−kn∑

k3=0

(
(M − k3 − ...− kn + 1)

1
q2

)q3




q4
q3

...




1
qn

∼

∼ 2βM




M∑

kn=0

...




M−k5−...−kn∑

k4=0

(
(M − k4 − ...− kn + 1)

1
q2

+ 1
q3

)q4




q5
q4

...




1
qn

∼

∼ ... ∼ 2βMM
1
q2

+ 1
q3

+...+ 1
qn .

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть β0, β ∈ R, β > 0, 0 < qi ≤ ∞, γ > 0,

AM = 2β0M




M∑

kn=0

...




M−k2−...−kn∑

k1=0




n∏

j=1

2(β−β0)kj (M − k1 − ...− kn + 1)γ




q1



q2
q1

...




1
qn

,

тогда при β0 > β верно
Am ∼ c2β0MMγ .

Доказательство. Пусть β0 > β. Из соотношения
∑N

k=0 2αk(N − k)β ∼ Nβ при α < 0 выте-
кает

A = 2β0M




M∑

kn=0

...




M−k2−...−kn∑

k1=0




n∏

j=1

2(β−β0)kj (M − k1 − ...− kn + 1)γ




q1



q2
q1

...




1
qn

∼

∼ 2β0M




M∑

kn=0

...




M−k3−...−kn∑

k2=0




n∏

j=2

2(β0−β0)kj (M − k2 − ...− kn + 1)γ




q2



q3
q2

...




1
qn

∼
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∼ 2β0M




M∑

kn=0

...




M−k4−...−kn∑

k3=0




n∏

j=3

2(β−β0)kj (M − k3 − ...− kn + 1)γ




q3



q4
q3

...




1
qn

∼

∼ ... ∼ 2β0MMγ .

Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть β0, β ∈ R, β > 0, 0 < qi ≤ ∞, γ > 0,

AM = 2β0M




M∑

kn=0

...




M−k2−...−kn∑

k1=0




n∏

j=1

2(β−β0)kj (M − k1 − ...− kn + 1)γ




q1



q2
q1

...




1
qn

,

тогда при β0 = β верно
AM ∼ 2βMM

γ+
Pn

i=1
1
qi .

Доказательство. Пусть β0 = β. Для доказательства используем, что
∑N

k+0 (N − k)β ∼ Nβ+1.
Имеем

A = 2βM




M∑

kn=0

...




M−k2−...−kn∑

k1=0

((M − k1 − ...− kn + 1)γ)q1




q2
q1

...




1
qn

∼

∼ 2βM




M∑

kn=0

...




M−k3−...−kn∑

k2=0

(
(M − k2 − ...− kn + 1)q1γ+1

) q2
q1




q3
q2

...




1
qn

∼

∼ 2βM




M∑

kn=0

...




M−k3−...−kn∑

k2=0

(
(M − k2 − ...− kn + 1)γ+ 1

q1

)q2




q3
q2

...




1
qn

∼

∼ 2βM




M∑

kn=0

...




M−k4−...−kn∑

k3=0

(
(M − k3 − ...− kn)γ+ 1

q1
+ 1

q2

)q3




q4
q3

...




1
qn

∼

∼ 2βM




M∑

kn=0

...




M−k5−...−kn∑

k4=0

(
(M − k4 − ...− kn)γ+ 1

q1
+ 1

q2
+ 1

q3

)q4




q5
q4

...




1
qn

∼

... ∼ 2βMM
γ+ 1

q1
+ 1

q2
+...+ 1

qn = 2βMM
γ+
Pn

i=1
1
qi .

Лемма доказана.

3. Неравенство разных метрик в анизотропных классах Лоренца.
Пусть α ∈ Rn, 1 < p = (p1, p2, ..., pn) < ∞, 0 < q = (q1, q2, ..., qn) ≤ ∞, ∗ = (j1, j2, ..., jn) –

некоторая перестановка последовательности (1, 2, ..., n).
Пространство Bα

pq∗ [0, 1]n определяется, как множество рядов f =
∑

k∈Zn ake
2πikx, для

которых конечна величина
‖f‖Bα

pq∗ [0,1]n =
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=




∞∑

kjn=0

...




∞∑

kj1
=0

(
2
Pn

j=1 αjkj‖∆k(f)‖Lp

)qj1




qj2
qj1

...




1
qjn

,

где ∆k(f) =
∑

2kj−1≤|mj |<2kj ame2πimx, k ∈ Zn
+.

Следующая лемма является следствием теоремы вложения из работы [5] (см.теорема 4).

Лемма 4. Пусть 1 < p1 = (p1
1, p

1
2, ..., p

1
n) < ∞, 1 < r = (r1, r2, ..., rn) < ∞, 0 < q =

(q1, q2, ..., qn) ≤ ∞, 1
p1

= 1
r − γ, тогда

Bγ
rq? [0, 1]n ↪→ Lp1q? [0, 1]n.

Для s ∈ Nn введем множество Qs такое,что

Qs = {k ∈ Zn : 0 ≤ |kj | ≤ 2sj , j = 1, ..., n}.

Ступенчатым гиперболическим крестом назовем множество

Λm = ∪s1+...+sn=mQs,

а гиперболическим крестом назовем множество

ΓN = {k ∈ Zn : k̄ =
n∏

j=1

max(|kj |, 1) ≤ N}.

Пусть TΓN
(x) =

∑
k∈ΓN

cke
2πikx, TΛm(x) =

∑
k∈Λm

cke
2πikx, kx = k1x1 + ... + knxn – три-

гонометрические многочлены, соответствующие гиперболическому кресту ΓN и ступенчатому
гиперболическому кресту Λm .

Пусть α = (α1, ..., αm) ∈ R , k̄α =
∏n

j=1(max(|kj |, 1))αj . Через Tα
ΓN

и Tα
Λm

обозначим
соответственно тригонометрические полиномы

∑

k∈ΓN

ckk̄
αe2πikx,

∑

k∈Λm

ckk̄
αe2πikx.

Теорема 1. Пусть N, m ∈ N, 1 < p = (p1, ..., pn) < ∞, 1 ≤ q = (q1, ..., qn) ≤ ∞,
α = (α1, ..., αn) ∈ Rn, β = max1≤j≤n(αj + 1

pj
), ? = (j1, ..., jn) – некоторая перестановка по-

следовательности (1, 2, ..., n), A = {j : αj + 1
pj

= β} , k0 = min{k : jk ∈ A}.
Если β > 0 , то

‖Tα
ΓN
‖L∞[0,1]n ≤ cp,qNβ(ln(N + 2))

(
P

j∈A
1
q′
j
)− 1

q′
jk0 ‖TΓN

‖Lpq? [0,1]n . (7)

Если β = 0, то

‖Tα
ΓN
‖L∞[0,1]n ≤ cp,q(ln(N + 2))

P
j∈A

1
q′
j ‖TΓN

‖Lpq? [0,1]n .
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Доказательство. Пусть N ∈ N и m ∈ N такое, что 2m−1 ≤ N < 2m, тогда Λm –
минимальный ступенчатый гиперболический крест, содержащий ΓN . Поэтому для полинома
Tα

ΓN
имеет место представление

Tα
ΓN

(y) =
∫

[0,1]n
Uα

Λm
(y − x)TΓN

(x)dx.

Тогда из неравенства Гельдера для пространств Lpq? [0, 1]n имеем

‖Tα
ΓN

(y)‖L∞ ≤ c‖Uα
Λm
‖L

p
′
q
′?‖TΓN

(x)‖Lpq? .

Рассмотрим Uα
Λm

(x) =
∑

k∈Λm
ckk̄

αe2πikx. Пусть q
′? =

(
q
′
1,q

′
2,...,q

′
n

j1,j2,...,jn

)
, где q

′
i = qi

qi−1 . Зафик-

сируем r ∈ Rn : 1 < r < p
′
.

Согласно лемме 4 величина ‖Uα
Λm
‖L

p
′
q
′∗ оценивается следующим образом:

‖Uα
Λm
‖L

p
′
q
′? ≤ c




∞∑

kjn=0

...




∞∑

kj1
=0




n∏

j=1

2
( 1

rj
− 1

p
′
j

)kj

‖∆kU
α
Λm
‖r




q
′
j1




q
′
j2

q
′
j1

...




1

q
′
jn

∼

∼ c




m∑

kjn=0

...




m−kj2
−...−kjn∑

kj1
=0




n∏

j=1

2
( 1

rj
− 1

p
′
j

+αj+
1

r
′
j

)kj




q
′
j1




q
′
j2

q
′
j1

...




1

q
′
jn

=

= c




m∑

kjn=0

...




m−kj2
−...−kjn∑

kj1
=0




n∏

j=1

2ϕjkj




q
′
j1




q
′
j2

q
′
j1

...




1

q
′
jn

,

где βj = αj + 1− 1

p
′
j

= αj + 1
pj

.

Пусть βj1 = βj2 = ... = βjl1
, где 1 ≤ l1 ≤ n,

‖Uα
Λm
‖p′q′? ≤ c




m∑

kjn=0

...




m−kjl1+1
−...−kjn∑

kjl1
=0

...




m−kj2
−...−kjn∑

kj1
=0

(
n∏

i=1

2βji
kji

)q
′
j1




q
′
j2

q
′
j1

...




q
′
jl1+1

q
′
jl1

...




1

q
′
jn

.

Применяя лемму 3 к последнему выражению, получим следующе

c




m∑

kjn=0

...
n∏

i=l1+1

2ϕji
kji




m−kjl1+1
−...−kjn∑

kjl1
=0

...
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...




m−kj3
−...−kjn∑

kj2
=0

(
l1∏

i=2

2βji
kji 2βj1

(m−kj2
−...−kjn+1)

)q
′
j2




q
′
j3

q
′
j2

...




...




1

q
′
jn

∼

∼ c2ϕj1
m




m∑

kjn=0

...
n∏

i=l1+1

2βji
kji




m−kjl1+1
−...−kjn∑

kjl1
=0

...




m−kj3
−...−kjn∑

kj2
=0

(1)q
′
j2




q
′
j3

q
′
j2


 ...




1

q
′
jn

∼

∼ c2βj1
m




m∑

kjn=0

...
n∏

i=l1+1

2βji
kji




m−kjl1+1
−...−kjn∑

kjl1
=0

...




m−kj4
−...−kjn∑

kj3
=0

(
(m− kj3 − ...− kjn + 1)

1

q
′
j2

)q
′
j3




q
′
j4

q
′
j3

...




...




1

q
′
jn

∼

∼ ... ∼ c2βj1
m




m∑

kjn=0

...




m−kjl1+2
−...−kjn∑

kjl1+1
=0

n∏

i=l1+1

(
2(βji

−β1)kji (m− kjl1+1
− ...− kjn + 1)

1

q
′
j2

+...+ 1

q
′
jl1

)q
′
jl1+1




q
′
jl1+2

q
′
jl1+1

...




1

q
′
jn

(8)

Пусть βjl1+1
= βjl1+2

= ... = βjl2
, где l1 + 1 ≤ l2 ≤ n, тогда выражение (8) будет равно

c2βj1
m




m∑

kjn=0

...

n∏

i=l2+1

2(βji
−βj1)kji




m−kjl2+1
−...−kjn∑

kjl2
=0

...

...




m−kjl1+2
−...−kjn∑

kjl1+1
=0




l2∏

i=l1+1

2(βji
−βj1

)kji (m− kjl1+1
− ...− kjn + 1)

1

q
′
j2

+...+ 1

q
′
jl1




q
′
jl1+1




q
′
jl1+2

q
′
jl1+1

...




...




1

q
′
jn

.

Выражение в квадратных скобках имеет форму (6) из леммы 1, где M = (m− kjl2+1
− ...−

− kjn), γ = 1

q
′
j2

+ 1

q
′
j3

+ ... + 1

q
′
jl1

.
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Воспользовавшись этой леммой, получим

c2βjl1+1
m




m∑

kjn=0

...




m−kjl2+2
−...−kjn∑

kjl2+1
=0




n∏

i=l2+1

2(βji
−βj1

)kji×

×
(
m− kjl1+1

− ...− kjn + 1
) 1

q
′
jl1+2

+...+ 1

q
′
jl2

)q
′
jl2+1




q
′
jl2+2

q
′
jl2+1

...




1

q
′
jn

.

А согласно лемме 2 имеем

c2βj1
m




m∑

kjn=0

...




m−kjl2+2
−...−kjn∑

kjl2+1
=0




n∏

i=l2+1

2(βji
−βij1 )kji×

×
(
m− kjl1+1

− ...− kjn + 1
) 1

q
′
j2

+...+ 1

q
′
jl1

)q
′
jl2+1




q
′
jl2+2

q
′
jl2+1

...




1

q
′
jn

.

Повторяем этот процесс далее и как только дойдем до максимального, мы заметим, что воз-
можны два случая, описываемые в леммах 2 и 3, то есть β0 > β , либо β0 = β . Если в первом
согласно лемме 2 форма (6) сохраняется, то во втором согласно лемме 3 будет идти накопление
в степенном показателе.

Таким образом, получили оценку
при β > 0

‖Uα
Λm
‖p′q′? ≤ Nβ(lnN)

(
P

j∈A
1

q
′
j

)− 1

q
′
jk0 ,

при β = 0

‖Uα
Λm
‖p′q′? ≤ N

P
j∈A

1

q
′
j .

Теорема доказана.

В случае, когда α = 0 , из теоремы 1 сдедует результат из работы [6].

Теорема 2.Пусть N, m ∈ N, 1 < p = (p1, ..., pn), r = (r1, ..., rn) < ∞, 0 < q = (q1, ..., qn),
d = (d1, ..., dn) ≤ ∞, α = (α1, ..., αn) ∈ Rn, β = max1≤j≤n(αj− 1

pj
+ 1

rj
), ? = (j1, ..., jn) некоторая

перестановка последовательности (1, 2, ..., n), A = {j : αj− 1
pj

+ 1
rj

= β} , k0 = min{k : jk ∈ A},
1
θi

=
(

1
qi
− 1

di

)
+

.

Если β > 0 , то

‖Tα
ΓN
‖Lpq? [0,1]n ≤ cNβ(ln(N + 2))

(
P

j∈A
1
θj

)− 1
θjk0 ‖TΓN

‖Lrd? [0,1]n . (9)
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Если β = 0, то

‖Tα
ΓN
‖Lpq? [0,1]n ≤ c(ln(N + 2))

P
j∈A

1
θj ‖TΓN

‖Lrd? [0,1]n .

Доказательство. Пусть N ∈ N и m ∈ N такое, что 2m−1 ≤ N < 2m, тогда Λm – мини-
мальный ступенчатый гиперболический крест, содержащий ΓN . Рассмотрим частичную сумму
ряда фурье Tα

ΓN
, для которой заметим, что

Tα
ΓN

(y) = Uα
Λm

∗ TΓN
.

Тогда из неравенства Юнга-О’Нейла для пространств Lpq? [0, 1]n имеем [8]

‖Tα
ΓN

(y)‖Lpq? ≤ c‖Uα
Λm
‖Lhθ?‖TΓN

(x)‖Lrd? .

Рассмотрим U
(α)
Λm

(x) =
∑

k∈Λm
ckk̄

αe2πikx. Пусть θ? =
(

θ1,θ2,...,θn

j1,j2,...,jn

)
, где 1

hi
=

(
1 + 1

pi
− 1

ri

)
.

Зафиксируем ν ∈ Rn : 1 < ν < h.
Для оценки ‖Uα

Λm
‖hθ? воспользуемся леммой 4:

‖Uα
Λm
‖hθ? ≤ c




∞∑

kjn=0

...




∞∑

kj1
=0




n∏

j=1

2
1
νj
− 1

hj
kj‖∆kU

α
Λm
‖ν




θj1




θj2
θj1

...




1
θjn

∼

∼ c




m∑

kjn=0

...




m−kj2
−...−kjn∑

kj1
=0




n∏

j=1

2
( 1

νj
− 1

hj
+αj+

1

ν
′
j

)νj




θj1




θj2
θj1

...




1
θjn

=

= c




m∑

kjn=0

...




m−kj2
−...−kjn∑

kj1
=0




n∏

j=1

2βjkj




θj1




θj2
θj1

...




1
θjn

,

где βj = α− 1
pj

+ 1
rj

.

Далее, применив к величине ‖Uα
Λm
‖hθ? преобразования, аналогичные в теореме 1, получим

следующую оценку:
при β > 0

‖Uα
Λm
‖hθ? ≤ Nβ(lnN)

(
P

j∈A
1
θj

)− 1
θjk0 ,

при β = 0

‖Uα
Λm
‖hθ? ≤ N

P
j∈A

1
θj .

Теорема доказана.

Форма константы в неравенствах (7),(9) позволяет видеть ”что за что“ отвечает. Так, лога-
рифмическая компонента связана со слабыми параметрами, а именно: с теми слабыми, которые
соответствуют сильным параметрам, реализующим max(αi− 1

pi
). Здесь также учитывается по-

рядок интегрирования так, что из
∑

i∈A
1

q
′
i

вычитается компонента 1

q
′
i0

, которая впервые встре-

чается при интегрировании в норме ‖ · ‖Lpq∗ , то есть учитывается параметр ∗ = (j1, j2, ..., jn).
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Данное наблюдение было невозможно увидеть в неравенстве (3)
Далее, если рассматривать неравенство (2) в классе Лоренца, то имеем

‖Tn‖Lqr ≤ cn
1
p
− 1

q ‖Tn‖Lpr . (10)

Как видим, слабые параметры не играют никакой роли в неравенствах разных метрик Ни-
кольского. В то же время в неравенстве (4) слабые параметры вносят существенный вклад,
что принципиально отличает это неравенство от классического случая.
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УДК 517.929

О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ СИЛЬНОГО
РЕШЕНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ С ОТКЛОНЯЮЩИМСЯ
АРГУМЕНТОМ

Кальменов Т.Ш., Шалданбаев А.Ш., Шоманбаева М.Т.

Институт математики МОН РК
160012 Шымкент пр.Тауке-Хана, 5 mtshomanbaeva@mail.ru

В настоящей работе получены условия существования и единственности сильного решения пери-
одической задачи для уравнения теплопроводности с отклоняющимся аргументом и с младшим
членом:

Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t) + aux(x, t) = f(x, t),

u|t=0 = 0, u|x=0 − u|x=l = ux|x=0 − ux|x=l = 0,

где f(x, t) ∈ L2(Ω) и a - const.

1. Постановка задачи. Пусть Ω⊂R2 - прямоугольник, ограниченный отрезками: AB : 0≤
≤ t≤ T, x = 0;BC : 0≤ x≤ l, t = T ;CD : 0≤ t≤ T, x = l; DA : 0≤ x≤ l, t = 0.

Через C2,1(Ω) обозначим множество функций u(x, t), дважды непрерывно дифференцируе-
мых по x и единожды непрерывно дифференцируемых по t в области Ω. Под границей области
Ω понимаем совокупность отрезков Γ = AB ∪AD ∪ CD.

Периодическая задача СМЧ. Найти решение уравнения

Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t) + aux(x, t) = f(x, t) (1)

с условиями
u|t=0 = 0, (2)

u|x=0 − u|x=l = ux|x=0 − ux|x=l = 0, (3)

где f(x, t) ∈ L2(Ω) и a - const.
Определение 1. Под регулярным решением задачи (1) − (3) будем понимать функцию

u(x, t)∈C2,1(Ω)∩C1,0(Ω), n=1,2,3,..., обращающую в тождество уравнение (1) и краевые усло-
вия (2) – (3).

Keywords: Heat conductivity equation, deviating argument.
2000 Mathematics Subject Classification: 42A16
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Определение 2. Функцию u(x, t) ∈ L2(Ω) назовем сильным решением задачи (1) – (3),
если существует последовательность функций {un} ∈ C2,1(Ω) ∩ C1,0

(
Ω

)
, удовлетворяющая

краевым условиям задачи такая, что {un} и {Lun}, n = 1, 2, 3, ..., сходятся в L2(Ω) соответ-
ственно к u и f .

Определение 3. Краевая задача (1)−−(3) называется сильно разрешимой, если сильное
решение задачи существует для любой правой части f(x, t) ∈ L2(Ω) и единственно [1].

Целью настоящей работы является получение условий существования сильного решения
краевой задачи (1) – (3) в пространстве L2(Ω).

2. О спектре периодической задачи с младшим членом.
2.1. О симметричности.

Лемма 2.1. Оператор L, соответствующий краевой задаче (1) – (2), симметрический
тогда и только тогда, когда a + ā = 0.

Доказательство. Пусть u, v ∈D(L) , т.е. u, v ∈ C2,1(Ω) и
u|t=0 = u|x=0 − u|x=l = ux|x=0 − ux|x=l = 0;
v|t=0 = v|x=0 − v|x=l = vx|x=0 − vx|x=l = 0.
Тогда имеют место равенства

(Lu, v) =
l∫

0

T∫

0

[ut(x, T − t) + uxx(x, t) + aux(x, t)] · v(x, t)dxdt = J1 + J2 + J3,

где

J1 =
l∫

0

T∫

0

ut(x, T − t) · v(x, t)dxdt =
l∫

0

dx


−

T∫

0

v(x, t)du(x, T − t)


 =

=
l∫

0

dx


−v(x, t) · u(x, T − t)|T0 +

T∫

0

[u(x, T − t)v̇(x, t)dt


 =

l∫

0

T∫

0

u(x, t)v̇(x, T − t)dtdx,

J2 =
l∫

0

T∫

0

uxx(x, t) · v(x, t)dxdt =
T∫

0

dt

l∫

0

v(x, t)dux(x, t) =

=
T∫

0


ux(x, t) v(x, t)

∣∣∣
l

0
−

l∫

0

vx(x, t)ux(x, t)dx


 dt = −

l∫

0

vx(x, t)ux(x, t)dxdt =

=
T∫

0


−vx(x, t) u(x, t)|l0 +

l∫

0

vxx(x, t)u(x, t)dx


 dt =

T∫

0

l∫

0

u(x, t)vxx(x, t)dxdt,

J3 =
l∫

0

T∫

0

aux(x, t) · v(x, t)dxdt =
T∫

0

dt


av(x, t)u(x, t)|l0 −

l∫

0

u(x, t)avx(x, t)dx


 =

= −
T∫

0

l∫

0

u(x, t)avx(x, t)dtdx =
T∫

0

l∫

0

u(x, t)[−āvx(x, t)]dtdx.

Следовательно,

(Lu, v) =
l∫

0

T∫

0

u(x, t) ·
[
v̇(x, T − t) + vxx(x, t)− āvx(x, t)

]
= (u, L∗v).
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Поэтому для симметричности оператора необходимо и достаточно выполнение равенства
a = −ā, a + ā = 0, т.е. чтобы величина a была чисто мнимой (Re a = 0).

2.2. О базисности собственных векторов.
Рассмотрим спектральную задачу, соответствующую краевой задаче (1) – (3):

Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t) + aux(x, t) = λu(x, t), (4)

u|t=0 = 0, (5)

u|x=0 − u|x=l = ux|x=0 − ux|x=l = 0. (6)

Для решения этой задачи воспользуемся методом разделения переменных. Полагая

u(x, t) = v(t) · w(x), (7)

имеем

u|t=0 = v(0) · w(x) = 0 ⇒ v(0) = 0;

u|x=0 − u|x=l = v(t) · (w(0)− w(l)) = 0 ⇒ w(0)− w(l) = 0;

ux|x=0 − ux|x=l = v(t) · (w′(0)− w′(l)) = 0 ⇒ w′(0)− w′(l) = 0.

Подставив (7) в уравнение (4), получим

v̇(T − t) · w(x) + v(t) · w′′(x) + av(t)w′(x) = λ · v(t) · w(x),

v̇(T − t) · w(x) = v(t) · [λ · w(x)− w′′(x)− a · w′(x)],

v̇(T − t)
v(t)

=
λ · w(x)− w′′(x)− a · w′(x)

w(x)
= µ,

где µ – некоторая постоянная. Таким образом, если решение задачи (4) – (6) имеет вид (7), то
функции v(t) и w(x) являются решениями спектральных задач:

a)

{
−w′′(x)− aw′(x) = γ · w(x),

w(0)− w(l) = w′(0)− w′(l) = 0,

где γ = µ− λ,

b)

{
v̇(T − t) = µ · v(t),

v(0) = 0,

где µ – спектральный параметр.

Лемма 2.2. Спектральная задача
{

−w′′(x)− aw′(x) = γ · w(x),
w(0)− w(l) = w′(0)− w′(l) = 0,

(8), (9)

имеет бесконечное множество собственных значений:

γm =
(

2mπ

l

)2

− 2mπi

l
, m = 0,±1,±2, ..., (10)

и соответствующих им собственных функций

wn(x) =
1√
l
e

2mπi
l

x, m = 0,±1,±2, ..., (11)
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которые образуют ортонормированный базис пространства L2(0, l).
Доказательство. Решение уравнения (8) ищем в виде wm = Am · e 2mπi

l
x, где Am – норми-

рованный множитель. Подставив это выражение в уравнение (8), имеем

Am

(
2mπ

l

)2

· e 2mπi
l

x − a
2mπi

l
· e 2mπi

l
xAm = γAme

2mπi
l

x.

Сократив это равенство на Ame
2mπi

l
x, получим

γ =
(

2mπ

l

)2

− a
2mπi

l
, m = 0,±1,±2, ...

Коэффициенты Am, m = 0,±1,±2, ..., найдем из условия нормировки

l∫

0

|w(x)|2dx =
l∫

0

w(x) · w(x)dx = |Am|2
l∫

0

e
2mπi

l
x · e 2mπi

l
xdx =

= |Am|2
l∫

0

1dx = l · |Am|2 = 1,⇒ Am =
1√
l
.

Покажем ортогональность и полноту полученной системы собственных функций {wx(x)}, m =
= 0,±1,±2, ...

Ортогональность.

(wm, wn) =
1
l

l∫

0

e
2mπi

l
x · e− 2nπi

l
xdx =

1
l

l∫

0

e
2πi(m−n)

l
xdx =

=
1
l

l

2πi(m− n)
e

2πi(m−n)
l

x

∣∣∣∣
l

0
=

e2πi(m−n) − 1
2πi(m− n)

= 0, m 6= n.

Полнота. Пусть для некоторой функции f(x) из L2(0, l) имеет место равенство

l∫

0

f(x)wm(x)dx =
1√
l

l∫

0

f(x)e
2mπi

l
xdx = 0, m = 0,±1,±2, ...

Полагая t = 2π
l x , сделаем замену переменных в этом интеграле, тогда

2π∫

0

f

(
tl

2π

)
eimtdt = 0, m = 0,±1,±2, ...

В силу полноты системы {eimt}, m = 0,±1,±2, ..., в пространстве L2(0, 2π) имеем

f

(
tl

2π

)
= 0

почти всюду в (0, 2π), тогда f(x) = 0 почти всюду в (0, l) .

Лемма 2.3. Спектральная задача
{

v̇(T − t) = µ · v(t),
v(0) = 0

(12), (13)
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имеет бесконечное множество собственных значений

µ = (−1)n
(

n +
1
2

)
· π

T
, n = 0, 1, 2, ... (14)

и соответствующих им собственных функций

vn(t) =
√

2
T
· sin

(
n +

1
2

)
πt

T
, n = 0, 1, 2, ..., (15)

которые образуют ортонормированный базис пространства L2(0, T ).

Лемма 2.4. Если система функций {ϕm(x)}, m = 1, 2, ..., образует ортонормированный
базис пространства L2(0, l), а система функций {ψn(t)}, n = 1, 2, ..., образует ортонормиро-
ванный базис пространства L2(0, T ), то система функций umn(x, t) = ϕm(x) · ψn(t), m, n =
= 1, 2, ..., образует базис пространства L2(Ω) , где Ω = [0, l]× [0, T ].

Из формул (7), (11), (15) следует, что собственными функциями спектральной задачи (4)+(6)
являются функции

umn(x, t) =
√

2
T l

exp

(
2mπi

l
x

)
· sin

(
n +

1
2

)
πt

T
, m = 0,±1,±2, ...; n = 0, 1, 2, ...,

которые в силу леммы 2.4 образуют ортонормированный базис пространства L2(Ω), где Ω =
= [0, l]× [0, T ]. Собственные значения найдем по формуле γ = µ− λ : λ = µ− γ,

λmn = µn − γm = (−1)n
(

n +
1
2

)
· π

T
−

(
2mπ

l

)2

+ a
2mπi

l
, m = 0,±1,±2, ...; n = 0, 1, 2, ...

Мы доказали следующую

Теорема 2.1. Спектральная задача

Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t) + aux(x, t) = λu(x, t),

u|t=0 = 0,

u|x=0 − u|x=l = ux|x=0 − ux|x=l = 0

имеет бесконечное множество собственных значений

λmn = µn − γm = (−1)n
(

n +
1
2

)
· π

T
−

(
2mπ

l

)2

+ a
2mπi

l
, m = 0,±1,±2, ...; n = 0, 1, 2, ...,

и соответствующих им собственных функций

umn(x, t) =
√

2
T l

exp

(
2mπi

l
x

)
· sin

(
n +

1
2

)
πt

T
, m = 0,±1,±2, ...; n = 0, 1, 2, ...,

которые образуют ортонормированный базис пространства L2(Ω) , где Ω = [0, l]× [0, T ].
3. О существовании и единственности сильного решения периодической задачи

С.М.Ч.
Рассмотрим линейный оператор, соответствующий краевой задаче (1) – (2):

Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t) + aux(x, t),

u|t=0 = u|x=0 − u|x=l = ux|x=0 − ux|x=l = 0.
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Допустим, что при некотором u∈D(L), u 6= 0, имеет место равенство Lu = 0. Тогда имеет место
равенство

0 = (Lu, umn) = (u, L∗umn) = (u, λmnumn) = λmn(u, umn).

Если λmn 6= 0, то в силу полноты системы {umn} получим u = 0, что противоречит нашему
предположению. Поэтому при некотором значении индексов имеет место равенство λmn =
= 0. Обратно, если среди собственных значений есть нулевое собственное значение, то при
некотором u 6= 0 имеет место равенство Lu = 0. Для существования обратного оператора
L−1 необходимо и достаточно, чтобы имело место равенство kerL = 0. Для выполнения этого
условия необходимо и достаточно выполнение условия λmn 6= 0 ∀m = 0,±1,±2, ...; n = 0, 1, 2, ...
Очевидно, что λmn 6= 0 при Re a 6= 0. Если Re a = 0, то a = i · Im a, тогда

λmn = (−1)n
(

n +
1
2

)
· π

T
−

(
2mπ

l

)2

− 2mπ

l
· Im a.

Следовательно, в этом случае λmn 6= 0 тогда и только тогда, когда

Im a 6= (−1)n
(

n +
1
2

)
· πl

2mπT
− 2mπ

l
∀m = 0,±1,±2, ...; n = 0, 1, 2, ...,

или после сокращения на π

Im a 6= (−1)n
(

n +
1
2

)
· l

2mT
− 2mπ

l
∀m = 0,±1,±2, ...; n = 0, 1, 2, ...

Эти условия можно выразить по-другому, заметив, что λmn – комплексное число, имеем

|λmn|2 =

[
(−1)n

(
n +

1
2

)
· π

T
−

(
2mπ

l

)2

− 2mπ

l
· Ima

]2

+
(

2mπ

l
·Rea

)2

6= 0,

m = 0,±1,±2, ...; n = 0, 1, 2, ...

При выполнении этого условия оператор L взаимно однозначно отображает множество D(L)
на R(L), но об ограниченности обратного оператора речь не идет. Теперь построим обратный
оператор L−1. Пусть u ∈ D(L), f ∈ R(L) и имеет место равенство Lu = f . Разложив в ряд
Фурье по системе {umn} левую и правую части этого равенства, имеем [2]

Lu =
+∞∑

m=−∞

+∞∑

n=0

(Lu, umn) · umn(x, t) =
+∞∑

m=−∞

+∞∑

n=0

(u, L∗umn) · umn(x, t) =

=
+∞∑

m=−∞

+∞∑

n=0

(u, λmnumn) · umn(x, t) =
+∞∑

m=−∞

+∞∑

n=0

λmn(u, umn) · umn(x, t).

f(x, t) =
+∞∑

m=−∞

+∞∑

n=0

(f, umn) · umn(x, t).

Сравнивая коэффициенты этих разложений, получим

(u, umn) =
(f, umn)

λmn
, m = 0,±1,±2, ...;n = 0, 1, 2, ...

Следовательно,

u(x, t) = L−1f(x, t) =
+∞∑

m=−∞

+∞∑

n=0

(f, umn)
λmn

· umn(x, t).
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Покажем, что это есть сильное решение. Пусть

fmn(x, t) =
m∑

−m

n∑

l=0

(f, ukl) · ukl(x, t).

– частичная сумма ряда Фурье функции f(x, t), тогда

lim
m,n→∞ fmn(x, t) = f(x, t).

Этой правой части соответствует регулярное решение

umn(x, t) =
m∑

−m

n∑

l=0

(f, ukl)
λkl

· ukl(x, t),

причем
lim

m,n→∞umn(x, t) = u(x, t).

Следовательно, umn(x, t) → u(x, t) и Lumn = fmn → f , тогда по определению u(x, t) –
сильное решение краевой задачи (1) – (2).

Для сильной разрешимости необходимо и достаточно выполнение условия R(L̄) = L2(Ω),
т.е. область значения оператора L̄ совпадает со всем пространством L2(Ω) (разумеется, при
существовании L−1).

Теорема 3.1. Для существования и единственности сильного решения краевой задачи

Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t) + a · ux(x, t) = f(x, t),

u|t=0 = u|x=0 − u|x=l = ux|x=0 − ux|x=l = 0,

где f(x, t) ∈ L2(Ω) и a – const, необходимо и достаточно выполнение условия

|λmn|2 =
[
(−1)n

(
n + 1

2

)
· π

T −
(

2mπ
l

)2 − 2mπ
l · Ima

]2

+
(

2mπ
l ·Rea

)2 6= 0,

m = 0,±1,±2, ...; n = 0, 1, 2, ...

При выполнении этого условия сильное решение задачи существует и имеет вид

u(x, t) =
+∞∑

m=−∞

+∞∑

n=0

(f, umn)
λmn

· umn(x, t)

для всех f(x, t) ∈ L2(Ω), удовлетворяющих условию
+∞∑

m=−∞

+∞∑

n=0

∣∣∣∣
(f, umn)

λmn

∣∣∣∣
2

< +∞,

где

λmn = (−1)n
(

n +
1
2

)
· π

T
−

(
2mπ

l

)2

+
2mπi

l
· a;

umn(x, t) =
√

2
T l

exp

(
2mπi

l
x

)
· sin

(
n +

1
2

)
πt

T
, m = 0,±1,±2, ...; n = 0, 1, 2, ...
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ МУЛЬТИФРАКТАЛЬНОГО
ФОРМАЛИЗМА В ЗАДАЧАХ СЕГМЕНТАЦИИ И

ТЕКСТУРНОГО АНАЛИЗА ДАННЫХ ДИСТАНЦИОННОГО
ЗОНДИРОВАНИЯ

Круглун О. А., Макаренко И. Н.

Институт Математики МОиН РК
050010 г. Алматы ул. Пушкина, 125 chaos@math.kz

Работа посвящена разработке новых и модификации известных методов обработки данных ди-
станционного зондирования на основе фрактальной геометрии и мультифрактального формализ-
ма. Приводятся мультифрактальные описания реальных изображений для отдельных участков
территории Казахстана, перспективных для применения технологий геологической разведки.

Введение. В последнее время применение космических технологий становится основным
практическим и научным методом комплексного исследования Земных ландшафтов. Методы
зондирования Земли из космоса широко используются при описании и классификации реги-
ональных структур, исследовании вулканической деятельности, мониторинге разлива нефти
на поверхности водоемов, составлении схем линеаментов, поиске признаков минерализации,
оценке трещиноватости льдов, составлении и обновлении геологических карт, обнаружении и
анализе локальных и глобальных геоинформационных аномалий.

К настоящему моменту практически вся поверхность земной суши (и значительная часть
водной поверхности) зафиксирована космосъемкой при различных условиях наблюдения (вре-
мени года, времени суток, облачности и т. д.) Пространственное разрешение современных сен-
сорных приемников космических аппаратов (КА) позволяет решать задачи, выполнимые ранее
только дорогостоящими методами аэрофотосъемки или полевыми исследованиями.

Данные дистанционного зондирования (ДДЗ) получают с помощью КА в виде цифровых
изображений в различных участках спектра. Современная мультиспектральная космосъемка
дает уникальную возможность "видеть" один и тот же участок поверхности Земли в разных
спектральных диапазонах от ультрафиолетового до теплового и радиоволн. Такие многока-
нальные снимки называют гиперспектральными.

Гиперспектральные снимки ландшафтов представляют собой высокоразмерные данные.
Так, типичный гиперспектральный снимок даже небольшого размера, состоящий, например,
из 103 × 103 пикселов, содержит в каждом пикселе до 300 копий (по числу каналов), каждая
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из которых кодирует контраст 256 градациями уровней серого. Очевидно, что моделирование
таких данных представляет собой очень сложную задачу. Для анализа "облака" точек в про-
странстве признаков удобно использовать методы алгебраической топологии (комплексы Чеха,
Рипса и гомологии на них). Попытка такого анализа для фрагментов 3 × 3 пиксела в высо-
коконтрастных изображениях привела к неожиданному результату: двумерные многообразия,
локально аппроксимирующие такие данные, имеют топологию бутылки Клейна [1].

Кроме "проклятия размерности" обработка ДДЗ встречается и с другой трудностью. В
последние годы удалось получить изображения с очень высоким пространственным разреше-
нием; их называют High resolution (HR) images. Современные сенсоры КА позволяют достигать
таких разрешений, как 2,5 м ("Spot"), 1 м ("Ikonos") или даже 0,7 м ("Quick Bird"). Такие изоб-
ражения содержат качественно иную информацию о земных ландшафтах и их географических
связях. Теперь стали доступны как мелкие объекты такие, как приусадебные участки, улицы,
так и точные контуры больших объектов — текстурные поля. Поэтому автоматические методы
для выделения таких объектов вызывают огромный интерес. Однако, HR-изображения демон-
стрируют высокую гетерогенность (неоднородность), и стандартные методы, применяемые для
анализа и классификации данных, становятся все менее эффективными. Это обстоятельство
привело к развитию новых подходов к обработке изображений, адаптированных к HR-снимкам
(см., например, [2–5]).

Сегментация изображений. Первым шагом анализа изображений является выделе-
ние интересующих нас объектов из фона. Процедуры, с помощью которых можно проводить
такое выделение, называют сегментацией. Сегментация крайне важна в таких областях, как
рентгенография, дистанционное зондирование (ГИС — Geographic Information System), коди-
рование источника (при передаче образов) и т. п.

В последние десятилетия задачам сегментации уделяется много внимания и к настоящему
моменту существует множество подходов к решению этой проблемы [6–8]. Однако, для многих
случаев она все еще остается нерешенной, как, например, для сложных текстурных изобра-
жений. Во-первых, не существует универсальной техники сегментации, которая подходила бы
для всех типов изображений, и, во-вторых, ни один из существующих способов сегментации
не является идеальным. Выбор той или иной техники зависит от конкретной задачи, которую
решает исследователь при анализе изображения.

Математически проблема сегментации формулируется следующим образом [9]. Для огра-
ниченной гладкой и открытой области Ω на изображении I ∈ Z × Z разыскивается замкнутое
"множество ребер" Γ и все компоненты связности {Ωi} ∈ Ω\Γ, i = 1, 2, · · · ,K такие, что
подходящая визуальная (текстурная или фотометрическая) мера µ : I → R является гладкой,
либо однородной на каждом Ωi, но терпит разрыв на Γ. Каждый фрагмент Ii = I|Ωi называют
паттерном на носителе Ωi.

Чаще всего имеют дело с так называемой жесткой сегментацией, т. е. разбиением Ω, со-
ответствующим фиксированному множеству Γ. На выходе такой схемы получаются непере-
секающиеся паттерны с носителями из {Ωi}. Формально жесткая сегментация соответствует
разбиению единицы

IΩ(x) =
K∑

i=1

IΩi(x), x = (x1, x2) ∈ Ω,

где IA(x) — индикаторная функция множества A. На практике редко удается реализовать
случай непересекающихся паттернов: Ωi ∩ Ωj = ∅∀i 6= j. Поэтому предпочитают использовать
мягкую сегментацию с мягким разбиением единицы

IΩ(x) =
K∑

i=1

pi(x),
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где pi — непрерывные или гладкие функции, которые можно рассматривать как функции при-
надлежности для нечеткого аналога IΩ(x).

В стохастических подходах к моделированию изображений мягкая сегментация связана с
так называемыми моделями Гауссовских смесей [10, 11], которые обобщают известную модель
Mumford–Shah [12]. В ней неизвестный паттерн u находится из решения вариационной задачи
с функционалом

min
Γ, u

E
(
u, Γ

∣∣ I
)

= L(Γ) + α

∫

Ω\Γ

∣∣∇u
∣∣2 dx1 ∧ dx2 + λ

∫

Ω

(
u− I

)2
dx1 ∧ dx2,

где L(Γ) — длина ребра Γ.
Предположим, что I допускает разложение на K паттернов: ω = 1, ω = 2, . . . , ω = K, где

переменная ω нумерует паттерны и ω(x) является случайной переменной для каждого пиксела
x ∈ Ω. В этом случае pi(x) = Prob

[
ω(x) = i

]
, i = 1, 2, · · · , K. Теперь в каждом пикселе могут

присутствовать все паттерны, но с разной вероятностью.
Используя принцип Максимального правдоподобия, мягкую сегментацию легко свести к

жесткой. В модели смеси полагают, что каждый паттерн можно представить Гауссовскими
полями u1, u2, . . . , uK так, что для данного пиксела

(
I
∣∣
Ω
(x) = i

) ∼ N (
ui(x), σ2

)
, где N —

нормальное распределение.
В рамках этих представлений задача сегментации сводится к вариационной задаче для

обобщенного функционала Mumford–Shah [9], в котором учтены pi. Эти модели до последнего
времени с успехом применяются для сегментации изображений в разных областях знаний.
Однако, приближение среднего поля, которое лежит в их основе, становится некорректным
для цифровых изображений с высоким разрешением.

Суть трудностей заключается в следующем. При увеличении разрешения спектральная
изменчивость внутри поля также возрастает и существенно влияет на точность дальнейшей
классификации или схему сегментации [2]. Изображения содержат более сложные и деталь-
ные локальные текстуры; характерные объекты в изображениях (поля, здания, реки) уже не
являются однородными. Поэтому классические подходы приводят к неполной, либо избыточ-
ной сегментации внутри отдельного кадра в зависимости от неоднородности рассматриваемых
объектов и "затемняют" глобальную информацию. Как правило, требуется несколько шагов
предварительной обработки, прежде чем могут быть использованы стандартные методы ана-
лиза изображений [5, 13].

На особенности статистики природных высококонтрастных изображений было указано в
ряде работ (см., например, [14–16]). Гистограммы таких изображений, построенные в перемен-
ных

ln |I(i, j)| vers.
〈
ln |I(i, j)|〉,

где I(i, j) — яркость пиксела в точке (i, j), отличаются от распределения Гаусса [14]; они имеют
вогнутые "хвосты" с асимметрией и эксцессом. Именно поэтому первоначальные усилия в моде-
лировании изображений, которые ограничивались исследованием статистики второго порядка
или оценками двухточечной корреляции, не привели к успеху. Так, например, Фурье спектры
для природных ландшафтов демонстрируют асимптотически степенной закон, который фак-
тически отражает свойство масштабной инвариантности. Это означает, что статистика второго
порядка действительно фиксирует некоторые закономерности, однако большинство основных
статистических структур остаются скрытыми.

Легко убедиться, что большинство корреляций в изображении остаются после "выбели-
вания", т. е. выравнивания спектра: контуры объектов после такой предобработки все еще
легко распознаются [17]. Это приводит к заключению, что негауссовские статистические свой-
ства краев являются крайне важными при описании природных изображений (гипотеза Мар-
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ра [2, 17]); как раз на них опираются популярные в последнее время методы Марковского
моделирования изображений [16, 18]. Упомянутое выше свойство масштабной инвариантно-
сти было подтверждено обнаружением мультифрактальных свойств HR-изображений [19, 20].
Именно поэтому мультифрактальный формализм, который создан для изучения произвольных
сингулярных мер, позволяет успешно решать задачи классификации и распознавания образов
для таких данных.

Основой этого подхода является выделение из снимка некоторых фундаментальных компо-
нент — сингулярных многообразий. Эти компоненты обладают одинаковым показателем "ин-
тенсивности меры" и корректно учитывают локальные свойства различных участков изобра-
жения.

Далее мы приводим краткое описание современных методов мультифрактального форма-
лизма, адаптированных для анализа цифровых изображений. Результаты применения муль-
тифрактального подхода к обработке данных дистанционного зондирования Земли показаны
на примере HR-снимка одного из природных объектов Республики Казахстан — золоторудного
месторождения Акбакай.

Мультифрактальный формализм в применении к HR-изображениям. Обозначим
поле яркости цифрового черно-белого изображения как I(~x), где координаты пиксела принад-
лежат целочисленной решетке: ~x ∈ Z2. Ниже под точкой ~x, в зависимости от контекста, пони-
маются либо координаты центра пиксела, либо сам пиксел. Удобнее работать с отклонениями
от среднего значения уровня "серого подсчитанного для всего изображения, т. е. с глобальным
полем контрастности, которое определяется как

c(~x) ≡ I(~x)− I0, (1)

где I0 — средняя яркость по всему изображению. Таким образом, среднее c(~x) по всему изоб-
ражению равно нулю.

Существуют несколько равнозначных путей для того, чтобы убедиться в существовании
мультифрактальной структуры [21, 22]. Одна из возможностей состоит в построении меры µ
для каждого множества A [22, 23]. Ее можно определить через плотность dµ(~x) следующим
образом:

µ(A) ≡
∫

A
dµ(~x). (2)

Мы будем определять меру, которая учитывает резкие вариации внутри каждой области
изображения. Следуя [20, 24, 25], определим плотность меры как

dµ(~x) ≡ |∇c|(~x) d~x, (3)

где ∇c — градиент контрастности (1), а знак модуля обеспечивает положительность меры.
Заметим, что в некоторых случаях невозможно корректным образом определить значение гра-
диента даже в классе обобщенных функций. Мера µ дает представление о локальном распре-
делении градиента c и его неоднородности в пределах изображения.

Можно использовать это обстоятельство для того, чтобы характеризовать содержание лю-
бого множества, включающего пиксел ~x. Обозначим через Br(~x) шар радиуса r с центром в
точке ~x. Мера µ является мультифрактальной, если для каждой точки ~x в изображении ее мож-
но охарактеризовать с помощью Гельдеровской экспоненты локальной особенности, как [26]

µ(Br(~x)) = α(~x) rd+h(~x) + o
(
rd+h(~x)

)
, (4)

где o
(
rd+h(~x)

)
обозначает члены более высокого порядка малости, чем rd+h(~x) для малых вели-

чин r и d = 2 — топологическая размерность носителя изображения. Для мультифрактальной
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меры уравнение (4) однозначно определяет коэффициент α(~x) и Гельдеровскую экспоненту
h(~x): они могут быть получены с помощью линейной регрессии log µ

(
Br(~x)

)
versus log r. Коэф-

фициент α(~x) зависит от выбора метрики, использующейся для определения шаров Br и шкалы
масштабов для r, и, таким образом, не несет никакой информации о масштабных зависимостях.
Напротив, экспонента h(~x) не зависит от метрики и дает всю информацию об эволюции при
изменении масштаба r.

На практике получение оценок показателей сингулярности, основанное на формуле (4),
весьма проблематично из-за невозможности непрерывного изменения величин радиуса r для
дискретного изображения. Поэтому часто используют вейвлет проекцию меры [26, 27].

Пусть ψ — материнский вейвлет, удовлетворяющий условию допустимости [26]. Определим
вейвелет преобразование Tψµ

(
~x, r

)
меры µ посредством функции ψ в точке ~x и на масштабе r,

как
Tψµ

(
~x, r

) ≡
∫

dµ (~y)
1
rd

ψ

(
~x− ~y

r

)
. (5)

Можно доказать [19–21], что для мультифрактальных мер вейвлет преобразования Tψµ
(
~x, r

)
подчиняются степенным законам [26] в шаре Br, а именно:

Tψµ
(
~x, x

)
= αψ (~x) rh(~x) + o

(
rh(~x)

)
, (6)

где h(~x) то же самое, что в уравнении (4), а αψ(~x) зависит от выбора ψ. Теперь показатели сте-
пени h(~x) получаются как наклон линейной регрессии log Tψµ

(
~x, x

)
versus log r, где величины

r меняются непрерывно.
Существование мультифрактальной меры влечет за собой определенную строгую иерархи-

ческую организацию в изображениях. Изображение расщепляется на различные компоненты
мультифрактального разложения Kh, которые содержат точки, имеющие один и тот же пока-
затель сингулярности h:

Kh =
{{~x} : h(~x) = h

}
. (7)

"Размер" каждой из компонент определяется ее Хаусдорфовой размерностью

fH = dim(Kh)

или мультифрактальным спектром.
В работах [2–4] для численных оценoк размерности D(h) ≈ fH(h) компонент Kh предла-

гается использовать бокс-размерность, связанную с log-Пуассоновским мультифракталом, для
которого

D(h) = D∞ +
h− h∞

γ

[
1− log

(
h− h∞

γ(2−D∞)

)]
. (8)

Здесь γ = − log
[
1 + h∞

/
(2 − D∞)

]
, h∞ — минимальное значение Гельдеровской экспоненты,

полученное для изображения, и D∞ = D(h∞).
При использовании вейвлетов для оценки Гельдеровских экспонент величина h∞ обычно

отрицательна. В скейлинге для меры (4) показатель d + h∞ = 2 + h∞ ≈ 1, так что D∞ ≈ 1
соответствует точкам изображения, лежащим на контурах. Поэтому компоненты K∞ = Kh∞
называют многообразием максимальной сингулярности (Most Singular Manifold — MSM). Оно
играет большую роль в мультифрактальной реконструкции изображения [2, 30]: оказывается,
что MSM является скелетом изображения, который позволяет восстановить исходную кар-
тину, если каждую точку скелета дополнить пикселами исходного изображения с помощью
простого пропагатора [30]. Практически очевидно, что MSM является рафинированным вари-
антом мягкой сегментации.
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Ниже приведены примеры использования мультифрактального подхода для реального изоб-
ражения. Все вычисления проводились в пакете MatLab 7.1 с использованием Toolbox
FracLab [31].

Численные эксперименты (золоторудное месторождение Акбакай). Месторожде-
ние Акбакай — крупный золоторудный объект с высоким и средним содержанием благород-
ного металла (18,5 г/т). Более 80% запасов промышленного золота концентрируется в ше-
сти пространственно сближенных кварцевых жилах, для которых характерны статистическое
распределение и пространственная изменчивость концентраций. Схему размещения золото-
сульфидно-кварцевых жил месторождения и структуру статистического распределения кон-
центраций золота в жилах можно найти в работе [32].

На рис. 1 представлен HR-снимок района золоторудного месторождения Акбакай. Для об-
работки мы взяли изображение 613 × 613 пикселов, поскольку инструмент Toolbox FracLab
работает только с квадратными картами не слишком большого размера.

Рис. 1: Снимок района Акбакайского золото-
рудного месторождения.

Рис. 2: Гельдеровские экспоненты для рис. 1
при k2 = 5.

Для оценки Гельдеровской функции использовался метод обобщенных квадратичных вари-
аций. Формула для вариаций в точке ti имеет следующий вид:

νN

(
ti

)
=

{
pi : 0 ≤ pi ≤ N − 2,

∣∣∣ti − pi

N δ

∣∣∣ ≤ 1
Nγ

}
.

Свободными параметрами являлись величины γ, δ, принадлежащие интервалу [0, 1], — пара-
метры близости (соседства) в методе обобщенных квадратичных вариаций. Величины k1 и k2

связаны с выбором ширины окрестности ε при вычислении Гельдеровской экспоненты в каждой
конкретной точке (x, y) изображения.

Для того, чтобы пояснить алгоритм вычисления Гельдеровской экспоненты в произволь-
ной точке (x0, y0), рассмотрим, к примеру, случай, когда k2 = 10. В качестве точки выбираем
один пиксел и постепенно расширяем окрестность этого пиксела от 1 до 10 единиц (пикселов).
Каждой следующей окрестности приписываем некоторое число Ĩ. Таким числом может быть,
например, разность между максимальной и минимальной интенсивностями (яркостями) пик-
селов в данной окрестности, или эта разность в квадрате. Затем строится график зависимости
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Рис. 3: Контурная карта Гельдеровских экс-
понент для Рис. 1 при k2 = 5.

Рис. 4: Контурная карта Гельдеровских экс-
понент для Рис. 1 при k2 = 10.
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Рис. 5: Контурная карта Гельдеровских экс-
понент для Рис. 1 при k2 = 20.

Рис. 6: Контурная карта Гельдеровских экс-
понент для Рис. 1 при k2 = 30.

величины Ĩ от ширины окрестности ε в логарифмической шкале (ln Ĩ в зависимости от ln ε).
В нашем случае на графике мы будем иметь 10 точек, лежащих приблизительно на одной
прямой. Наклон этот прямой дает значение показателя Гельдера h в точке (x0, y0).

Мы проводили обработку снимка района Акбакайского месторождения (рис. 1), зафикси-
ровав значения параметров следующим образом: γ = 0, 8, δ = 1, k1 = 1. Параметр k2 при
расчетах варьировался и принимал следующие значения: 5, 10, 20, 30, 50, 60. На рис. 2 приве-
ден результат расчета Гельдеровских экспонент для случая k2 = 5.

Более наглядное представление о выделении различных структур в исходном снимке с по-
мощью вычисления показателя Гельдера дает построение множества линий уровня h, т. е.
кривых, апроксимирующих компоненты Kh в виде контурной карты. На рис. 3–8 показаны
контурные карты Гельдеровских экспонент при различных значениях k2. Белому цвету соот-
ветствуют максимальные значения показателя h и, следовательно, самые гладкие участки в
изображении. Как видно из этих иллюстраций, с изменением ширины окрестности цветовая
карта для Гельдеровских экспонент довольно сильно меняется.

Следует отметить, что одни и те же оттенки серого цвета на рис. 3–8 соответствуют разным
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Рис. 7: Контурная карта Гельдеровских экс-
понент для Рис. 1 при k2 = 50.

Рис. 8: Контурная карта Гельдеровских экс-
понент для Рис. 1 при k2 = 60.

значениям Гельдеровских экспонент, поскольку при обработке снимка с разными значениями
параметра k2 интервал изменения самих h также меняется. Поэтому рядом с каждой контурной
картой приведена шкала соответствия интенсивности серого цвета и значений h.

Таким образом, изменяя ширину окрестности при вычислении показателя Гельдера, нам
удалось получить карты (см. рис. 3–8), на которых явно выделяются участки различной глад-
кости, соответствующие выходу различных геологических пород и особенностей рельефа, т. е.
сегментации исходного снимка (рис. 1).

Совершенно очевидно, что набор полученных контурных карт некоторым образом описыва-
ет текстуру исходного изображения на разных масштабах. Показатель Гельдера отслеживает
различные объекты или породы при разных значениях ширины окрестности. Следующим ша-
гом является оптимальный выбор таких параметров обработки снимка, чтобы Гельдеровской
экспоненте соответствовали конкретные геологические породы в изображении. Однако, это от-
носится к задаче распознавания, которая не рассматривается в нашей работе. Она должна
решаться на основе более представительной выборки HR-снимков в разных каналах.

Заключение. Проделанные численные эксперименты демонстрируют успешность приме-
нения мультифрактального формализма для сегментации ДДЗ изображений. В дальнейшем
разработанные алгоритмы могут быть использованы как основа для систем автоматического
распознавания, представляющих интерес для задач геологической разведки. Топологические
структуры MSM для ДДЗ изображений позволят создать обучающую выборку для поиска
перспективных участков детальной геологической разведки на основе данных космического
мониторинга.
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УДК 681.5

О ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ МАТРИЦЕ ЛИНЕЙНОЙ
РАЗНОТЕМПОВОЙ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ, КОГДА
МАТРИЧНЫЙ КОЭФФИЦИЕНТ ВЕКТОРА СОСТОЯНИЯ

ИМЕЕТ КРАТНЫЕ СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ

Дж. Мамытов, Ж. Шаршеналиев

Институт автоматики Национальной академии наук
Кыргызской Республики, 720071 Бишкек пр.Чуй, 265

Предложена методика построения фундаментальной матрицы линейной разнотемповой системы
управления, когда заданный матричный коэффициент A порядка n имеет k (k 6 n) линей-
но независимых собственных векторов e1, f1, . . . , h1, соответствующих собственным значениям
λ1, λ2, . . . , λk, явно зависящих от этих собственных значений и малого параметра ε > 0 .

В в е д е н и е . В классических работах Н.Н. Красовского [4] и В.И. Зубова [5] отмечена
важность аналитического представления фундаментальной матрицы математических моделей
систем управления для решения задач теории управления и колебаний. Рассмотрению этой
проблемы были посвящены работы [1–3], в отличие от которых здесь мы отказываемся от
предположений: матрица A является матрицей простой структуры, имеет одно n -кратное
собственное значение, а также, если характеристический многочлен матрицы A имеет кратные
корни, то минимальный многочлен имеет только простые корни [8, 10, 11].

Рассмотрим линейную разнотемповую систему управления

Eε
dx
dt

= Ax + Bu , (1)

где A – n × n , B – (n × r) , (r 6 n) – постоянные матрицы, элементы которых принадле-
жат некоторым алгебраически замкнутым полям K , x – (n × 1) – вектор столбец, характе-
ризующий состояние системы, U – (r × 1) – вектор столбец – управление, Eε – (n × n) –
квазидиагональная матрица вида

Eε = {Ep, εEq} , p + q = n,

ε > 0 – малый параметр, Ep и Eq – единичные матрицы порядков p и q соответственно.

Keywords: linear control system, fundamental function
2000 Mathematics Subject Classification: 34A25, 34A30
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Целью данной работы является построение матрицы веса (фундаментальной матрицы) при
u = 0 для (1), явно зависящей от λ1, λ2, . . . , λk и ε с выделением регулярной и погранслойной
частей.

Известно [6], что множество всех линейных ограниченных операторов, отображающих n –
мерное векторное пространство Rn в Rn , образует пространство линейных ограниченных
операторов L(Rn). В некотором фиксированном базисе g1,g2, . . . ,gn ∈ Rn матрицам A и
Eε отвечают некоторые линейные операторы A и Σε из L(Rn) и, наоборот [7–12].

Таким образом, выбор базиса устанавливает изоморфное соответствие между кольцом
(группой невырожденных) линейных операторов из Rn и кольцом (группой неособенных)
квадратных матриц n -го порядка [7–12]:

dx
dt

= E−1
ε Ax. (1∗)

Очевидно, что фундаментальной матрицей (1∗) является eE−1
ε At, которая в таком виде не

дает полную информацию о структуре и свойствах такой матрицы, пригодную для качествен-
ного и аналитического исследования вопросов, связанных с устойчивостью, управляемостью,
наблюдаемостью, оптимальной стабилизируемостью, оптимальным управлением и др. [4, 5, 13].

П о с т а н о в к а з а д а ч и и о с н о в н ы е р е з у л ь т а т ы . Также, как в [9],
будем предполагать, что у оператора A имеется k (k 6 n) линейно независимых собственных
векторов e1, f1, . . . , h1, соответствующих собственным значениям λ1, λ2, . . . , λk. Тогда суще-
ствует базис, состоящий из k групп векторов [9]

e1, . . . , ep1 ; f1, . . . , fp2 ; . . . ; h1, . . . , hpk
, (p1 + p2 + . . . + pk = n), (2)

в котором матрица A оператора A имеет следующую жорданову форму:

J = {J1,J2, . . . ,Jk}, (3)

где
Ji = λiEpi + Hpi (i = 1, 2, . . . , k) (4)

– клетка жордана, Epi – единичная матрица порядка pi , Hpi – нильпотентная матрица с
индексом нильпотентности pi .

В базисе (2) оператору Σε соответствует диагональная матрица Eε , которая является
неособенной, а следовательно, оператор Σε является невырожденным.

Тогда в базисе (2) в Rn существует изоморфное соответствие между группами невырож-
денных линейных операторов и группами неособенных квадратных матриц порядка n [7–12].
Поэтому оператору Σ−1

ε A изоморфно соответствует матрица E−1
ε J = Jε .

Теорема 1. Пусть оператор A имеет k (k 6 n) линейно независимых собственных векто-
ров e1, f1, . . . , h1, соответствующих собственным значениям λ1, λ2, . . . , λk. Тогда существу-
ет базис, состоящий из k групп векторов (2), в котором матрица A оператора A имеет
жорданову форму (3). Оператору Σ−1

ε A в этом базисе соответствует квадратная матрица
Jε = E−1

ε A порядка n.

Для того, чтобы построить матрицу E−1
ε A, сначала матрицу E−1

ε представим в квази-
диагональном виде, состоящем из k клеток, причем размерность каждой клетки совпадает с
размерностью соответствующих клеток матрицы J. Тогда возможны следующие случаи.
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1◦. Если числа p, q и p1, p2, . . . , pk такие, что имеет место представление p = p1+p2+. . .+pν

(q = pν+1 + pν+2 + . . . + pk), то матрицы E−1
ε и J можно соответственно представить в виде

квазидиагональных матриц

E−1
ε = {Ep1 , Ep2 , . . . , Epν , ε−1Epν+1 , ε−1Epν+2 , . . . , ε−1Ek},

J = {Jp1 , Jp2 , . . . , Jpν , Jpν+1 , Jpk
},

где ν – некоторое целое число 1 < ν < k, E` (` = 1, k) – единичная матрица порядка `.
В этом случае отдельные клетки Ep матрицы E−1

ε при их умножении на матрицу J пол-
ностью совпадают с соответствующими отдельными клетками Jpi матрицы J (i = 1, k).
Поэтому матрицу E−1

ε J можно представить в виде

Jε = E−1
ε J = {Jp1 , Jp2 , . . . , Jpν , ε−1Jpν+1 , ε−1Jpν+2 , . . . , ε−1Jk}. (5)

2◦.Пусть теперь p1+. . .+pν > p. Здесь ν – такое целое число, что разность p1+. . .+pν−p =
α принимает наименьшее возможное целое значение. Аналогично можно рассмотреть и случай,
когда p1+ . . .+pν < p и α = p−p1− . . .−pν ; в этом случае ν – такое целое число, что разность
принимает наибольшее возможное значение.

В этом случае отдельные клетки Epi (i = 1, ν − 1) и ε−1Epj (j = ν + 1, k) при их
умножении на матрицу J полностью совпадают с соответствующими отдельными клетками
Jpi (i = 1, ν − 1) и Jpj (j = ν + 1, k) соответственно, а клетка Jν умножается клеткой
Eν = {1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸

α

ε−1, . . . , ε−1

︸ ︷︷ ︸
pν−α

}. В результате матрица Jε принимает следующий вид:

Jε = {Jp1 , . . . , Jν−1, J̃pν , ε−1Jν+1, ε−1Jν+2, . . . , ε−1Jpk
}, (6)

где
J̃pν = {λν , . . . , λν ,︸ ︷︷ ︸

α

ε−1λν , . . . , ε−1λν︸ ︷︷ ︸
pν−α

}+ H̃pk
. (7)

Здесь H̃pν – квадратная матрица pν -го порядка, у которой элементы, первые над диагональю
равны 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

α

, ε−1, . . . , ε−1

︸ ︷︷ ︸
pν−α−1

, а все остальные элементы равны нулю и она обладает свойством:

H̃pν = 0pν (0pν − нулевая квадратная матрица порядка pν ).

С л у ч а й 1◦ . Матрицу Jε в силу соотношений (4), (5) можно представить в виде

Jε = {(λ1Ep1 +Hp1), . . . , (λνEpν +Hpν ), ε−1(λν+1Epν+1 +Hpν+1)+ . . .+ ε−1(λkEpk
+Hpk

)}. (8)

В базисе (2) систему ( 1∗ ) можно представить в виде

dx
dt

= Jεx.

Теперь рассмотрим характеристическое уравнение матрицы Jε. Согласно (5) имеем

det(Jε − µE) = det(λ1Ep1 + Hp1 , . . . , λνEpν + Hpν , ε−1(λν+1Epν+1 + Hpν+1)+

+ . . . + ε−1(λkEpk
+ Hpk

)− µ{Ep1 , . . . , Epν , Epν+1 , . . . , Epk
}) = 0, (9)

где {Ep1 , . . . , Epν , Epν+1 , . . . , Epk
} = E – единичная матрица порядка n , представленная в

квазидиагональном виде, Er – единичная матрица r -порядка, p1 + . . .+pν +pν1 + . . .+pk = n.
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Далее
det(Jε − µE) = det((λ1 − µ)Ep1 + Hp1 , . . . , (λν − µ)Epν + Hpν ,

(ε−1λν+1 − µ)Epν+1 + ε−1Hpν+1 , . . . , (ε−1λk − µ)Epk
+ ε−1Hpk

) =

= (λ1 − µ)p1 · . . . · (λγ − µ)pν (ε−1λγ+1 − µ)pν+1+1 · . . . · (ε−1λk − µ)pk = 0. (10)

Отсюда следует, что характеристическое уравнение матрицы Jε имеет k корней

λ1, . . . , λν , ε−1λν+1, . . . , ε−1λk (11)

с кратностью соответственно p1, . . . , pν , pν+1, . . . , pk.
Таким образом, доказана

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда в базисе (2) из Rn оператор Σ−1
ε A

имеет k собственных значений λ1, . . . , λν , ε−1λν+1, . . . , ε−1λk с кратностью p1, . . . , pν ,
pν+1, . . . , pk соответственно, если только числа p, q и p1, . . . , pk такие, что имеет место
соотношение p = p1 + . . . + pν (q = pν+1 , . . . , pk).

Минимальный многочлен матрицы Jε имеет следующий вид [8, 10, 11]:

ϕ(λ) = (λ− λ1)p1 · . . . · (λ− λν)pν (λ− ε−1λν+1)pν+1 · . . . · (λ− ε−1λk)pk

и матрица Jε имеет k линейно независимых собственных векторов e1, f1, . . . , h1 , соответ-
ствующих собственным значениям (11).

Известно [7–11], что существует базис, состоящий из k групп векторов

e1, . . . , ep
i ; f1, . . . , fpk ; . . . ; h1, . . . , hpk , (12)

в котором матрица Jε оператора Σ−1
ε A имеет следующую жорданову матрицу:

Jε = {Jp1 , . . . , Jpν , Jpν+1 , . . . , Jpk}, (13)

где
Jpi = λiEpi + Hpi , (i = 1, ν), Jpj = ε−1λjEpj + Hpj , (j = ν + 1, k). (14)

Зафиксируем в пространстве Rn базис, состоящий из n векторов (12). В этом базисе си-
стема (1∗) запишется в виде

dx
dt

= Jεx. (15)

Итак, справедлива

Теорема 3. Пусть выполнены все условия теорем 1 и 2. Тогда в пространстве Rn с базисом
(12) система (1∗) запишется в виде (15).

Для системы (15) будем строить фундаментальную матрицу. Как в [8], представим правиль-

но-дробную функцию
r(λ)
ϕ(λ)

в виде суммы простых дробей

r(λ)
ϕ(λ)

=
ν∑

i=1

[
αi,1

(λ− λi)pi
+

αi,2

(λ− λi)pi−1
+ . . . +

αi, pi

λ− λi

]
+

+
k∑

j=ν+1

[
αj,1

(λ− ε−1λj)pj
+

αj,2

(λ− ε−1λj)pj−1 + . . . +
αj, pj

λ− ε−1λj

]
, (16)
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где αij (j = 1, 2, . . . , pi; i = 1, 2, . . . , k) – некоторые величины, которые будут уточнены
ниже, r(λ) – интерполяционный полином Лагранжа–Сильвестра для заданной функции f(λ),
a λ1, . . . , λν , ε−1λν+1, . . . , ε−1λk – нули минимального полинома ϕ(λ) матрицы Jε .

Соотношение (16) представим также в виде

r(λ)
ϕ(λ)

=
ν∑

i=1

[
αi,1

(λ− λi)pi
+

αi,2

(λ− λi)pi−1
+ . . . +

αi, pi

λ− λi

]
+

+
k∑

j=ν+1

[
εpjαj,1

(ελ− λj)pj
+

εpj−1αj,2

(ελ− λj)pj−1 + . . . +
εαj, pj

ελ− λj

]
.

В дальнейшем величины αij определим по формулам [8]:

αij =
1

(j − 1)!

[
f(λ)
ϕi(λ)

](j−1)

λ=λi

(j = 1, 2, . . . , pi; i = 1, 2, . . . , ν) (17)

и

αrj =
1

(j − 1)!

[
f(λ)
ϕr(λ)

](j−1)

λ=ε−1λr

(j = 1, 2, . . . , pr; r = ν + 1, ν + 2, . . . , k), (18)

где
ϕi(λ) = (λ− λi)−piϕ(λ), (i = 1, 2 . . . , ν);

ϕr(λ) = (λ− ε−1λr)−piϕ(λ), (r = ν + 1, ν + 2 . . . , k). (19)

С учетом этих соотношений заметим, что

ϕi(λ) = ε
−

kP
l=ν+1

pl ·
ν∏

j=1, j 6=i

(λ− λj)pj ·
k∏

j=ν+1

(ελ− λj)pj , i = 1, ..., ν, (20)

а также

ϕi(λ) = ε
−

kP
l=ν+1, l 6=i

pl

·
ν∏

j=1

(λ− λj)pj ·
k∏

j=ν+1, j 6=i

(λ− λj)pj , i = ν + 1, ..., k. (21)

Далее введем следующую функцию Ψj(λ), определяемую формулой

Ψj(λ) =
ϕ′j(λ)
ϕj(λ)

(j = 1, 2, . . . , k). (22)

С учетом соотношений (20) и (21) функции Ψj(λ) (22) можно представить в виде:

Ψj(λ) =
ν∑

i=1, i 6=j

pi

λ− λi
+

k∑

i=ν+1

εpi

ελ− λi
, j = 1, ..., ν, (23)

Ψj(λ) =
ν∑

i=1

pi

λ− λi
+

k∑

i=ν+1, i 6=j

εpi

ελ− λi
, j = ν + 1, ..., k. (24)

Эти формулы показывают, что справедливы равенства
(

1
Ψj(λ)

)′
= − 1

ϕj(λ)
Ψj(λ), j = 1, ..., k. (25)
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Отметим следующие свойства функций Ψj(λ).
1◦. Из (23) замечаем, что Ψj(λ) и ее все производные при λ = λj (j = 1, 2, . . . , v) имеют

конечные пределы при ε → 0.
2◦. Из (24) замечаем, что Ψr(λ) и ее производные при λ = ε−1λr (r = v+1, . . . , k) имеют

нулевые пределы при ε → 0.
В силу формул (22), (23), (24), (25) из (17) и (18) получаем

αij(λ) =
1

ϕi(λ)

[
f (j−1)(λ) + τi,j−2(Ψi, Ψ′

i, . . . , Ψ(j−2)
i ) · f (j−2)(λ)+

+τi,j−3(Ψi, Ψ′
i, . . . , Ψ(i−2)

i ) · f (j−3) + . . . + τi,0(Ψi, Ψ′
i, . . . , Ψ(j−2)

i )f(λ)
]
, (26)

где j = 1, 2, . . . , pi; i = 1, 2, . . . , k, τi,k(Ψi, Ψ′
i, . . . , Ψ(j−2)

i ), r = 0, 1, . . . , j − 2 – вполне
определенные целые рациональные функции от своих аргументов. Например,

αi1(λ) =
1

Ψi(λ)
f(λ),

αi2(λ) =
1

Ψi(λ)
[f ′(λ)−Ψi(λ)f(λ)],

αi3(λ) =
1

Ψi(λ)
[f ′′(λ)− 2Ψi(λ)f ′(λ) + (Ψ(2)

i (λ)−Ψ(1)
i )f(λ)],

αi4(λ) =
1

Ψi(λ)
[f ′′′(λ)− 3Ψi(λ)f ′′(λ) + 3(Ψ(2)

i −Ψ(1)
i )f ′ + ((Ψ(2)

i −Ψ(1)
i )′ −Ψk(Ψ

(2)
k −Ψ(1)

k ))f ]

и т.д.
Если в равенстве (26) принять за f(λ) = eλt, то (26) запишется в виде

αij(λ) =
1

ϕi(λ)
[ti−1 + τi,j−2(Ψi, Ψ′

i, . . . , Ψ(j−2)
i )ti−2+

+τi,j−3(Ψi, Ψ′
i, . . . , Ψ(j−2)

i )tj−3 + . . . + τi,0(Ψi, Ψ′
i, . . . , Ψ(j−2)

i )] eλt.

Отсюда следует, что

αij(λ)
∣∣
λ=λi

=
1

ϕi(λ)
[tj−1 + ai,j−2(ε)tj−2 + ai,j−3(ε)tj−3 + . . . + ai,1(ε)t + ai,0] eλit, (27)

где ai,r(ε) = τi,r(Ψi, Ψ(1)
i . . . , Ψ(j−2)

i )
∣∣
λ=λi

( i = 1, 2, . . . , ν; r = 0, 1, . . . , j − 2 ).
Далее заметим, что в силу свойства 1◦ функций Ψi(λ) выражение в квадратной скобке из

(27) при ε → 0 превратится в неоднородный полином по t степени j − 1.
Аналогично имеем

αij(λ)
∣∣
λ=ε−1λi

=
1

ϕi(ε−1λi)
[tj−1 + ai,j−2(ε)tj−2 + ai,j−3(ε)tj−3 + . . . + ai,1(ε)t + ai,0] eλiτ , (28)

где ai,r(ε) = τ(Ψi, Ψ(1)
i . . . , Ψ(j−2)

i )
∣∣
λ=ε−1λi

( i = ν + 1, ν + 2, . . . , k; r = 0, 1, . . . , j − 2,

τ = ε−1t ).
В силу свойства 2◦ функций Ψi(λ) выражение в квадратной скобке из (28) при ε → 0

стремится к tj−1.
Введем следующие обозначения

aij(t, ε) ≡ tj−1 + ai,j−2(ε)tj−2 + . . . + ai,1(ε)t + ai,0(ε) (j = 1, 2, . . . , pi; i = 1, 2, . . . , k).
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Отметим следующие свойства этого полинома. При ε → 0 выражение aij(t, ε) предстпвля-
ет вполне определенный неоднородный полином по t степени j − 1 для всех i = 1, 2, . . . , ν,
а при i = ν + 1, ν + 2, . . . , k, оно сходится к tj−1.

Теперь формулы (27), (28) запишем соответственно в виде

αij(λ)
∣∣
λ=λi

=
1

ϕi(λi)
αij(t, ε)eλit (j = 1, 2, . . . , pi; i = 1, 2, . . . , ν), (29)

αij(λ)
∣∣
λ=ελi

=
1

ϕi(ε−1λi)
αij(t, ε)eλiτ (j = 1, 2, . . . , pi; i = ν + 1, ν + 2, . . . , k). (30)

Далее, подставляя (29) и (30) в (16), после несложных преобразований получим формулу
вычисления полинома r(λ) :

r(λ) =
ν∑

i=1

[ai,1(t, ε) + ai,2(t, ε)(λ− λi) + . . . + ai,pi(t, ε)(λ− λi)pi−1]
ϕi(λ)
ϕi(λi)

eλit+

+
k∑

r=ν+1

[ar,1(t, ε) + ar,2(t, ε)(λ− λr) + . . . + ar,pr(t, ε)(λ− λr)pr−1]
ϕr(λ)

ϕr(ε−1λr)
eλrt.

Используя эту формулу, находим r(Jε) = eJεt :

r(Jε) =
ν∑

i=1

[ai,1(t, ε)E + ai,2(t, ε)(Jε − λiE) + . . . + ai,pi(t, ε)(Jε − λiE)pi−1]
ϕi(Jr)
ϕi(λi)

eλit+

+
k∑

j=ν+1

[aj,1(t, ε)E + aj,2(t, ε)(Jε − λjE) + . . . + aj,pj (t, ε)(Jε − λjE)pj−1]
ϕj(Jε)

ϕj(ε−1λj)
eλjτ , (31)

где
(Jε − λiE) = {(λ1 − λi)Ep1 + Hp1 , . . . , (λi−1 − λi)Epi−1 + Hpi−1 ,

Hpi , (λi+1 − λi)Epi+1 + Hpi+1 , . . . , (ε−1λk − λi)Epk
+ Hpk

} (i = 1, 2, . . . , ν), (32)

(Jε − λjE) = {(λ1 − λj)Ep1 + Hp1 , . . . , (λj−1 − λj)Epj−1 + Hpj−1 , Hpj ,

(λj+1 − λj)Epj+1 + Hpj+1 , . . . , (ε−1λk − λj)Epk
+ Hpk

} (j = ν + 1, ν + 2, . . . , k). (33)

Далее с учетом (14) и свойства функции от матрицы [8] несложно получить следующие фор-
мулы:

ϕi(Jε)
ϕi(λi)

= {0p1 , . . . , 0pi−1 , Epi , 0pi+1, ... , 0pk
} (i = 1, . . . , ν), (34)

ϕj(Jε)
ϕj(ε−1λj)

= {0p1 , . . . , 0pj−1 , Epj , 0pj+1, ... , 0pk
} (j = ν + 1, . . . , k). (35)

Здесь 0pα , Epα – нулевые, единичные квадратные матрицы порядка pα.
В первой сумме из (31) выражение, заключенное в квадратную скобку, в силу (32) можно

представить в виде квазидиагональной матрицы

ai1(t, ε)E + ai2(Jε − λiE) + . . . + ai,pi(Jε − λiE)pi−1 =

= {ai,1Ep1 + ai,2[(λ1 − λi)Ep1 + Hp1 ] + . . . + ai,pi [(λ1 − λi)Ep1 + Hp1 ]
pi−1, . . . , ai1Epi−1+

+ai,2[(λi−1 − λi)Epi−1 + Hpi−1 ] + . . . + ai,pi [(λi−1 − λi)Epi−1 + Hpi−1 ]
pi−1,

ai1Epi + ai2Hpi + . . . + ai,piH
pi−1
pi

, ai,1Epi+1 + ai,2[(λi+1 − λi)Epi+1 + Hpi+1 ]+
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+ . . . + ai,pi [(λi+1 − λi)Epi+1 + Hpi+1 ]
pi−1, . . . ,ai1Epk

+ ai,2[(ε−1λk − λi)Epk
+ Hpk

]+

+ . . . + ai,pi [(ε
−1λk − λi)Epk

+ Hpk
]pi−1} (i = 1, 2, . . . , ν). (36)

Аналогично во второй сумме из (31) выражение, заключенное в квадратную скобку, в силу
(33) можно записать в виде

aj1(t, ε)E + aj2(Jε − λjE) + . . . + aj,pj (Jε − λjE)pj−1 =

= {aj,1Ep1 + aj,2[(λ1 − λj)Ep1 + Hp1 ] + . . . + aj,pj [(λ1 − λj)Ep1 + Hp1 ]
pj−1, . . . , aj,1Epj−1+

+aj,2[(λj−1 − λj)Epj−1 + Hpj−1 ] + . . . + aj,pj [(λj−1 − λj)Epj−1 + Hpj−1 ]
pj−1,

aj,1Epj + aj,2Hpj + . . . + aj,pjH
pj−1
pj , aj,1Epj+1 + aj,2[(λj+1 − λj)Epj+1 + Hpj+1 ]+

+ . . . + aj,pj [(λj+1 − λj)Epj+1 + Hpj+1 ]
pj−1, . . . ,aj,1Epk

+ aj,2[(ε−1λk − λj)Epk
+ Hpk

]+

+ . . . + aj,pj [(ε
−1λk − λj)Epk

+ Hpk
]} (j = ν + 1, ν + 2, . . . , k). (37)

Теперь, подставляя (34), (36) в первую сумму (31), а (35), (37) – во вторую сумму (31) и
производя умножение соответствующих квазидиогональных матриц, получим

r(Jε) =
v∑

i=1

[{0p1 , . . . , 0pj−1 , ai,1Epi + ai,2Hpi + . . . + ai,piH
pi−1
pi

, 0pi+1 , . . . , 0pk
}] eλit+

+
k∑

j=v+1

[{0p1 , . . . , 0pj−1 , aj,1Epj + aj,2Hpj + . . . + aj,pjH
pj−1
pj , 0pj+1 , . . . , 0pk

}] eλjτ . (38)

Это и есть формула для вычисления функции f(t) = eλt от матрицы Jε. По свойствам
нильпотентных матриц Hpe (e = 1, . . . , k) порядка pe матрицы r(Jε) = eJεt – верхняя
треугольная квадратная матрица порядка n. Первое слагаемое в этой сумме есть регулярная,
а вторая сумма – погранслойная части матрицы eJεt.

П р и м е р . Пусть в (38) k = 3; λ1, λ2, ε−1λ3 – нули минимального многочлена ϕ(λ) с
кратностью соответственно p1 = pm1 = 1, p2 = pm2 = 2, p3 = pm3 = 3 (то есть ν = 2 ). Тогда
согласно этим данным и (38) выражение для eJεt можно записать в виде

eJεt = [a11Ep1 + a12Hp1 , 0p2 , 0p3 ] e
λ1t + [0p1 , a21Ep2 + a22Hp2 , 0p3 ] e

λ2t+

+[0p1 , 0p2 , a31Ep3 + a32Hp3 + a33Hp3−1
p3

] eλ3τ = [a11, 02, 03] eλ1τ+

+[01, a21E2 + a22H2, 03] eλ2τ + [01, 02, a36E3 + a32H3 + a33H2
3] e

λ3τ . (39)

Здесь 0ρ – нулевая, Eρ (ρ = 1, 2, 3) – единичная матрица порядка ρ, a11 – известная посто-
янная, a21, a22 – неоднородные линейные, a31, a32, a33 – неоднородные квадратные функции
по t с коэффициентами, регулярно зависящими от ε. Теперь, учитывая (39), eJεt можно при-
дать вид квазидиагональной матрицы

eJεt =




a11e
λ1t

A22e
λ2t

A33e
λ3τ


 .

Здесь eλ1t множитель элемента a11, а eλ2t и eλ3t множители соответственно матриц

A22 =
(

a21 a22

0 a21

)
и A22 =




a31 a32 a33

0 a31 a32

0 0 a31


 .

Таким образом, доказано следующая теорема.
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Теорема 4. Пусть выполнены все условия теорем 1 и 2. Тогда система (15) имеет фунда-
ментальную матрицу вида (38).

С л у ч а й 2◦. В силу соотношений (6), (7) характеристическое уравнение матрицы Jε,
составленное аналогично как (9) и (10), имеет k + 1 корней

λ1, . . . , λv−1, λv, ε−1λv, ε−1λv+1, . . . , ε−1λk (40)

с кратностью p1, . . . , pv−1, α, pv − α, pv+1, . . . , pk соответственно.
Минимальный многочлен этой матрицы можно записать в виде

ϕ(λ) = (λ− λ1)p1 . . . (λ− λv−1)pv−1(λ− λv)α(λ− ε−1λv)pv−α(λ− ε−1λv+1)pv+1 . . . (λ− ε−1λk)pk .

Матрица Jε имеет k + 1 линейно независимых собственных векторов [9], соответствующих
собственным значениям (40). Тогда существует базис, состоящий из k + 1 групп векторов [9]
в котором матрица Jε оператора Σ−1

ε A имеет жорданову форму, аналогичную виду как (13)
и т.д.

В дальнейшем, поступая также, как в случае 1◦, удается построить фундаментальную
матрицу и в случае 2◦.

Отметим, что фундаментальную матрицу для ( 1∗ ) в произвольно фиксированном базисе
g1, . . . , gn можно построить точно также, как в [3, 8].

З а к л ю ч е н и е . Предложена методика построения фундаментальной матрицы с выде-
лением регулярной и погранслойной частей для линейной разнотемповой системы управления,
когда заданный матричный коэффициент порядка n имеет k (k 6 n) линейно независимых
собственных векторов e1, f1, . . . , h1, соответствующих собственным значениям λ1, λ2, . . . , λk,
и минимальный многочлен ϕ(λ) этой матрицы имеет непростые корни, явно зависящие от этих
собственных значений и малого параметра.
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ПРОЦЕДУРА ХЭШИРОВАНИЯ В НЕТРАДИЦИОННОМ
АЛГОРИТМЕ ФОРМИРОВАНИЯ ЭЛЕКТРОННОЙ

ЦИФРОВОЙ ПОДПИСИ

С. Е. Нысанбаева

Институт проблем информатики и управления МОН РК
050010 г. Алматы ул. Пушкина, 125 nyssanbayeva@ipic.kz

В статье описаны процедуры хэширования и шифрования хэш-значения алгоритма формирова-
нии электронной цифровой подписи, который позволяет обнаруживать и исправлять одиночные и
выявлять многократные ошибки.

Одной из основных задач безопасности информации является проблема обеспечения ее це-
лостности. Решение этой задачи возможно с помощью средств, позволяющих обнаруживать и
исправлять не только случайные, но и преднамеренные искажения (ошибки). Разработка таких
средств основана на внесении избыточности в передаваемую или хранимую информацию (или
сообщение) по аналогии с методами кодирования. Главное отличие используемых для этого
алгоритмов и методов состоит в том, что они являются криптографическими. Примером при-
менения методов теории кодирования в криптографии является электронная цифровая подпись
(ЭЦП). Избыточность в этом случае вводится за счет сжатия сообщения, результатом которо-
го является более короткий текст. Сжатие или сворачиваемость информации осуществляет-
ся применением некоторой односторонней функции, называемой хэш-функцией. В результате
зашифрования короткого текста или хэш-значения некоторым криптографическим методом
получаем ЭЦП.

В работе описываются процедуры хэширования и зашифрования хэш-значения алгоритма
формировании ЭЦП, построенного с использованием нетрадиционного подхода. Нетрадицион-
ность означает использование непозиционной полиномиальной системы счисления (НПСС или
системы остаточных классов, или модулярной арифметики), в которой основаниями являются
не простые числа ([1], c.13), а неприводимые полиномы над полем GF(2) [2]. НПСС, позво-
ляют повысить криптостойкость алгоритмов шифрования и сократить длину хэш-значений и
цифровой подписи. В этом случае в качестве критерия используется не длина ключа, а крипто-
стойкость алгоритма, зависящая от длины ключевой последовательности, выбранной системы
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полиномиальных оснований и их расположения, то есть от полного ключа [3-5]. Отличитель-
ной особенностью предложенного алгоритма является совмещение в нем процедуры создания
ЭЦП с процедурой обнаружения и исправления одиночной ошибки и выявления многократных
ошибок.

Построение НПСС основано на великой китайской теореме об остатках и осуществляется
следующим образом. Обозначим выбранные полиномиальные основания непозиционной систе-
мы счисления (рабочие, информационные) через p1(x), p2(x), ..., pS(x) , а их степени соответ-
ственно через m1,m2, ..., mS . Эти основания образуют одну систему оснований; если изменить
порядок их расположения, то получим другую систему оснований. В соответствии с вели-
кой китайской теоремой об остатках эти основания должны быть различными, в том числе
и для полиномов одной степени. В НПСС основным рабочим диапазоном является многочлен

PS(x) = p1(x)p2(x)...pS(x) степени m =
S∑

i=1
mi и любой многочлен F (x) , степень которого

меньше m , записывается единственным образом в виде

F (x) = (α1(x), α2(x), ..., αS(x)), (1)

где F (x) ≡ αi(x)(mod pi(x)) . Восстановление позиционного представления полинома F (x) по
его непозиционному виду (1) при хранении и передаче информации проводится по формуле [2]:

F (x) =
S∑

i=1

αi(x)Pi(x), где Pi(x) =
PS(x)
pi(x)

. (2)

Электронное сообщение длиной N бит интерпретируется в НПСС, как последовательность
остатков от деления некоторого многочлена, обозначим его также F (x) , соответственно на
рабочие основания p1(x), p2(x), ..., pS(x) степени не выше N , т.е. в виде (1). Система этих ос-
нований выбирается из числа всех неприводимых полиномов степени от mi до mS из условия
выполнения уравнения

k1m1 + k2m2 + ... + kSmS = N, (3)

где ki , 0 ≤ ki ≤ ni – неизвестные коэффициенты, ni – количество всех неприводимых мно-
гочленов степени mi , 1 ≤ mi ≤ N , S = ki + k2 + ... + kS – число выбранных оснований.
Уравнение (3) определяет количество S оснований, вычеты по которым покрывают длину за-
данного сообщения. Полные системы вычетов по модулям многочленов степени mi включают
в себя все полиномы степени не выше mi − 1 , для записи которых необходимы mi бит ([6],
c.192).

Количество неприводимых многочленов с увеличением их степени существенно возрастает
(таблица 1), а из этого следует, что уравнение (3) имеет широкий спектр решений.

Таблица 1. Число неприводимых полиномов над полем GF (2)

Степень
полиномов 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Количество
полиномов 1 1 2 3 6 9 18 30 56 120 124 488 972 1938 3876 7749

Формирование цифровой подписи на базе модулярной арифметики для электронного сооб-
щения заданной длины N бит производится в три этапа:

1. из непозиционного вида (1) восстанавливается позиционное представление многочлена
F (x) по формуле (2), в связи с этим выбирается система рабочих полиномиальных оснований
для подписываемого сообщения в соответствии с уравнением (3);
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2. осуществляется сжатие (хэширование) сообщения до длины Nk : для этого вводятся из-
быточные (дополнительные или контрольные) основания из множества всех неприводимых
многочленов степени не выше Nk и определяются избыточные вычеты по модулям этих осно-
ваний;

3. шифрование полученного хэш-значения, результат которого – ЭЦП длиной Nk бит.
Начальный этап описывается процедурой выбора рабочих оснований в НПСС.
На втором этапе вычисляется собственно хэш-значение, которое составляется из избыточ-

ных вычетов.
При выполнении третьего этапа для шифрования хэш-значения выбирается система поли-

номиальных оснований степени не выше Nk и последовательность их расположения, а также
генерируется ключевая последовательность длиной Nk [3].

На первом и третьем этапах основания, рабочие и для шифрования хэш-значения выбира-
ются независимо друг от друга, но среди них могут быть и совпадающие. Процедура хэширо-
вания определяет выбор дополнительных оснований и соответственно различные алгоритмы
формирования ЭЦП. В предлагаемом алгоритме выбирается только одно избыточное основа-
ние pS+1(x) из числа всех неприводимых многочленов степени меньше Nk . Затем определяют-
ся три избыточных остатка (вычета)αS+1(x) , αS+2(x) , αS+3(x) . В этом указанном порядке
из них составляется двоичная последовательность, которая и есть хэш-значение из Nk бит.
Дополнительные вычеты используются не только для создания ЭЦП, но и для обнаружения
и коррекции одиночной ошибки и выявления многократной ошибки и задаются следующим
образом:

αS+1(x) =
S∑

i=1

|iαi(x)|pS+1(x), (4)

αS+2(x) =
S∑

i=1

αi(x), (5)

αS+3(x) =
S∑

i=1

|αi(x)Pi(x)|pS+1(x). (6)

В формуле (4) – (6) и далее знак
∑

означает сложение по модулю 2. В формуле (4) оста-
ток берется по модулю дополнительного основания pS+1(x) от суммы произведений рабочих
вычетов на их порядковые номера, |iαi(x)|pS+1(x) – вычет указанного выражения по модулю
избыточного основания (или вычет по модулю pS+1(x) ). Выражение (5) определяет второй
дополнительный вычет – это поразрядная сумма всех рабочих вычетов по модулю 2. По фор-
муле (6) вычисляется третий избыточный вычет по модулю дополнительного основания от
позиционного представления многочлена F (x) в соответствии с формулой (2). После введе-
ния избыточных вычетов выражение (2) будет иметь вид (расширение многочлена F (x) на
избыточные вычеты):

F (x) = (α1(x), α2(x), ..., αj(x), ..., αS(x), αS+1(x), αS+2(x), αS+3(x)).

Рассмотрим теперь процедуру обнаружения и исправления одиночной ошибки в сообщении,
то есть в рабочих вычетах. Пусть она произошла, например, по j -му основанию pj(x) . Тогда
избыточные вычеты (4) – (6) изменят свои значения на α∗S+1(x), α∗S+2(x) ,α∗S+3(x) . Ошибка –
это любое искажение вычета αj(x) по модулю pj(x) , и ее величина может быть равна любому
элементу из полной системы вычетов по модулю pj(x) , 1 ≤ j ≤ S . Тогда F (x) представится
в виде

F (x) = (α1(x), α2(x), ..., ᾱj(x), ..., αS(x), α∗S+1(x), α∗S+2(x), α∗S+3(x)),
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где ᾱj(x) принадлежит полной системе вычетов по модулю полинома pj(x) .
Для выявления и коррекция одиночной ошибки используются два избыточных вычета [1,2].

В предлагаемом алгоритме это – вычеты (4) и (5). Представим искаженный вычет в виде
суммы правильного вычета и ошибки ᾱj(x) = αj(x) +4j(x) , где 4j(x) – величина ошибки.
Если в хранимом или передаваемом сообщении обнаружена ошибка 4j(x) , то система (4) –
(5) запишется в виде

α∗S+1(x) =
S∑

i=1

|iαi(x)|pS+1 ⊕ |j4j(x)|pS+1(x), α∗S+2(x) =
S∑

i=1

αi(x)⊕4j(x). (7)

Вычтем (4) – (5) соответственно из первого и второго уравнений (7):

α∗S+1(x)⊕ αS+1(x) = |j4j(x)|pS+1(x), α∗S+2(x)⊕ αS+2(x) = 4j(x). (8)

Для полученных невязок введем обозначения:

ξ(x) = α∗S+1(x)⊕ αS+1(x), η(x) = α∗S+2(x)⊕ αS+2(x). (9)

Тогда система (8) перепишется в виде

ξ(x) = |j4j(x)|pS+1(x), η(x) = 4j(x). (10)

Как видно из системы (10), величина ошибки определяется вторым ее уравнением, а номер
ошибочного основания находится из первого уравнения путем умножения его на инверсный
многочлен 4−1

j (x) .
Кратность ошибки проверяется по значению третьего вычета αS+3(x) до и после обнару-

жения и коррекции одиночной ошибки: если эти значения не совпадают, то выявленная ошибка
многократна.

В работе [7] показана однозначность процедуры обнаружения и исправления ошибок: каж-
дой ошибке 4j(x) соответствует одна и только одна пара невязок (9).

Искаженными могут оказаться не только информационные вычеты. Для ошибок в кон-
трольных вычетах возможны следующие варианты.

1. Ошибочным является один из двух первых вычетов αS+1(x) и αS+2(x) .
При проверке ЭЦП окажется отличной от нуля невязка по ошибочному вычету, другие

две невязки будут равны нулю. После проверки ЭЦП ошибочный вычет исправляется заменой
вновь вычисленным. Если в этом случае ошибка произошла также и в третьем контрольном
вычете αS+3(x) , то ошибочные вычеты заменяются на вновь вычисленные.

2. Ошибочными являются оба первых вычета αS+1(x) и αS+2(x) .
Тогда по этим вычетам обе невязки отличны от нуля, а это – вариант ошибки в инфор-

мационном вычете сообщения. Поэтому ищем ошибку, как одиночную, по информационному
основанию и исправляем ее, то есть правильный вычет заменяется на неверный, и таким об-
разом, вносится третья ошибка. Проверка третьего вычета αS+3(x) покажет, что невязка по
вычету αS+3(x) отлична от нуля. Значит, ошибка неодиночна.

Неверными могут оказаться все три избыточных вычета αS+1(x) , αS+2(x) и αS+3(x) . В
этом случае поступаем также.

Таким образом, если ошибка произошла в одном из вычетов αS+1(x) и αS+2(x) , то она
исправляется, как в пункте 1, если же ошибочны оба этих вычета, то поступаем также, как и
в пункте 2.

При шифровании хэш-значения длины Nk формируется полный ключ из системы основа-
ний r1(x), r2(x), ..., rW (x) с учетом их перестановок и ключа (сгенерированной псевдослучай-
ной последовательности) [3]. Обозначим степени и число неприводимых многочленов, исполь-
зуемых при выборе оснований r1(x), r2(x), ..., rW (x) , соответственно b1, b2, ..., bW и l1, l2, ..., lW .
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Из аналога уравнения (3)
v1b1 + v2b2 + ... + vW bW = Nk (11)

находятся W оснований системы, запись вычетов по которым покрывает шифруемое хэш-
значение длины Nk . Здесь vi, 0 ≤ vi ≤ li – неизвестные коэффициенты, 1 ≤ bi ≤ Nk ,
W = v1 + v2 + ... + vW .

Тогда хэш-значение интерпретируется как последовательность остатков γ1(x),
γ2(x), ..., γW (x) от деления некоторого многочлена F1(x) на выбранные основания r1(x),
r2(x), ..., rW (x) . Ключевая последовательность генерируется длиной Nk и интерпретируется
как последовательность остатков η1(x), η2(x), ..., ηW (x) от деления некоторого полинома
G1(x) на те же основания r1(x), r2(x), ..., rW (x) . Тогда полученная в результате шифрования
криптограмма λ1(x), λ2(x), ..., λW (x) может быть представлена как некоторая функция
H1(F1(x), G1(x)) . При реализации алгоритма шифрования используется конкретный метод
шифрования на базе непозиционной полиномиальной системы счисления.

Поскольку ошибки могут произойти и в ЭЦП, то есть в избыточных вычетах, то основа-
ния для шифрования хэш-значения должны выбираться такими, чтобы длины вычетов по их
модулям совпадали с длинами соответствующих контрольных остатков, то есть

1) оснований для шифрования хэш-значения будет три r1(x), r2(x), r3(x) , удовлетворяющих
уравнению (11);

2) каждая из пар элементов αS+1(x) и γ1(x) , αS+2(x) и γ2(x) , αS+3(x) и γ3(x) должна
принадлежать одной и той же полной системе вычетов.

В противном случае при произвольном выборе оснований r1(x), r2(x), r3(x) при наличии
одиночной ошибки в цифровой подписи она может быть идентифицирована как многократ-
ная. Проиллюстрируем это примером, приведенном на рисунке 1, в котором для шифрования
выбраны четыре вычета r1(x), r2(x), r3(x), r4(x) . Тогда хэш-значение представляется соответ-
ственного вычетами γ1(x), γ2(x), γ3(x), γ4(x) .

Рисунок 1. Пример хэширования и шифрования полученного хэш-значения.

Положение избыточных вычетов αS+1(x) , αS+2(x) , αS+3(x) на рис. 1 отмечено штрих-
пунктирной линией, а вычетов для шифрования γ1(x) , γ2(x) , γ3(x) , γ4(x) – пунктирной
линией. Если, например, ошибка произойдет по первому избыточному вычету, то при шифро-
вании хэш-значения она попадет в вычет γ1(x) , длина которого включает αS+1(x) и часть
αS+2(x) . При проверке ЭЦП сравниваются два хэш-значения, полученные от 1) хэширования
сообщения и 2) расшифрования подписи. Поэтому во втором хэш-значении или расшифрован-
ной ЭЦП ошибочными могут стать первые два дополнительных вычета, то есть одиночность
ошибки не будет подтверждена.
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О РАЗРЫВНЫХ РЕШЕНИЯХ ЗАДАЧИ ТРИКОМИ ДЛЯ
УРАВНЕНИЯ ЛАВРЕНТЬЕВА-БИЦАДЗЕ

А. В. Роговой

Южно-Казахстанский гуманитарный институт им. М.Сапарбаева
486001 Шымкент, ул. Мадели кожа, б/н, rog2005@list.ru

В работе рассмотрена однородная задача Трикоми для уравнения Лаврентьева-Бицадзе. Доказано
существование разрывного решения этой задачи для широкого класса контуров. Изучены важные
частные случаи задачи Трикоми.

В конечной области Ω ⊂ R2, ограниченной при y < 0 характеристиками AC : x + y = 0 и
BC : x− y = 1, а при y > 0 – кривой Ляпунова

σδ =

{
(x, y) :

(
x− 1

2

)2

+ (y + δ)2 =
1
4

+ δ2, y > 0

}
,

рассмотрим однородную задачу Тpикоми для уравнения Лавpентьева-Бицадзе

sgn y uxx + uyy = 0, (1)

u|σδ ∪AC = 0, (2)

причем должны выполняться следующие условия "склеивания"решения на линии изменения
типа уравнения {y = 0}:

u(x,+0) = u(x,−0), (3)

uy(x,+0) = uy(x,−0). (4)

В pаботах [1]-[2] для более общего уравнения Геллеpстедта

sgn y |y|muxx + uyy = 0

было показано существование разрывного решения однородной задачи Тpикоми в случае, если
m > 2, а углы подхода кривой Ляпунова к линии изменения типа уравнения достаточно велики.

Оказалось, что этот результат можно значительно усилить, а существование разрывного
решения задачи Тpикоми имеет место даже для случая уравнения (1) (при m = 0) и малых
углах подхода.

Keywords: mixed type equation, Tricomi problem, non continuous solution, complex functions theory
2000 Mathematics Subject Classification: 35M10
c© А. В. Роговой, 2007.
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Отметим, что, очевидно, функция u0 ≡ 0 будет решением задачи (1) – (2), причем выпол-
нены условия (3) – (4).

Покажем, что в случае тех контуров σδ, для которых параметр δ может быть представлен
в виде

δ =
1
2
ctg

(
4p− 1

4n
· π

)
, n = 1, 2, . . . ; p = 1, 2, . . . , n, (5)

задача (1) – (2) будет, кроме того, иметь разрывное в точке B(1, 0) решение, причем выполнены
условия (3) – (4).
Обозначим

u(x, 0) = τ(x), (6)

uy(x, 0) = ν(x). (7)

В гипеpболической части области Ω− рассмотрим задачу Коши-Гуpса (Даpбу)

uxx − uyy = 0,

u|AC = 0,

uy|AB = ν(x).

В характеристических переменных {
ξ = x + y,
η = x− y

задача Даpбу запишется следующим образом:

uξη = 0,

u|ξ=0 = 0,

(uξ − uη))|AB = ν(ξ).

Общее решение уравнения запишется в виде

u = ϕ(ξ) + ψ(η).

Учитывая первое краевое условие, получим

u|ξ=0 = ϕ(0) + ψ(η) = 0 => ψ(η) = −ϕ(0) => u = ϕ(ξ)− ϕ(0).

Учитывая второе краевое условие, имеем

ϕξ = ν(ξ).

Таким образом, получим

u =

ξ∫

0

ν(t)dt =

x+y∫

0

uy(t, 0)dt. (8)

На линии изменения типа уравнения {y = 0} имеем

u(x, 0) =

x∫

0

uy(t, 0)dt. (9)
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Таким образом, соотношение (9) представляет собой условие, эквивалентное условию u|AC = 0
в гиперболической части области.

В эллиптической части Ω+ рассмотрим следующую задачу: найти решение уравнения

uxx + uyy = 0, (∗)

удовлетворяющее, в силу постановки задачи Тpикоми и полученному соотношению (9) краевым
условиям

u|σδ
= 0,

u(x, 0) =

x∫

0

uy(t, 0)dt. (∗∗)

Сделаем следующую замену переменных
{

1− x = r cosϕ,
y = r sinϕ,

откуда {
x = 1− r cosϕ,

y = r sinϕ,

а также {
r =

√
(1− x)2 + y2,

ϕ = arctg y
1−x .

В результате уравнение контура σδ запишется, как r = cosϕ − 2δ sinϕ, а задача (*) – (**)
преобразуется к виду

r2urr + rur + uϕϕ = 0, (10)

u(r, 0) = −
ηr∫

0

uϕ(t, 0)
t

dt, (11)

u|r= cosϕ− 2δ sinϕ = 0. (12)

Будем искать решение уравнения (10) в виде

u(r, ϕ) = rkΦ(ϕ).

Из уравнения (10) для определения функции Φ(ϕ) получим

Φ′′(ϕ) + k2Φ(ϕ) = 0,

откуда
Φ(ϕ) = c1 cos kϕ + c2 sin kϕ.

Подставив решение
u(r, ϕ) = rk (c1 cos kϕ + c2 sin kϕ)

в условие (11), получим
c1 = −c2 = c,

следовательно,
u(r, ϕ) = crk (cos kϕ− sin kϕ) .
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Таким образом, всякая функция вида

uk(r, ϕ) = ckr
k (cos kϕ− sin kϕ) , (13)

где k – любое вещественное число, ck – константа, будет решением уравнения (10), удовлетво-
ряющим краевому условию (11). В силу однородности уравнения (10) и условия (11), то же
относится и к любой линейной комбинации функций вида (13).
Рассмотрим следующую функцию

un(r, ϕ) =
n∑

k=0

(−1)kCk
n

cos kϕ + sin kϕ

rk
, (14)

где

Ck
n =

n!
k!(n− k)!

.

В силу сказанного выше, функция (14) удовлетворяет уравнению (1) и краевому условию (11)
(вместо k рассматривается −k). Покажем, что она удовлетворяет и краевому условию (12) для
тех контуров, у которых параметр δ определяется соотношением (5).

Для этого нам достаточно показать в силу представления (14) и краевого условия (12), что

n∑

k=0

(−1)kCk
n

cos kϕ + sin kϕ

(cosϕ− 2δ sinϕ)k
= 0, (15)

где δ определяется соотношением (5).
Рассмотрим предварительно следующее выражение

n∑

k=0

(−1)kCk
n

cos kϕ + i sin kϕ

(cosϕ− 2δ sinϕ)k
=

n∑

k=0

(−1)kCk
n1n−k

(
cosϕ + i sinϕ

cosϕ− 2δ sinϕ

)k

=

=
(

1− cosϕ + i sinϕ

cosϕ− 2δ sinϕ

)n

=
(

cosϕ− 2δ sinϕ− cosϕ− i sinϕ

cosϕ− 2δ sinϕ

)n

=

= (−1)n (2δ + i)n sinn ϕ

(cosϕ− 2δ sinϕ)n
=

[
− (2δ + i) sin ϕ

cosϕ− 2δ sinϕ

]n

.

Ho
n∑

k=0

(−1)kCk
n

cos kϕ + sin kϕ

(cosϕ− 2δ sinϕ)k
= Re

(
n∑

k=0

(−1)kCk
n

cos kϕ + i sin kϕ

(cosϕ− 2δ sinϕ)k

)
+

+Im

(
n∑

k=0

(−1)kCk
n

cos kϕ + i sin kϕ

(cosϕ− 2δ sinϕ)k

)
,

следовательно,

n∑

k=0

(−1)kCk
n

cos kϕ + sin kϕ

(cosϕ− 2δ sinϕ)k
=

(−1)n

(cosϕ− 2δ sinϕ)n
(Re(2δ + i)n + Im(2δ + i)n) . (16)

Так как δ определяется из соотношения (5), то

(2δ + i)n =
(

ctg
4p− 1

4n
π + i

)n

=

(
cos 4p−1

4n π + i sin 4p−1
4n π

sin 4p−1
4n π

)n

=
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=
cos

(
pπ − π

4

)
+ i sin

(
pπ − π

4

)

sinn 4p−1
4n π

,

следовательно, учитывая что p = 1, 2, . . . , n,

Re(2δ + i)n + Im(2δ + i)n =
cos

(
pπ − π

4

)
+ sin

(
pπ − π

4

)

sinn 4p−1
4n π

=

=
(−1)p cos π

4 + (−1)p+1 sin π
4

sinn 4p−1
4n π

= (−1)p cos π
4 − sin π

4

sinn 4p−1
4n π

= 0.

Таким образом, в силу (16) получим, что соотношение (15) доказано, то есть в случае рас-
сматриваемого класса контуров функция (14) будет решением задачи в эллиптической части
области.

Переходя от переменных r, ϕ к исходным переменным x, y, получим представление решения
однородной задачи Тpикоми в эллиптической части области

y > 0 : u(x, y) =
n∑

k=0

(−1)kCk
n

cos
(
k · arctg y

1−x

)
+ sin

(
k · arctg y

1−x

)

((1− x)2 + y2)
k
2

, (17)

или, учитывая формулы [3, с. 41, 62]

sinnx = C1
n cosn−1 x sinx− C3

n cosn−3 x sin3 x + C5
n cosn−5 x sin5 x− . . . ,

cosnx = C0
n cosn x− C2

n cosn−2 x sin2 x + C4
n cosn−4 x sin4 x− . . . ,

arctg x = arcsin
x√

1 + x2
,

arctg x = arccos
1√

1 + x2
,

получим следующее представление

u(x, y) =
n∑

k=0

(−1)kCk
n

(1− x)k + k(1− x)k−1y − C2
k(1− x)k−2y2 − . . .

((1− x)2 + y2)k
. (18)

Из представления (18) по формуле (8) восстановим значение функции u(x, y) в гиперболической
части области. В результате получим

y < 0 : u(x, y) =
(

1− 1
1− x− y

)n

= (−1)n

(
x + y

1− x− y

)n

. (19)

В итоге, сопоставляя формулы (17), (18), (19) и обобщая проведенные выше рассуждения,
получим, что функция

u(x, y) =
n∑

k=0

(−1)kCk
n

(1− x)k + k(1− x)k−1y − C2
k(1− x)k−2y2 − . . .

((1− x)2 + y2)k
, y > 0, (20)

является решением однородной задачи Тpикоми (задачи (1) – (4)) для контуров, у которых
парапет δ удовлетворяет соотношению (5). Ho, как легко видеть, функция (20) имеет разрыв
в точке B(1, 0). Таким образом, доказана следующая теорема.
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Те о р ем а 1. В случае тех контуров σδ, для которых параметр δ может быть пред-
ставлен в виде (5), существует ненулевое разрывное в точке B(1, 0) решение однородной зада-
чи Тpикоми для уравнения Лавpентьева-Бицадзе (задачи (1) – (4)), которое представляется
по формуле (20).

Теорему 1 можно проиллюстрировать на следующих примерах, полагая n = 1 (в этом
случае p = 1), n = 2 (p = 1 и p = 2) и n = 3 (p = 1, p = 2 и p = 3).

Пример 1. При n = 1 контур σδ запишется в виде

σδ =

{
(x, y) :

(
x− 1

2

)2

+
(

y − 1
2

)2

=
1
2
, y > 0

}
,

а решение

u(x, y) =





1
2
−(x− 1

2)
2−(y+ 1

2)
2

(1−x)2+y2 , y > 0,

− x+y
1−x−y , y < 0,

очевидно, удовлетворяет уравнению (1), краевым условиям (2) и условиям согласования (3) –
(4), что можно показать простой подстановкой.

Пример 2. При n = 2 решение

u(x, y) =





1− 2 1−x+y
(1−x)2+y2 + (1−x)2+2(1−x)y−y2

((1−x)2+y2)2
, y > 0,

1− 2 1
1−x−y + 1

(1−x−y)2
, y < 0,

удовлетворяет однородной задаче Трикоми (1) – (4) сразу для двух контуров

σδ1 =



(x, y) :

(
x− 1

2

)2

+

(
y +

√
2− 1
2

)2

=
1
4

+

(√
2− 1
2

)2

, y > 0



 ,

и

σδ2 =



(x, y) :

(
x− 1

2

)2

+

(
y −

√
2 + 1
2

)2

=
1
4

+

(√
2 + 1
2

)2

, y > 0



 .

Пример 3. Наконец, при n = 3 функция

u(x, y) =





1− 3 1−x+y
(1−x)2+y2 + 3 (1−x)2+2(1−x)y−y2

((1−x)2+y2)2
− (1−x)3+3(1−x)2y−3(1−x)y2−y3

((1−x)2+y2)3
, y > 0,

1− 3 1
1−x−y + 3 1

(1−x−y)2
− 1

(1−x−y)3
, y < 0,

удовлетворяет однородной задаче Трикоми (1) – (4) для трех следующих контуров

σδ1 =

{
(x, y) :

(
x− 1

2

)2

+
(

y +
1
2

)2

=
1
2
, y > 0

}
,

σδ2 =



(x, y) :

(
x− 1

2

)2

+

(
y − 2−√3

2

)2

=
1
4

+

(
2−√3

2

)2

, y > 0



 ,
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и

σδ3 =



(x, y) :

(
x− 1

2

)2

+

(
y − 2 +

√
3

2

)2

=
1
4

+

(
2 +

√
2

2

)2

, y > 0



 .

Отметим, что, взяв достаточно большое n и полагая p = 1 в соотношении (5), мы можем
получить существование разрывного решения задачи (1) – (4) в случае тех контуров, угол
подхода которых к линии изменения типа уравнения очень мал и даже близок к 0.

Цитированная литература

1. Роговой А.В. // Вестник КазHУ им. Аль-Фаpаби. Серия математика, механика, информа-
тика. 2002. №5(33). С. 50 – 56.

2. Роговой А.В. Решение задачи Тpикоми для уравнений смешанного типа методом преобра-
зований Меллина. Автореферат канд. диссертации. Шымкент, 2004. С. 26

3. Градштейн И.С., Рыжик И.М. Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений. М.,
1962.

Поступила в редакцию 26.06.2007г.

Математический журнал 2007. Том 7. № 4 (26)



Математический журнал. Алматы. 2007. Том 7. № 4 (26) . C. 82 – 86

УДК 517.51

К 75-ЛЕТИЮ ПРОФЕССОРА С.А.ТЕЛЯКОВСКОГО.
О МЕТОДАХ ЧЕЗАРО И РИССА

Л. П. Фалалеев

Институт математики МОН РК
050010 г.Алматы ул.Пушкина, 125 flp@math.kz

Исследуется уклонение в равномерной метрике непрерывных функций и им тригонометрически
сопряженных от сумм Чезаро и Рисса. В соответствующих асимптотических оценках найдены
константы Колмогорова-Никольского высокого порядка на подклассах непрерывных функций.

Изучение асимптотического поведения величин

∆β
n(M) = sup

f∈M
‖f(x)− σβ

n(f, x)‖C2π , (1)

где σβ
n(f, x) – суммы Чезаро функции f(x) для различных функциональных классов M, берет

свое начало в работах С.М.Никольского [1] (β = 1) и было продолжено Б.Надем. Б.Секефальви-
Надь доказал, что на классах W (r) (r = 1, 2, . . . , β = 1, 2, . . .) и W̃ (r) (r = 2, 3, . . . , β =
1, 2, . . . ; r = 1, β = 3, 4, . . .) функция, реализующая экстремум величины уклонения (1), не
зависит от n и высказал предположение, что на классе W̃ (1) для β = 1 и β = 2 экстремальная
функция от n зависит. Для β = 1 эта гипотеза была подтверждена С.Б.Стечкиным, нашедшим
главный член асимптотически соответствующих верхних граней:

∆
′
n(W̃ (1)) =

2
πn

∫ ∞

0
|
∫ ∞

x

sin t

t2
dt|dx + O(

1
n2

).

С.А.Теляковский показал, что для чисел n вида 4m+1 и 4m+2,m = 0, 1 . . ., верхняя грань

∆̃2
n(W̃ 1) = sup

f∈fW (1)

‖σ2
n(f, x)− f(x)‖C2π

достигается на функции

g(x) =
4
π

∞∑

ν=0

(−1)ν cos(2ν + 1)x
(2ν + 1)2

.

В остальных случаях экстремальная функция зависит от n, но

∆̃2
n(W̃ (1)) = |g(0)− σ2

n(g, 0)|+ O(
1
n4

),

Keywords: Asymptotical estimate, uniform metric, function trigonometrically conjugated to f(x), Cesaro, Riesz sum
2000 Mathematics Subject Classification: 42A10
c© Л. П. Фалалеев, 2007.
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и, в частности, имеет место асимптотическое равенство

∆̃2
n(W̃ (1)) =

2
n

+ O(
1
n2

).

Ранее автором в [2, 3] была рассмотрена задача (1) для произвольных β ≥ 2. В настоящей
заметке исследуется поведение величины

∆̃β
n(W r) = sup

f∈W (r)

‖σ̃β
n(f, x)− f̃(x)‖C2π

без учета точного порядка остаточного члена, сравнение аппроксимативных свойств средних
Чезаро и Рисса.

Теорема1. Если f ∈ W (r), то для β > 1, r = 2, 3, . . . при n → ∞ справедливо асимптоти-
ческое равенство

f̃(x)− σ̃β
n(f, x) = β(f̃(x)− σ1

n(f, x)) + o(
1
n

).

Доказательство. По определению сумм Чезаро

f̃(x)− σ̃n(f, x) = f̃(x)−
n∑

ν=0

Aβ−1
n−ν

Aβ
n

S̃ν(f, x) =
n∑

ν=0

Aβ−1
n−ν

Aβ
n

(f̃(x)− S̃ν(f, x)).

Учитывая, что Aβ
n = n+β

β Aβ−1
n , получим

f̃(x)− σ̃β
n(f, x) =

β

n + β

n∑

ν=0

Aβ−1
n−ν

Aβ−1
n

(f̃(x)− S̃ν(f, x)) =

=
β

n + β
{f̃(x)− S̃ν(f, x) +

n−1∑

ν=1

Aβ−1
n−ν

Aβ−1
n

(f̃(x)− S̃ν(f, x))}+
1

Aβ−1
n

(f̃(x)− S̃n(f, x)). (2)

Пользуясь асимптотикой чисел Чезаро, преобразуем сумму в (2). Имеем

Aβ−1
n−ν

Aβ−1
n

=
(n− ν)β−1{1 + O( 1

n−ν )}
nβ−1{1 + O( 1

n)} =
(n− ν)β−1

nβ−1
+

(n− ν)β−2

nβ−1
O(

1
n− ν

).

Тогда

n∑

ν=1

Aβ−1
n−ν

Aβ−1
n

(f̃(x)− S̃ν(f, x)) =
n−1∑

ν=1

{(n− ν)β−1

nβ−1
+

(n− ν)β−1

nβ−1
O(

1
n− ν

)}(f̃(x)− S̃ν(f, x)).

Из результатов С.М.Никольского [1] следует, что для f ∈ W (r) равномерно по x

f̃(x)− S̃ν(f, x) = O(
ln ν

νr
), ν →∞.

Поэтому

n−1∑

ν=1

(n− ν)β−1

nβ−1
O(

1
n− ν

)(f̃(x)− S̃ν(f, x)) =
n−1∑

ν=1

(n− ν)β−2

nβ−1

ln ν

νr
= O(

1
nβ−1

), 1 < β ≤ 2, r = 2, 3, . . .

Для β > 2 воспользуемся неравенством Коши-Буняковского

1
nβ−1

n−1∑

ν=1

(n− ν)β−2 ln ν

νr
≤ 1

nβ−1
(
n−1∑

ν=1

ν2(β−2))
1
2 (

n−1∑

ν=1

ln2 ν

ν2r
)

1
2 = O(

1

n
1
2

)).
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Если пренебречь точным порядком остаточных членов, то для β > 1

n−1∑

ν=1

(n− ν)β−2

nβ−1
(f̃(x)− S̃ν(f, x)) = o(1).

Следовательно,

n∑

ν=1

Aβ−1
n−ν

Aβ
n

(f̃(x)− S̃ν(f, x)) =
n−1∑

ν=1

(n− ν)β−1

nβ−1
(f̃(x)− S̃ν(f, x) + o(

1
n

)). (3)

Сумму в (3) представим следующим образом:

n−1∑

ν=1

(1− ν

n
)β−1(f̃(x)− S̃ν(f, x)) =

n−1∑

ν=1

{1 +
∞∑

k=1

A−β
k (

ν

n
)k}(f̃(x)− S̃ν(f, x)) =

=
n−1∑

ν=1

(f̃(x)− S̃ν(f, x)) +
n−1∑

ν=1

∞∑

k=1

A−β
k (

ν

n
)k(f̃(x)− S̃ν(f, x)). (4)

Так как при β > 1 ряд
∑

k A−β
k абсолютно сходится, то

n−1∑

ν=1

∞∑

k=1

A−β
k (

ν

k
)k(f̃(x)− S̃ν(f, x)) ≤ C

n−1∑

ν=1

∞∑

k=1

|A−β
k |(ν

n
)k ln ν

νr
≤ C

∞∑

k=1

|A−β
k |

nk
nk−r+1 lnn =

= C
ln n

nr−1

∞∑

k=1

|A−β
k | = o(1), n →∞, c > 0, c = const.

Таким образом, при n →∞
n−1∑

ν=1

∞∑

k=1

A−β
k (

ν

n
)k(f̃(x)− S̃ν(f, x)) = o(1), (5)

Учитывая еще оценку
1

Aβ−1
n

(f̃(x)− S̃ν(f, x)) = O(
ln n

nr+β−1
),

из (3) – (5) получим

f̃(x)− σ̃β
n(f, x) =

β

n + β
{f̃(x)− S̃0(f, x) +

n∑

ν=1

(f̃(x)− S̃ν(f, x)) + o(1)} =

=
β

n + β

n∑

ν=0

(f̃(x)−S̃ν(f, x))+o(
1
n

) = β
n + 1
n + β

{f̃(x)− 1
n + 1

n∑

ν=0

S̃ν(f, x)}+o(
1
n

) = β(f̃(x)−σ1
n(f, x))+o(

1
n

),

что и доказывает теорему.
В работе [1] С.М.Никольский получил известную оценку для r = 2, 3, . . . :

sup
f∈fW (r)

‖f̃(x)− σ1
n(f, x)‖C2π =

Kr−1

n + 1
+ O(

1
nr

),

Kr =
4
π

∞∑

m=0

(−1)m(r+1)

(2m + 1)r+1

– константы Фавара.
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Используя доказанную теорему, получим

Следствие. При n →∞ для β > 1, r = 2, 3, . . .

∆̃β
n(W (r)) =

βKr−1

n + 1
+ o(

1
n

).

Сингулярный интеграл Рисса задается сверткой (γ ≥ 1)

Rγ
n(f, x) =

1
π

∫ π

−π
f(x + t){1

2
+

n∑

ν=1

(1− ν

n
)γ cos νt}dt, n = 1, 2, . . .

С помощью множителей суммирования (1− ν
n)γ строятся сопряженные суммы Рисса R̃γ

n(f, x).
По аналогии с теоремой 1 доказывается

Теорема 2. Если f(x) ∈ W̃ (r), r = 2, 3, . . . , то для γ > 1 при n →∞ справедливо асимпто-
тическое равенство

f̃(x)− R̃γ
n(f, x) = β(f̃(x)− R̃1

n(f, x)) + o(
1
n

).

Автором совместно с А.Джумагуловым и А.Абдыкалыковым в разные годы (см., например,
[4])получены результаты уклонений в равномерной метрике функций из класса Lip1 от средних
Чезаро σβ

n(f, x) и Рисса R̃γ
n(f, x). В случае β = γ = 1 (средние Фейера) указанному вопросу

посвящены работы [5, 6]. Из результатов этих работ следовало, что коэффициенты при n−3

зависят от четности или нечетности n.

Теорема 3. Для β = 1, 2, 3, . . . при n →∞ справедливо асимптотическое равенство

E1(σβ
n) = sup

f∈Lip1
‖f(x)− σβ

n(f, x)‖C2π =

=
2
π
{β ln n

n
+

β

n
(1 + c + ln 2−

β−1∑

k=1

1
k
)− β(β + 1)

2
ln n

n2
+

1
n2

β(β + 1)
2

(
β−1∑

k=1

1
k
− ln 2− c) +

β(β + 1)(2β + 1)
6

lnn

n3
+

1
n3

ϕ(β)}+ o(
1
n3

),

где для β = 2, 3, 4, . . .

ϕ(β) =
β(β − 1)(β − 2)

36
+

β(β + 1)
12

{(4β + 2)(ln 2 + c−
β−1∑

k=1

1
k
)− 3β + 2

2
},

ϕ(1) =
{

ln 2 + c− 2
3 для нечетных n,

ln 2 + c− 1
6 для четных n.

c – постоянная Эйлера.

Теорема 4. Для γ = 1, 2, 3, . . . при n →∞ справедливо асимптотическое равенство

E1(Rγ
n) = sup

f∈Lip1
‖f(x)−Rγ

n(f, x)‖C2π =
2
π
{γ ln n

n
+

γ

n
(1+ c+ln 2−

γ−1∑

k=1

1
k
)+

1
n3

ϕ(γ)}+ o(
1
n3

), (6)

ϕ(1) =
{

1
3 для нечетных n,
−1

6 для четных n.

ϕ(γ) = γ(γ−1)(γ−2)
36 , γ = 2, 3, . . .
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Как видно из (6), коэффициенты при n−3, начиная с γ = 2, не зависят от четности или
нечетности n.
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ХРОНИКА

К 75-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ

В 2007 году исполнилось бы 75 лет крупному уче-
ному, известному специалисту в области теории коле-
баний дифференциальных уравнений, член-корреспон-
денту НАН РК, доктору физико-математических наук,
профессору Умбетжанову Даулету Умбетжановичу.

Даулет Умбетжанович родился на разъезде № 68
"Ушкарай"Оренбургской ж.д., что находится на тер-
ритории аула № 1 Шалкарского района Актюбинской
области. В 1950 году после окончания Шалкарской ка-
захской средней школы Д.У.Умбетжанов поступил на
физико-математический факультет Казахского государ-
ственного университета им. С.М.Кирова. Успешно окон-
чив его в 1955 г., Д.У.Умбетжанов поступил в аспиран-
туру Казахского педагогического института им. Абая,
откуда был направлен в МГУ им. М.В.Ломоносова для
непосредственной работы по теме кандидатской дис-
сертации под руководством одного из учеников про-

фессора В.В.Немыцкого – Р.Э.Винограда. После аспирантуры он работал в КазГУ с 1959
по 1973 годы сначала старшим преподавателем, а с 1965 года – доцентом кафедры мате-
матического анализа. В 1964 году под руководством доктора физико-математических наук,
профессора В.Х.Харасахала он защитил кандидатскую диссертацию на тему "О квазиперио-
дических и почти периодических решениях нелинейных систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений, содержащих малый параметр". С 1965 по 1967 был заместителем декана
механико-математического факультета КазГУ по научной работе. С 1973 по 1985 годы рабо-
тал в Казахском государственном женском педагогическом институте заведующим кафедрой
математического анализа, а с 1982 года – одновременно деканом физико-математического фа-
культета. С августа 1985 года Д.У.Умбетжанов работал в Институте математики и механи-
ки АН КазССР в должности заведующего лабораторией сначала прикладных методов ана-
лиза, затем с 1987 года – обыкновенных дифференциальных уравнений. С 1966 года после
смерти В.Х.Харасахала его первый ученик Д.У.Умбетжанов возглавляет проводимую в Казах-
стане научно-исследовательскую работу по проблемам теории периодических и почти перио-
дических решений дифференциальных уравнений. На основе метода малого параметра Пуан-
каре им получены явные критерии существования квазипериодических решений неавтоном-
ных и автономных систем, которые были развиты и обобщены на счетные системы, интегро-
дифференциальные уравнения, обыкновенные дифференциальные уравнения в банаховом про-
странстве. Разработан аналитический аппарат исследования многопериодических и почти мно-
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гопериодических решений систем дифференциальных уравнений в частных производных пер-
вого порядка, содержащих различные малые параметры. Эти результаты были опубликованы
в монографии "Почти многопериодические решения дифференциальных уравнений в частных
производных" (изд-во "Наука"КазССР, Алма-Ата, 1979) и легли в основу его докторской дис-
сертации, успешно защищенной в 1983 г. в Институте математики УССР. В 1984 году ему
присвоено ученое звание профессора. В последующие годы Д.У.Умбетжанов исследовал по-
чти периодические решения интегро-дифференциальных уравнений переноса, параболических
и гиперболических уравнений и краевых задач для них. Полученные здесь научные выводы
положены в основу новой монографии "Почти периодические решения эволюционных урав-
нений", которая вышла в издательстве "Наука" КазССР в 1990 году. Последние годы жиз-
ни Д.У.Умбетжанов, исследуя почти периодические в смысле Степанова решения дифферен-
циальных уравнений с эллиптическим оператором, ввел новое функциональное пространство
функций дробной гладкости от многих переменных, имеющих интегральное представление в
виде свертки с матричным ядром Бесселя-Макдональда и с потенциалами из класса Степано-
ва. Были доказаны соответствующие теоремы вложения и на их основе получены достаточные
условия существования и единственности почти периодических решений по Степанову системы
с положительно-определенным эллиптическим оператором в дробной степени. Он опубликовал
около 130 научных работ и две монографии. Ряд его работ увидел свет на страницах журналов
"Доклады РАН", "Дифференциальные уравнения", "Украинский математический журнал",
"Вестник МГУ. Серия матем.", "Доклады НАН РК" , "Вестник НАН РК", "Известия НАН РК.
Серия физ.-матем." и др. В периодической печати и энциклопедических изданиях опубликова-
ны его статьи и очерки о математике и математиках старшего поколения (Ю.А.Митропольский,
О.А.Жаутыков, Х.И.Ибрашев, А.К.Бедельбаев, В.Х.Харасахал, А.А.Ермеков). Он уделял боль-
шое внимание подготовке научных и научно-педагогических кадров. Под его непосредственным
руководством защищены 1 докторская и 18 кандидатских диссертаций. Работая в КазГУ, Каз-
ГосЖенПИ, КИМЭП и Институте математики НАН РК, он показал себя как трудолюбивый,
вдумчивый ученый и педагог, инициативный руководитель, заботливый товарищ и обаятель-
ный человек. Его лекции отличались глубокой содержательностью, простотой и доходчиво-
стью изложения теоретического материала. В 1994 году Д.У.Умбетжанов был избран член-
корреспондентом Национальной академии наук РК. Он был членом Проблемного научного
совета по математике при ОФМН НАН РК, специализированных ученых советов по защите
докторских и кандидатских диссертаций, редколлегии по физико-математическим наукам при
Главной редакции КСЭ. Он являлся первым Председателем экспертного совета по математике
и информатике ВАК РК. За успешную и добросовестную работу он был награжден нагруд-
ными значками "За отличные успехи в работе" МинВУЗа СССР (1982), "Отличник народного
просвещения КазССР" МинВУЗа КазССР (1985), Почетными грамотами. Вместе с супругой,
Нарен Косжановной, Даулет Умбетжанович воспитал и вырастил четырех дочерей: Жумагуль,
Алма, Шолпан и Раушан.

30 июля 1996 года Д.У.Умбетжанов после долгой продолжительной болезни ушел из жиз-
ни. В 1997 году были приняты меры по увековечению памяти Даулета Умбетжановича Ум-
бетжанова. Установлена мемориальная доска на стене Шалкарской казахской средней школы
№ 1, где он учился и его именем названа улица г.Шалкар Актюбинской области, где он жил
с родителями в детские и юношеские годы. В Актюбинском областном краеведческом музее
в экспозицию деятелей культуры и науки внесен и его портрет с биографической надписью и
музейными принадлежностями, которые украшают его две монографии.

Редакционная коллегия
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ХРОНИКА

ШМИДТ МУСАЕВИЧ АЙТАЛИЕВ

22 июня 2007 года ушел из жизни академик Нацио-
нальной Академии Наук Республики Казахстан, заслу-
женный деятель науки и техники, доктор технических
наук, профессор Шмидт Мусаевич Айталиев.

Он родился 28 января 1935 года в г. Уральске За-
падно-Казахстанской области в семье служащего. В
1952 году окончил с золотой медалью Джаныбекскую
казахскую среднюю школу и поступил на открытое в
том году отделение механики физико-математического
факультета Казахского государственного университе-
та в г. Алма-Ате. После окончания КазГУ в 1957 году
был направлен в Уральский педагогический институт,
где проработал три года ассистентом кафедры высшей
математики.

С 1960 года вся трудовая деятельность Ш.М. Айта-
лиева связана с Академией наук КазССР и НАН РК,
где он вырос от младшего научного сотрудника Секто-

ра математики и механики (1960—1965) до руководителя Отделения физико-математических
наук (1997—1999). На протяжении более, чем 25 лет, был заведующим лаборатории теории
(сейсмостойкости) подземных сооружений Институтов математики и механики (1966—1976,
1987—1991), сейсмологии (1976—1986), механики и машиноведения (1991—1992); с 2003 года
заведовал лабораторией механики деформируемого твердого тела в Институте механики и ма-
шиноведения им. У.А.Джолдасбекова, работал академиком-секретарем Западного Отделения
НАН РК (1992—1997). Активно занимался педагогической деятельностью на условиях совме-
стительства в Казахском государственном, ныне Национальном, университете им. Аль-Фараби
(1978—1992), Казахской академии транспорта и коммуникаций (с 2000г.).

Ш.М.Айталиев принимал активное участие в общественной работе: был членом Президиума
НАН РК (1994—1996), Коллегии Министерства Науки-АН РК, Миннауки и высшего образова-
ния (1997—1999), председателем комиссии по Госпремиям РК (1995—1999), Президиума ВАК
РК (1997—1999). Он был членом Международного союза инженеров-нефтяников, Междуна-
родной и Казахстанской геотехнических ассоциаций, сопредседателем Национального комите-
та РК по теоретической и прикладной механике, председателем Объединенного докторского
диссертационного совета по механике. Избирался депутатом Фрунзенского района г. Алма-Аты
(1967—1969), Атырауского областного маслихата (1994—1997).

Кандидатская диссертация защищена им в 1965г. (АН КиргССР, г.Фрунзе), докторская — в
1974г. (СО АН СССР, г.Новосибирск). Профессорское звание ему присвоено в 1980г. В 1983г. он
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был избран член-корреспондентом АН КазССР по специальности "Горное дело". В 1994г. стал
академиком НАН РК по специальности "Механика". В 1995г. ему присвоено почетное звание
"Заслуженный деятель науки и техники Казахстана".

Ш.М. Айталиев — крупный ученый в области механики подземных сооружений, механики
грунтов и горных пород, механики деформируемого твердого тела. Он создал в Казахстане
свою научную школу по механике и сейсмостойкости подземных сооружений, занимался раз-
работкой фундаментальной базы по созданию геоинформационных технологий для освоения
подземного пространства.

Проводимая в Казахстане с середины прошлого века интенсивная разработка месторож-
дений полезных ископаемых, размещение горных выработок, хранилищ и объектов разного
назначения под землей, проведение подземных транспортных тоннелей и коммуникаций, маги-
стральных газо- и трубопроводов и др. требовало научного изучения поведения таких объектов
для обеспечения их прочности и надежности. В связи с этим в 60—70-х годах в Академии Наук
КазССР под руководством академика АН КазССР Ж.С.Ержанова начала создаваться школа
механики горных пород и подземных сооружений. Ш.М.Айталиев — достойный представитель
этой школы, ее первый доктор наук. Им совместно с его учениками на основе методов мате-
матического моделирования и моделей механики сплошных сред разработаны эффективные
методы расчета напряженно-деформированного состояния, прочности и устойчивости подзем-
ных сооружений и конструкций различного назначения при статических, квазистатических и
динамических (сейсмических) воздействиях с учетом реальных свойств геоматериалов в их
естественном залегании.

Первые работы Ш.М.Айталиева посвящены изучению реологии горного давления на осно-
ве теории наследственной ползучести Больцмана-Вольтерра, которые явились существенным
вкладом в математизацию такой описательной науки как горное дело. Дальнейшие его иссле-
дования связаны с изучением закономерностей проявления горного давления в горных выра-
ботках (штреках и квершлагах) в зависимости от пространственного положения поверхностей
напластования пород. Этими работами было создано принципиально новое направление иссле-
дований напряженно-деформированного состояния и прочности разноориентированных под-
земных сооружений в массивах мелко- и крупнослоистых пород. Результаты этих исследований
вошли в общие методические положения комплексного изучения проблем горного давления, в
различные ведомственные рекомендации, монографии, учебники и учебные пособия. Участвуя
в совместных исследованиях с Институтом безопасности горных работ ГДР (г.Лейпциг, 1974—
1987гг.), были проведены исследования по устойчивости и надежности и при проектировании
отходохранилищ в соляных шахтах Германии. В 1984 году вышла совместная монография -
первая из серии "Международные связи науки Казахстана".

С образованием в 1976 году Института сейсмологии АН КазССР и переводом туда его лабо-
ратории Айталиевым были начаты интенсивные исследования по сейсмостойкости подземных
сооружений. Проведенные под его руководством в 1980—1990 годах работы входили в общесо-
юзную научно-техническую программу "Сейсмология и сейсмостойкое строительство" Госко-
митета СССР по науке и технике. Были разработаны квазистатическая теория сейсмостойкости
подземных сооружений на воздействие длинных сейсмических волн и волн от дальних очагов
землетрясений, динамическая теория дифракции волн с учетом многократных отражений –
преломлений на конструктивных элементах подземных сооружений, численно-аналитические
методы расчета напряженно-деформированного состояния сооружений и окружающего мас-
сива при вынужденных колебаниях на базе методов граничных и конечных элементов с ис-
пользованием синтезированных акселерограмм землетрясений. Практическая ценность этих
методов проявилась в ходе проектирования и строительства метро в Алматы. Именно на базе
комплекса этих методов и разработанных на их основе пакетов прикладных программ была
проведена экспертиза сейсмостойкости запроектированных конструкций перегонных, станци-
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онных и эскалаторных тоннелей Алматинского метрополитена на 9–10 бальные землетрясения
при отсутствии соответствующих нормативов.

Им опубликовано более 300 научных статей и сообщений и написано 12 монографий, в том
числе в соавторстве с коллегами и учениками, среди них: "Конструирование и расчет набрызг-
бетонной крепи" (Москва, 1971), "Сейсмонапряженное состояние подземных сооружений в ани-
зотропном слоистом массиве" (Алма-Ата, 1980), "Оптимальное проектирование протяженных
подземных сооружений" (Алма-Ата, 1986), "Динамика тоннелей и подземных трубопроводов"
(Алма-Ата, 1989), "МГИУ в задачах динамики упругих многосвязных тел" (Алма-Ата, 1992),
"Механика прихвата бурильных колонн в нефтегазовых скважинах" (Атырау-Алматы, 1999),
"Оболочечные покрытия станций метрополитена с разрывными параметрами: статика и устой-
чивость" (Алма-Ата, 2003).

Среди его учеников 15 докторов и 47 кандидатов наук, среди которых имеются члены
НАН РК и отраслевых академий, лауреаты Госпремий республики, обладатели международ-
ных грантов и стипендий выдающихся ученых РК.

Особый этап в научной биографии Ш.М. Айталиева представляет его переезд в г.Атырау,
где он в 1992–1997 годах возглавил впервые организованное Западное региональное отделение
НАН РК. Деятельность Отделения проходила в условиях жесточайшего экономического кри-
зиса. Несмотря на это, он развертывал собственную исследовательскую базу Отделения путем
создания научных центров в областях, как компактных и гибких структур с целевым назначе-
нием на решение региональных проблем. Им был организован Западно-Казахстанский регио-
нальный фонд научных исследований, установлены достаточно тесные контакты и выполнены
контрактные работы с СП "Тенгизшевройл", "Казахстан: Каспийшельф", проведен симпозиум
по острейшей проблеме трансказахстанского нефтепровода "Западный Казахстан–Кумколь" и
многое другое. Там им были подняты проблемы о необходимости фундаментальных исследо-
ваний влияния интенсивной и крупномасштабной разработок нефтегазовых месторождений на
геодинамику Прикаспия, формирования концепции обеспечения устойчивого функционирова-
ния прибрежной инфраструктуры и создания основ механики морских сооружений.

За время его многолетней и плодотворной работы у него установились тесные научные связи
со многими известными учеными и научными школами из разных регионов Советского Союза,
ныне СНГ, и зарубежных стран. Ш.М.Айталиев был одним из организаторов Казахстанской
геотехнической ассоциации (КГА) и в качестве председателя Научного совета КГА, он, начиная
с 1997 года, был организатором проведения ряда крупных международных форумов геомеха-
ников – геотехников (1-я Казахстанская национальная геотехническая конференция, Акмола,
1997; 1-й Центрально-Азиатский геотехнический симпозиум, Астана, 2000; конференция по гео-
технике Каспия, Атырау, 2002; Казахстанско-Японский (Астана, 2002) и Японо-Казахстанский
(Токио, Тцукуба, 2003) симпозиумы, казахстанско-русские симпозиумы (С.-Петербург, 2003;
Алматы, 2004) и др.). Он был членом оргкомитетов международных конференций по механике
и математике, горному делу и др. в России (Новосибирск, 2001, 2003, 2004; С.-Петербург, 2003),
Кыргызстане (Бишкек 2002), Узбекистане (Самарканд, 2002), Азербайджане (Баку, 2003). В
1998г. вошел от СНГ членом научного совета международной конференции по сложным грун-
там (г. Сен-дай, Япония), в 2003г. читал лекции по приглашению в Токийском университете.

В последние годы академикШ.М.Айталиев возглавлял программу фундаментальных иссле-
дований МОН РК "Теоретические проблемы механики тектонических процессов земной коры,
разработки объектов нефтегазовой и горнорудной отраслей, подземного и транспортного стро-
ительства". Он также активно занимался экспертной и редакторской деятельностью, как член
редколлегий научно-технических журналов ("Известия НАН РК", "Вестник КазАТК", "Нефть
и газ", "Магистраль", "Физико-технические проблемы разработки полезных ископаемых СО
РАН"), энциклопедий, был ответственным редактором ряда монографий и трудов крупных
конференций. Он автор интересных очерков о жизни и деятельности некоторых казахстанских
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математиков и механиков, острых газетных статей в защиту Алматинского метрополитена.
Шмидт Мусаевич был человеком с разносторонними интересами и духовно богатым внут-

ренним миром. Большой любитель казахской домбровой музыки, сам прекрасно играл на этом
народном инструменте и даже сочинял домбровые кюи и песни. Интеллигентен, скромен, ис-
кренен, умел посмеяться и пошутить, души не чаял в своей семье, детях и внуках. Добрая
память об этом человеке навсегда останется в памяти его друзей, учеников и коллег.

Редакционная коллегия
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ХРОНИКА

МАХМЕТ БЕРКУТБАЕВИЧ АЙДАРХАНОВ

24 сентября 2007 г. на 60-м году жизни скоропо-
стижно скончался известный казахстанский ученый,
директор Института проблем информатики и управ-
ления МОН РК, доктор физико-математических наук,
профессор, академикМеждународной академии инфор-
матизации Айдарханов Махмет Беркутбаевич.

Айдарханов М.Б. родился 14 января 1948 года в
г.Алматы в семье служащих. Его отец — Айдарханов
Беркутбай Айдарханович — участник ВОВ, доктор ме-
дицинских наук, профессор, академик Международ-
ной академии наук о природе и обществе. Является по-
четным председателем Казахстанского общества эндо-
кринологов. Мать — Айдарханова Халида Фатиковна
с 1951 года до ухода на пенсию проработала научным
сотрудником в Институте геологических наук им. К.И.
Сатпаева НАН РК.

Айдарханов М.Б. в 1971 году окончил механико-
математический факультет КазГУ им. С.М.Кирова по специальности математика. В 1977 го-
ду успешно окончил целевую аспирантуру Вычислительного центра АН СССР (г. Москва) с
защитой диссертации на соискание ученой степени кандидата физико-математических наук
по специальности 01.01.09 — "Математическая кибернетика". Там же, в ВЦ, окончил докто-
рантуру и в 1992 году защитил диссертацию на соискание ученой степени доктора физико-
математических наук (специальность 05.13.16 — "Применение вычислительной техники, мате-
матического моделирования и математических методов в научных исследованиях"). В течение
20 лет — с 1971 по 1991 год — проработал в Институте механики и математики Академии
Наук КазССР с перерывом на стажировку (1972–1974 гг.), аспирантуру (1974–1977 гг.) и науч-
ную стажировку (докторантуру) (1983–1984) Вычислительного центра Академии наук СССР,
г.Москва. В 1991 году переводом перешел на работу в Институт космических исследований
НАН РК, где проработал до ноября 1993 года в должности заведующего лабораторией. С де-
кабря 1993 г. по ноябрь 1994 г. являлся зам. директора ИПИУ НАН РК, а с декабря 1994 г.
— директор ИПИУ. В 1998 г. ему было присвоено ученое звание профессора по специальности
05.13.00 — Информатика, вычислительная техника и автоматизация. В 1995 г. избран академи-
ком Международной академии информатизации, а в 1997 г. — Международной академии наук
о природе и обществе (по Московскому отделению). С 2000 г. являлся членом (представите-
лем Казахстана) Международной ассоциации UNESCO ACCESS net (ассоциация поддержки
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устойчивого развития компьютерных центров и институтов информационных технологий), за-
регистрированной в г.Лионе (Франция).

Им опубликовано более 140 научных работ, в том числе 5 монографий. Многие из его на-
учных трудов опубликованы в известных международных и российских журналах: "Pattern
Recognition Letters", "Pattern Recognition and Image Analysis", "Журнал вычислительной ма-
тематики и математической физики", "Кибернетики и системный анализ", "Дискретная мате-
матика и ее приложения". Под его научным руководством подготовлены четыре докторских и
девять кандидатских диссертаций.

Разносторонний ученый, он получил существенные результаты в разных отраслях науки.
Основной областью его научных интересов являлись математические модели распознавания
образов и классификаций. На базе органичного соединения результатов из теории принятия
решений, теории булевых алгебр, теории нечетких множеств им были разработаны метрический
и структурный подходы для построения групповых (комитетных, коллективных) классифика-
ций для конечных и континуальных множеств объектов, основанных на использовании метри-
ческих свойств пространств классификаций, а также на впервые введенных им координатных
представлениях. Глубина полученных им результатов послужила введению среди специалистов
термина "метрика Айдарханова". Результатом исследований Айдарханова М.Б. являются ре-
шения приоритетных задач распознавания образов, классификаций, анализа и представления
данных, в частности, задач построения эффективных математических моделей и создания уни-
версальных алгоритмов для разработки современных информационных технологий и систем.

Помимо подготовки кадров высшей квалификации Айдарханов М.Б. уделял большое вни-
мание образовательной деятельности. В разные годы он читал специальные курсы по матема-
тической кибернетике и информатике в ведущих ВУЗах республики. Также, надо отметить,
что с 1995 года он постоянно являлся председателем государственных аттестационных (экзаме-
национных) комиссий (КазНУ, КазНТУ, Казахско-американский университет, Международная
академия бизнеса и др.).

Айдарханов М.Б. награжден Почетной грамотой ЦК ЛКСМ Казахстана (1980), Почетной
грамотой Министерства науки и высшего образования Республики Казахстан (1998, 1999), На-
грудным знаком "За заслуги в развитии науки в Республике Казахстан", орденом "Курмет"
(2006).

В лице Айдарханова Махмета Беркутбаевича наука Казахстана потеряла одного из своих
самых ярких представителей. Память о нем еще долго будет согревать душу знавших его коллег
и учеников.

С глубоким уважением к светлой памяти
Махмета Беркутбаевича его коллеги и ученики
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ХРОНИКА

ПАМЯТИ АМАНГЕЛЬДЫ ИСКАКОВИЧА ОМАРОВА

8 октября 2007 года безвременно ушел из жизни из-
вестный казахстанский ученый, специалист в области
математической логики, доктор физико-математичес-
ких наук, профессор кафедры геометрии, алгебры и
математической логики КазГУ имени Аль-Фараби Аман-
гельды Искакович Омаров.

А.И. Омаров родился в городе Уш-Тобе Талды-Кур-
ганской области в большой крестьянской семье. Все
четверо его братьев как и он с детства имели тягу к
науке и впоследствии сделали научную карьеру. После
окончания средней школы в 1958 году в Уш-Тобе он
поступил на физико-математический факультет Усть-
Каменогорского пединститута и в 1960 году после окон-
чания 2-го курса перевелся для продолжения учебы
на второй курс механико-математического факульте-
та Новосибирского Государственного университета. За-
вершив учебу в университете в 1964 году, он продол-
жает обучение в аспирантуре Новосибирского госуни-

верситета под руководством академика АН Каз.ССР Асана Дабсовича Тайманова.
В 1967 году А.И. Омаров защитил кандидатскую диссертацию на тему "О некоторых приме-

нениях фильтрованных произведений в теории моделей" посвященную актуальным проблемам
математической логики. Трудовая деятельность А.И. Омарова началась с 1 ноября 1967 года
на механико-математическом факультете КазГУ вначале в должности старшего преподавате-
ля, а с 1969г. в должности доцента кафедры алгебры и математической логики. С 1978 по 1998
годы он был заведующим этой кафедры, которая позднее была переименована в кафедру гео-
метрии, алгебры и математической логики и до конца своих дней являлся профессором этой
кафедры.

А.И. Омаров в 1992 году блестяще защитил диссертацию на соискание ученой степени док-
тора физико-математических наук на тему "P-формулы и булевы конструкции в теории моде-
лей и универсальной алгебре" по специальности 01.01.06 - математическая логика, алгебра и
теория чисел в диссертационном совете Института математики СО АН СССР.

Научные интересы А.И. Омарова относятся к различным областям математической логи-
ки и универсальной алгебры. У истоков этого направления стояли академик АН СССР А.И.
Мальцев и академик АН Каз.ССР А.Д. Тайманов. В его кандидатской диссертации с помощью
техники ультрапроизведений получены заново и единообразным способом многие известные
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результаты теории моделей (локальная теорема Мальцева и др.), найдено алгебраическое до-
казательство классической теоремы Эренфойхта-Мостовского (на важность упрощения дока-
зательства этой теоремы указывал автор фундаментальной монографии "Группы автоморфиз-
мов алгебраических систем"Б.И. Плоткин) и ряд новых результатов, усиливающих результаты
М. Маккая.

Е.А. Палютин в своих исследованиях ввел новый класс формул, которые названы классом
P-формул. А.И. Омаров показал, что существует всего три класса фильтрующихся формул:

1. все формулы фильтруются по ультрафильтру (теорема Лося);
2. формулы, фильтрующиеся в декартовых произведениях - мультипликативные формулы;
3. формулы, фильтрующиеся по фильтрам, содержащим безатомный элемент – P-формулы.
В докторской диссертации А.И. Омарова синтаксически описан наиболее сложно устроен-

ный третий класс формул. Ему принадлежат более пятидесяти научных статей, большинство
из которых опубликованы в центральных изданиях СССР и Казахстана. Под руководством
А.И. Омарова защищены три кандидатские диссертации.

А.И. Омаровым получены фундаментальные результаты в исследовании различных кон-
струкций, находящихся на стыке теории моделей и универсальной алгебры:

· ультрапроизведений, ультрапределов, фильтрованных произведений и степеней, обобщен-
ных произведений, булевых произведений;

· исследовании насыщенности и эквациональной компактности моделей и связанном с ни-
ми изучении конкретных классов алгебраических систем - булевых алгебр и дистрибутивных
решеток;

· исследовании хорновых классов алгебраических систем и синтаксическом описании класса
фильтрующихся формул.

А.И. Омаров имеет большие заслуги в создании отечественной школы математической ло-
гики. После Новосибирского университета он вместе с Н.Г. Хисамиевым и Т.Г. Мустафиным
начинает преподавание в Казахском госуниверситете. Молодые ученые смогли привлечь в но-
вую область науки способную молодежь. Многие выпускники КазГУ - М.Г. Перетятькин, В.П.
Добрица, А.Т. Нуртазин, Б.Н. Дроботун, М.И. Бекенов, М.М. Еримбетов, Б.С. Байжанов, К.А.
Мейрембеков, Б. Омаров, К.Ж. Кудайбергенов и др. стали известными специалистами по ма-
тематической логике и большую роль в их становлении сыграл А.И. Омаров. Сейчас отече-
ственная школа математической логики получила международное признание и имеет связи с
учеными Франции, Англии, США, Германии, Италии, подкрепленные совместными научными
проектами, грантами, научным обменом, совместными научными конференциями.

А.И. Омаров много сил и энергии отдавал дальнейшему совершенствованию учебного про-
цесса, улучшению преподавания дисциплин специализации и НИРС. Являлся ведущим лекто-
ром дисциплин "Алгебра и теория чисел" и "Математическая логика", научным руководителем
студентов бакалавриата и магистратуры. Он являлся членом специализированного совета по
защите кандидатских диссертаций по специальности 01.01.06 – алгебра, математическая логика
и теория чисел при КазГУ им. аль-Фараби.

А.И. Омаров был доброжелательным и демократичным по отношению к сотрудникам и сту-
дентам. Он непосредственно участвовал во многих общественных мероприятиях факультета и
университета. Амангельды Искакович был открытым, надежным другом, хорошим семьяни-
ном, прекрасным ученым, опытным наставником молодежи.

Светлый образ известного ученого, замечательного человека, доктора физико-математичес-
ких наук, профессора Амангельды Искаковича Омарова сохранится в памяти и в сердцах его
коллег, друзей и близких.

Коллектив механико-математического факультета
Казахского национального университета имени аль-Фараби
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РЕФЕРАТЫ — ABSTRACTS

УДК: 517.518 2000 MSC: 42A10

A k i s h e v G . On the estimate best M− term of approximation Besov’s classes //
Mathematical journal. 2007. Vol. 7. № 4 (26). P.5 – 11.

In this paper on order of the best M− term approximation of Besov classes in the Lebegues
space with mixed norm is obtained.
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А қ ы ш е в Ғ . Бесов класын M− мүшелi жуықтауынң бағалау // Математикалық
журнал. 2007. Т. 7. № 4 (26). Б.5 – 11.

Мақалада О.В. Бесов класын аралас мөлшерлi Лебег кеңiстiгiнде M - мүшелi жуықтаудың
ретi анықталған.

Библ. – 13.

УДК: 519.6:537.12:531.1 2000 MSC: 35Q60, 83C50

A l e x e y e v a L . A . Lorentz transformations for one model of electro-gravymagne-
tic field. Conservation laws// Mathematical journal. 2007. Vol. 7. № 4 (26). P.12 – 24.

The biquarenion approach is developed for building of the equations of the interaction of electro-
gravymagnetic fields, generated different charges and currents. The field analogues of three Newton’s
laws are offered for free and interacting charge-currents, as well as total field of interaction. An
invariance of the equations to models EGM-field at Lorentz transformation is investigated, and, in
particular, law of the conservation of the charge-current. It is shown that at interaction by fields, this
law differs from the well-known one. So for closing the equation of charge-currents transformations the
new modification of the Maxwell’s equations is offered with entering the scalar field in biquaternion
of EGM-field tension Relative formula of the transformation of density of the masses and charge,
current, forces and their powers are built.
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УДК: 519.6:537.12:531.1 2000 MSC: 35Q60, 83C50

А л е к с е е в а Л . А . ЭГМ өрiстерiнiң бiр модел үшiн Лоренц өзгерiстерi. Сақтау
заңдары ЭГМ өрiстерiнiң бiр модел үшiн Лоренц өзгерiстерi. Сақтау заңдары. // Математи-
калық журнал. 2007. Т. 7. № 4 (26). Б.12 – 24.

Әртүрлi оқ-қырманмен жаралған ЭГМ өрiстердiң бикватерниондық әдiсi сол өзара әсере-
тетiн өрiстердiң теңдеулер салу үшiн дамыу. Ньютонның үш заңы бойынша бос және өзара
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әсерететiн оқ-қырмандарға өрiс ұқсастықтар қаралған, сондайақ жалпы өзара әсерететiн өрiс-
ке ЭГМ өрiс моделдiң теңдеулер үшiн Лоренц өзгертетiн инварианттығы зерттелген, әсiресе
оқ-қырман сақтау заңы үшiн өзара әсерететiн өрiстердiң заңы белгiлi заңға ұқсамайды. Сонды-
қтан оқ-қырман ауыстырылған теңдеулердiң тұйықтау үшiн Максвелл теңдеулерiне скалярдың
өрiсi кiргiзiлген, сонымен сол теңдеулердiң жаңа түрi ұсынылған. Дененiң оқ-қырманның ты-
ғыздығына және олардың қуатына релятивистiк формулалар тұрғызылған.

Библ. – 11.

УДК: 519.624 2000 MSC: 34B37

B a k i r o v a E . A . On correct solvability of two points boundary value problem for
loaded differential equations // Mathematical journal. 2007. Vol. 7. № 4 (26). P.25 – 33.

Necessary and sufficient conditions of correct solvability of two points boundary value problem
for loaded differential equations on limited interval are received, where interval ends are loading
points. Correlation between correct solvability constant of the problem and constant limiting norm
of matrix [H̃−1Qν(l)]−1 over is established, where H̃ is diagonal matrix, elements of matrix Qν(l)
are composed on boundary conditions and integrals from matrices of right part of loaded differential
equations.
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Б а к и р о в а Э . А . Жүктелген дифференциалдық теңдеулер үшiн екi нүктелi
шеттiк есептiң корректi шешiлiмдiлiгi туралы // Математикалық журнал. 2007. Т. 7.
№ 4 (26). Б.25 – 33.

Интервалдың ұштары жүктелу нүктелерi болып табылатын шектеулi интервалда жүктел-
ген дифференциалдық теңдеулер үшiн екi нүктелi шеттiк есептiң корректi шешiлiмдiгiнiң қа-
жеттi және жеткiлiктi шарттары алынған. Зерттелiп отырған есептiң корректi шешiлiмдiгiнiң
тұрақтысымен [H̃−1Qν(l)]−1 матрицасының нормасын жоғарыдан шектейтiн сан арасындағы
өзара байланыс тағайындалған, мұнда H̃ - диагоналды матрица, Qν(l) матрицасының элемент-
терi шеттiк шарттармен жүктелген дифференциалдық теңдеудiң оң жағындағы матрицалары-
нан алынған интегралдардан құрылған.
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D a r b a e v a D . K . , N u r s u l t a n o v E . D . Inequality for different metrics in aniso-
tropic Lorentz space. // Mathematical journal. 2007. Vol. 7. № 4 (26). P.34 – 43.

In this paper inequality for anisotropic Lorentz spaces is proved, which allows to get a constant
dependence on strong and weak parameters concerning each variable.
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Д а р б а е в а Д . Л . , Н у р с у л т а н о в Е . Д . Анизотропты Лоренц кеңiстiгiндегi
әр-түрлi метрикалық теңсiздiк.// Математикалық журнал. 2007. Т. 7. № 4 (26). Б.34 – 43.

Lpq∗ анизотропты Лоренц кеңiстiгiнде Бернштейн-Никольский теңсiздiгi дәлелденедi. Дә-
лелденген теңсiздiк әр айнымалыға сәйкес күштi және әлсiз параметрлерiнiң түрақтыға тәуел-
дiлiгiн анықтайды.
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K a l m e n o v T . S h . , S h a l d a n b a e v A . S h . , S h o m a n b a e v а М . T . On the
existence and uniqueness of the solution of periodic value problem for the heat equation
with divergent argument// Mathematical journal. 2007. Vol. 7. № 4 (26). P.44 – 50.

In present work we received condition of existence and unique of strong solution of periodic
problem for heat conductivity equation with deviating argument and minorterm:

Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t) + aux(x, t) = f(x, t),

u|t=0 = 0, u|x=0 − u|x=l = ux|x=0 − ux|x=l = 0,

where f(x, t) ∈ L2(Ω) and a is const.
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ған аргументтi жылуөткiзгiш тендеуiушiн периодтық есебiнiң өлдi шешiмiнiң бар
және жалғыз екендiгi туралы// Математикалық журнал. 2007. Т. 7. № 4 (26). Б.44 – 50.

Бұл еңбекте аргументi аутқыйтын кiшi мүшесi бар жылу өткiзгiш теңдеудiң

Lu = ut(x, T − t) + uxx(x, t) + aux(x, t) = f(x, t),

u|t=0 = 0, u|x=0 − u|x=l = ux|x=0 − ux|x=l = 0,

аралас есебi күштi шешiлетiнiң шарттары көрсетiлген. Бұл жерде f(x, t) ∈ L2(Ω) және a - const.
Библ. – 2.
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K r u g l u n O . A . , M a k a r e n k o I . N . Numerical methods of multifracial forma-
lism for segmentation and texture analysis of remote-sensed data // Mathematical journal.
2007. Vol. 7. № 4 (26). P.51 – 59.

Some new methods of remote-sensed data processing based on fractal geometry and multifracial
formalism are developed. Well-known multifracial methods are modified in this work to analyze
real high-resolution images of Kazakhstan area that seems to have great potential for geological
exploration.
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не текстуралық талдау есептерiндегi мультифракталды формализмнiң есептеу әдiс-
терi// Математикалық журнал. 2007. Т. 7. № 4 (26). Б.51 – 59.

Жұмыс фракталды геометрия мен мельтифракталды формализм негiзiнде қашықтан
зондтау мәлiметтерiн өңдеудiң белгiлi әдiстерiн модификациялауға және жаңа әдiстер жаса-
уға арналған. Қазақстан территориясының геологиялық барлау технологияларын қолдануға
болашағы бар женелеген аймақтары үшiн нақты бейнелердiң мультифракталды сипаттаулары
келтiрiлген.
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linear different-tempo control system as the state-vector matrix coefficient has multiple
eigenvalues // Mathematical journal. 2007. Vol. 7. № 4 (26). P. 60 – 68.

If the given matrix coefficient has a linear independent eigenfunctions that depend from the small
parameter, then for the linear different-tempo control system the fundamental matrix is constructed.
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эффициенттi әртүрлi жылдамдықты басқару жүйесiнiҢ iргелi матрицасы туралы
// Математикалық журнал. 2007. Т. 7. № 4 (26). Б.60 – 68.

Кiшi параметрге тәуелдi сызықты тәуелсiз меншiктi векторлы берiлген матрицалық коэф-
фициенттi сызықты әртүрлi жылдамдықты басқару жүйесi үшiн iргелi матрицасы құрылған.

Библ. – 13.

УДК: 004.056.5 2000 MSC: 42А16

N y s s a n b a y e v a S . E . Hash Procedure in Non-Traditional Algorithm of Forma-
tion of Electronic Digital Signature // Mathematical journal. 2007. Vol. 7. № 4 (26). P. 69 –
74.

In article procedures of hash and encryptions of hash-value of algorithm formation of the electro-
nic digital signature which permits discovering and correcting solitary error and reveals frequent
ones are described.
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Н ы с а н б а е в а С . Е . Дәстүрлi емес электрондық сандық қлотаңба қалыпта-
стыру алгоритiмiнде хэширлеу процедурасы // Математикалық журнал. 2007. Т. 7. № 4
(26). Б.69 – 74.

Мақалада жалғыз қателердi табу мен түзетуге және қат-қабат қателердiайқындауға мүм-
кiндiк беретiн электрондық сандық қолтаңба қалыптастыру алгоритмiнiң хэширлеу және хэш-
мәндерiн шифрлеу процедурасы сипатталған.
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УДК: 517.946 2000 MSC: 35М10

R o g o v o y A . V . On non continuous solutions of Tricomi problem for Lavrentjev-
Bitsadze equation // Mathematical journal. 2007. Vol. 7. № 4 (26). P. 75 – 81.

Homogeneous Tricomi problem for Lavrentjev-Bitsadze equation has been considered in this
paper. Existence of non continuous solution of this problem for wide class of contours has been
proved. Important special cases of Tricomi problem have been studied.
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Р о г о в о й А . В .Трикоми есебiнде Лаврентьев-Бицадзе теңдеуiне арналған үзi-
лiстi шешiм // Математикалық журнал. 2007. Т. 7. № 4 (26). Б. 75 – 81.

Бұл жұмыста Лаврентьев-Бицадзе теңдеуiндегi бiртектi Трикоми есебi қарастырылады.
Қисық түрiндегi бұл есепте үзiлiстi шешiм барлығы дәлелденген. Трикоми есебiнде дербес
жағдайларда қарастырылды.
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УДК: 517.51 2000 MSC: 42A10

F a l a l e e v L . P . To the 75-th anniversary of professor S.A.Teljakovsky. On met-
hods of Cesaro and Riesz. // Mathematical journal. 2007. Vol. 7. № 4 (26). P.82 – 86.

Deviations in a uniform metric of continuous functions and in their trigonometrically conjugated
to Cesaro and Riesz sums are studied. High-order constants of Kolmogorov-Nicolsky on continuous
functions subclasses are found in the corresponding asymptotical estimates.
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Ф а л а л е е в Л . П . Чезаро және Рисс тәсiлдерi// Математикалық журнал. 2007. Т. 7.
№ 4 (26). Б. 82 – 86.

Үзiлiссiз және оларға тригонометриялық түйiндес функциялардың Чезаро және Рисс қо-
сындыларынан бiрқалыпты метрикалық ауытқулары зерттеледi. Үзiлiссiз функциялардың iш-
кi класында сәйкес асимптотикалық бағалауларының жоғарғы реттi Колмогоров-Никольский
тұрақтылары табылған.
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