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Получено новое эффективное условие абсолютной устойчивости положе­
ния равновесия нелинейных регулируемых систем в простом критическом 
случае путем оценки несобственных интегралов вдоль решения системы. 
Предлагаемый метод исследования абсолютной устойчивости позволяет 
получить область абсолютной устойчивости в пространстве конструктив­
ных параметров системы шире, нежели известные методы. Эффективность 
предлагаемого метода показана на примере.
Ключевые слова: абсолютная устойчивость, регулируемая система, 
условие абсолютной устойчивости, оценка несобственных интегралов, 
невырожденное преобразование.

В в е д е н и е

Исследованию абсолютной устойчивости регулируемых систем в основ­
ном и критическом случаях посвящено много работ. Среди них следует

Keywords: absolute stability, regulative system, absolute stability condition, improper 
integrals evaluation, nondegenerate transformation.
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отметить монографии [1-6]. Существуют два подхода к исследованию аб­
солютной устойчивости регулируемых систем: метод А.И. Лурье [2], ме­
тод В.М. Попова [3]. Связь между этими методами установлена в работах 
В.А.Якубовича и его учеников [4]. Разрешающие уравнения А.И. Лурье 
были получены на основе второго метода Ляпунова путем выбора ф унк­
ций Ляпунова в виде "квадратичная форма плюс интеграл от нелинейно­
стей". В конечном счете метод А.И. Лурье сводится к разрешимости мат­
ричных неравенств. Естественно, для решения прикладных задач такой 
подход довольно сложный. Продолжателем идей А.И. Лурье в направле­
нии поиска наибольшего коэффициента усиления линейной части системы 
был А .К.Бедельбаев [5], а качество переходных процессов в регулируемых 
системах было исследовано в работе Б.М . М айгарина [6].

Частотное условие абсолютной устойчивости В.М .Попова является 
необходимым и достаточным условием разрешимости матричных нера­
венств А.Н. Лурье, и, более того, для одномерных систем частотные усло­
вия допускают геометрическую интерпретацию, что позволяет проверить 
разрешимость матричных неравенств при фиксированных значениях кон­
структивных параметров системы. Однако для многомерных систем ча­
стотные условия не имеют геометрическую интерпретацию, как в случае 
одномерных систем, и их проверка в этих случаях является довольно слож­
ной задачей. Сложность проверки частотных условий, необходимость вы­
деления области абсолютной устойчивости в пространстве конструктив­
ных параметров системы привели к созданию алгебраических условий аб­
солютной устойчивости путем сведения частотных условий к проверке по­
ложительности полиномов на положительной полуоси [7, 8].

В 1949 году М.А. Айзерман сформулировал следующую проблему [9]: 
пусть решения всех линейных систем вида x  = A x  +  Вц,а, 0 <  i  < io ,  
а = Sx ,  асимптотически устойчивы. Будут ли решения системы X = 
A x  +  В ^ ( а ), а = Sx ,  с любой нелинейностью ^ (а )  Е Фі =  {^ (а )  Е 
C ( R 1, R 1) | 0 <  р ( а )а  < i o a 2, У а Е R 1} обладать свойством асимпто­
тической устойчивости в целом?

Проблема Айзермана была решена для систем второго порядка 
И.Г. Малкиным, Н.П. Еругиным, Н.Н. Красовским.

В 1957 году Р.Е. Калманом сформулирована следующая проблема [10]: 
пусть решения всех линейных систем вида x  = A x  +  Вц,а, 0 <  i  < io ,

М атем атический  ж урн ал  2014. Том 14. № 1 (51)



К  абсолю тной устойчивости регулируемы х систем 7

а = Sx ,  асимптотически устойчивы. Будут ли решения системы x  = 
A x  +  В ( ( а ) ,  а  = Sx ,  с любой нелинейностью ( ( а )  Е Ф2 =  { ( ( а )  Е

C  1( R 1, R 1) | 0 <  d ( ( а ) <  io ,  У а Е R 1} обладать свойством асимптоти- 
1 аа

ческой устойчивости в целом?
Проблема К алмана имеет положительное решение при n  =  2. Остают­

ся открытыми решения проблемы Айзермана и проблемы К алмана для 
случая n  > 2 .

В работе [11] предложен новый подход к решению указанных проблем 
в виде вычислительных алгоритмов на основе модифицированного метода 
гармонической линеаризации.

В работах [12-15] приведены результаты новых исследований абсолют­
ной устойчивости регулируемых систем на основе оценки несобственных 
интегралов вдоль решения системы. Данная работа является продолже­
нием этих исследований. С целью показать эффективность предлагаемого 
метода в виде примера приведена система третьего порядка, для который 
проблема Айзермана имеет положительное решение.

1. П о с т а н о в к а  за д а ч и

Уравнение движения регулируемых систем в простом критическом слу­
чае имеет вид

x  = A x  +  В ( ( а ) ,  п = ( ( а ) ,  а  = D x  +  En,
x(0) =  x 0, n(0) = П0, t Е I  = [0, ж),

где А, В, D, Е  — постоянные матрицы порядков n  х  n, n  х  1, 1х  п, 1 х 1 со­
ответственно, матрица А  — гурвицева, то есть ReAj(A) <  0, j  = 1, n, Aj (A) 
— собственные значения матрицы А,

( ( а )  Е Фо =  { ( ( а )  Е C ( R 1, R 1) | ( ( а )  = еа  +  ( ( а ) ,  0 <  ( ( а )а  < цоа2,

а = 0, У а Е R 1, (((0) =  0, \ ((а)\  < (*,  0 < ( *  < ж } , (2)

где е> 0  — сколь угодно малое число. Заметим, что

( ( а )  Е Ф1 =  { ( ( а )  Е C ( R l , R 1) | 0 <  ( ( а )а  < ц 0а 2, а  =  0, У а Е R 1, ( )
| | а (3)

( ( 0) =  0 , | ( ( а ) |  <  (*,  0 <  < Ж •

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014. Том 14. № 1 (51)
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Встречающиеся на практике системы автоматического управления от­
носятся к системам с ограниченными ресурсами, для таких систем ф унк­
ция ((а)удовлетворяет условиям (2), (3).

Поскольку 0 < (*  < ж, е > 0 — сколь угодно малое число, то вклю­
чения (2), (3) содержат все нелинейности из сектора [0,хо]•

Положения равновесия системы (1), (2) определяются из решения ал­
гебраических уравнений Ax*  +  В ( (а * )  = 0, ( (а*)  = 0, а* = D x * +  En*.

Так как матрица А  — гурвицева, ф ункция ( ( а )  Е Фо обращается в 
нуль только при а  =  0 в случае, когда система (1), (2 ) имеет единственное 
положение равновесия (x* = 0 , п* = 0), где а* = 0 .

Полагаем, что в достаточно малой окрестности точки а  =  0 , функцию 
( ( а )  можно аппроксимировать линейной функцией ( ( а )  = ха.  Иными 
словами, при \а\ < 5 ,  где 5 > 0 — достаточно малое число, ( ( а )  = ха,  е < 
X, е > 0. Тогда тривиальное решение системы (1), (2), равное x* = 0 ,  п* = 
0 , асимптотически устойчиво в малом, если матрица

гурвицева.

О п р е д е л е н и е  1. Положение равновесия x* = 0, п* = 0  системы (1), 
(2) называется абсолютно устойчивым, если матрицы A, A 1 ( i ) ,  0 <  
е <  I ,  — гурвицевы и для всех ( ( а )  Е Фо решение дифференциально­
го уравнения (1) обладает свойством:  lim x ( t ; 0 , x o ,n o , ( )  = x* =  0 ,t—
lim n(t; 0 , x 0, n0, ( )  = П* = 0  для любых x 0, ц0, |xo\ <  ж, \по\ < ж.t—Ж

Заметим, что
1) исследуются свойства решений системы с дифференциальным вклю­

чением

2) поскольку ( ( а )  Е Фо, то уравнение (1) имеет неединственное реше­
ние, исходящее из начальной точки x (0) =  xo, n(0) =  По ;

3) из определения абсолютной устойчивости следует, что все решения 
системы, исходящие из любой начальной точки ^ о , По), \xo\ <  ж , \по\ <  
ж , стремятся к положению равновесия x* = 0 , п* = 0  при t  ^  ж.

x  Е A x  +  В ( ( а ) ,  п Е ( ( а ) ,  а  = D x  +  Erj, t  Е [0, ж) ;

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014. Том 14. № 1 (51)



К  абсолю тной устойчивости регулируемы х систем 9

О п р е д е л е н и е  2. Условием абсолютной устойчивости системы (1), (2) 
называются соотношения, связывающие конструктивные параметры си­
стемы (A , B,  D, E , fio), при выполнении которых положение равновесия 
(х* = 0 , п* = 0) абсолютно устойчиво.

Ставится задача: найти новое эффективное условие абсолютной устой­
чивости положения равновесия х* = 0, п* = 0  системы (1), (2), которое 
позволяет в пространстве конструктивных параметров системы выделить 
область шире, чем известные критерии.

Отметим что
1) постановка задачи абсолютной устойчивости решений уравнений 

с дифференциальным включением отличается от постановки задачи на 
устойчивость по Ляпунову;

2) целесообразно для исследования абсолютной устойчивости положе­
ния равновесия системы (1), (2 ) разработать совершенно новый метод, от­
личный от второго метода Ляпунова.

Ниже приведен совершенно новый подход к исследования абсолютной 
устойчивости положения равновесия системы (1), (2).

2. Н е о с о б о е  п р е о б р а зо в а н и е

К ак следует из включений (2), (3), уравнения движения (1) могут быть 
представлены в виде

£ > 0 — сколь угодно малое число, ф(а) Е Фі, матрица Ai =  Ai(e )  порядка 
(n + 1) х (n +  1) — гурвицева.

Характеристический полином матрицы Ai равен

где In+i — единичная матрица порядка (п +  1) х (n +  1), ai = ai(£), i = 1, n. 
К ак  следует из теоремы Гамильтона-Кэли, A (A i) =  0. Тогда

z  = A i z  + B i ip(a), а  = S z ,  z(0) = z0, t  Е I  = [0, ж), (4)

где

A(A) — |A In+i — Ai | — A n+ i +  an An + an- i  An i + • • • + aiX + ao,

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014■ Том 14■ № 1 (51)
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Л е м м а  1 . Пусть вектор-строка Ө = (Өі, Ө2 , ■ ■■ , Өп ,Өп+і) £ R n+ 1 такая,  
что

ӨВі = 0, Ө Л В  =  0, ■■■, ӨЛп1- 1 Е і  =  0, ӨКГ{ В  = 0. (5)

Тогда уравнение (4) может быть представлено в виде

Уі = У2 , у 2 = Уз, ■■■, Уп = Уп+і, ,г .
(6 )

Уп+і =  — аоу і — а і у 2 — ■ ■ ■ — ап Уп+і +  Ө Лп B 1 P̂(о) , 

где Уі = Өх, У2 =  ӨЛіх, ■ ■■, Уп+і = ӨЛ^х, z  = z(t),  Уі = yi(t), i = 1,n  +  1

Доказательство.  Рассмотрим первое уравнение из (4). Умножая слева на 
Ө, имеем

Өіһ = Ө Л ^  +  ӨВі (р(а) = ӨЛі z, Өz(0) = Өz0, t  £ I ,  (7)

в силу равенства ӨВі =  0, где Өz = Уі, ӨЛlZ =  У2. Следовательно, y(t) =
У2 ( t ) , t  £ L

Дифференцируя по t тождество (7), получим 

У2 =  Өг = ӨЛlZ = Ө Л і[Л ^ +  В іф(о)] = ӨЛ\ z  = уз, У2(0) =  ӨЛ^о, t  £ I,

где ӨЛіВі =  0. Аналогично получим следующую систему дифференциаль­
ных уравнений:

Уз =  ө z  = ӨЛ2z = Ө Л ^  = у 4 , Уз(0) =  ӨЛlzо , ■ ■ ■,

уп = уп+і, уп+і = —а0 у і — а і у 2 — ■ ■ ■ — ӨAl B 1 P̂(о) ,

где Уп+і(0) =  ӨЛlnZо ■ Лемма доказана. □

Л е м м а  2. Пусть выполнены условия леммы 1 и пусть, кроме того, ранг 
матрицы

R  = (Ө*, ЛіӨ*, ■■■ , Л *пӨ*) (8 )

порядка (n +  1) х (n +  1) равен n  +  1, где "* " — знак транспонирования.
Тогда

1 . существует вектор-строка в  = (во, в і ,  ■ ■ ■, в п) £ Ип+і такая, что

о = воУі + віУ2 +------- + впУп+Г, (9)

2. если у і = Ө z  = 0, y 2 = Ө А ^  =  0, ■ ■ ■, уп+і = Ө K ^ z  =  0, то z  =  0-

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014- Том 14. № 1 (51)
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Доказательство.  Заметим, что ранг матрицы R  равен n  +  1 тогда и только 
тогда, когда векторы Ө*, А1Ө*, . . . ,  А1пӨ* — линейно независимы. Посколь­
ку векторы Ө*, А*Ө*,. . . ,  А1пӨ* образуют базис в Rn+1 , то вектор S * Е R n+1 
может быть представлен однозначно в виде S * =  воӨ* + в 1 А1Ө* +  • • • +  
впА*пӨ*. Тогда

а = S z  = /ЗоӨ z  + в 1 А1Ө*^ +  • • • +  в пА 1ПӨ*z = в оУ1 + в 1І2 + • • • + РпУп+1.

Теперь второе уравнение из (4) запишется в виде (9).
С другой стороны, из (8) следует, что пара (Ө*, А1) управляема. Из 

управляемости пары (Ө*, А1) следует, что равенства Өг =  0 , Ө А ^  =
0, . . .  ,Ө А' ^г = 0 влекут за собой z  =  0. Следовательно, из yi  = 0, i =
1, n  + 1 , следует z =  0. Лемма доказана. □  

Из лемм 1, 2 следует, что если выполнены равенства (5) и ранг матрицы
R  равен n  +  1, то система (1) равносильна системе (6 ), (9). Более того, из 
lim yi (t) = 0 , i =  1, n  + 1, следует lim z (t) = 0 .t t

Вводя обозначения 

/  0

A  =

0
1

0 
0 В  =

\  —ао — fl! — a 2 . . .  — ап /

S  = (во, в 1 , ..., в п ),

\  ө АпВ1 У

уравнения движения (6), (9) предствавим в виде

у = Aiy + В  ( ( а ) , а  = S  у, ( ( а )  Е Фь (10)

3. С в о й с тв а  ре ш е н и й

Можно показать, что решения системы (1), (2), а такж е (6), (9) ограни­
чены. Эти свойства могут быть использованы при оценке несобственных 
интегралов.

Т е о р е м а  1. Пусть матрица А 1 = А 1 (е) — гурвицева, то есть
R e Xj (A 1) <  0, j  = 1,n,  функция ( ( а )  Е Ф1 и пусть, кроме того, вы­
полнены равенства (5) и ранг матрицы R  равен n  + 1 . Тогда верны оценки

\z (t)\ <  со, \Z (t)\ <  c1 V t Е I  =  [0, ж ) , (11)

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014. Том 14. № 1 (51)
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\yi (t)\ < m u , \yi (t)\ < m i 2 , i = 1 ,n  +  1, t £ I,  

\a (t)\ <  C2, \a (t)\ <  сз, Vt  £ I,

(12)

(13)

где 0 <  m i\ , m i2 = const < ж, i = 1, n  +  1, 0 < ci = const < ж, i = 
0 ,1, 2, 3.

Кроме того, функции z  (t) ,yi ( t ) , i =  1, n  + 1 , a(t),  t  £ I, 'равномерно 
непрерывны.

Доказательство.  Из включения ф (а) £  Фі следует, что \<f>(a(t))\ < ф*, 0 <  
ф* < ж, V t £ I.  Так как матрица Ai =  Ai (е) — гурвицева, то есть если 
a = max R e X j (Ai ) <  0, то ||eA lt|| <  ce(a+S)t, V t  £ I, c = c (5) > 0, 5 >  0

1< j<™+1 II II
— сколь угодно малое число.

Решение дифференциального уравнения (4) запишется так

(4). Следовательно, решение системы (1), (2) ограничено. Из (4) следует, 
что

t

0

Тогда

t

\z(t)\ < l eA l t l\zo\ + HeAl(t -T) l l \B iM a ( T ) ) \d T  < c\zo\e(a+s)t+
1
0

t

0

= c\zo\e(a+s)t + a + 5 c \ B i \ф* ( - 1  +  e(a+s)^  < co, V t  £ I,

где e(a+s')t < 1 V t £ I, a + 5 < 0. Отсюда следует ограниченность решения

\z(t)\ < P i l l  \z(t)\ + \ B i  \ \p(a(t))\ < || Ai У co +  \Bi\ p* = ci, V t £ I,  

\a ( t ) \ < | |5 у \z ( t ) \ < c2, \a ( t ) \ < | |5 у \z ( t ) \ < c3, V t  £ I .
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Из ограниченности производных z ( t )  , о , t  £ I , следует равномерная 
непрерывность функций z(t),  o(t)  в I .

Так как у і {Ь) = Ө z(t),  y 2(t) = Ө Л 1z(t),  ■ ■ ■ , у п+і {Ь) = ӨЛnz(t), t  £ I ,  то

\уі (t)\ < \Ө\ \z (t)| <  \Ө\ со = ш ц ,  \у2 (t)| <  \Ө\ ||Л і\| \z (t)| < =  m 2 l,■■■,

\Уп+і (t)\ <  \Ө\ \\Лп \\ \z (t)\ < =  Шп+і,і, V t £ L

Из (6 ) получаем \iji (t) \ < \уі+і (t)\ <  m i2, i = 1,n,  V t  £ I,

\Уп+і (t) \ < \ао\ \уі (t)\ +  ■ ■ ■ +  \ап\ \Уп+і (t)\ +  \\ӨЛпВ\\ ф* < Шп+і,2, V t £ L

Из ограниченности производных yi ( t ) , i = 1 ,n  + 1  следует равномерная 
непрерывность функций yi, i = 1 ,n  +  1. Теорема доказана. □

Т е о р е м а  2. Пусть выполнены условия лем м  1, 2, величина х  = ӨЛпВі = 
0. Тогда вдоль решения системы (10) верны тождества

Ф (о (t)) = Х - і ш (t) + Х - і аоУі (t) + ■■■ + Х - і апУп+і ( t ) , t  £ I,  (14)

о (t) = во Уі (t) + віУ2 (t) + ■■■ + вп Уп+і (t) , t  £ I ,  (15)

о (t) = воУ2 (t) + віУ3 (t) + ■■■ + вп-іУп+і (t) + впШ (t) , t  £ I,  (16)

где ш = ш (t) = уп+і ( t ) , t  £ L

Доказательство.  Вдоль решения системы (10) (см.(6), (9)) верно равен­
ство

Уп+і (t) = ш (t) = -аоУі (t) -  аіу2 (t) -  ■■■ -  апУп+і (t) + ХФ (о ( t ) ) , t  £ I,

где х  =  ӨЛпВі = 0. Отсюда следует тождество (14). Тождество (15) сле­
дует из (9). Так как о (t) = воУі (t) + віУ2 (t) + ■■■ + впУп+і ( t ) , t  £ I ,  то 
справдливо тождество (16). □

Л е м м а  3. Пусть выполнены условия лем м  1, 2, матрица Лі  — гурвицева,  
функция ф(о) £Фо. Тогда для любой постоянной матрицы Q порядка (n +
2) х  (n + 2) квадратичная форма £ * (t)Q£(t), £(t ) = ( ш ^ ) , у і ^ ) ,  ■ ■ ■ , у п+і (t)) 
представима в виде

£ * (t) Q£ (t) = Я о ^  (t) + q w f  (t) + ■■■ + Чп+іУІ+і(t) + * (t) F £ (t) ^

t  £ I  =  [0, ж ) , (17) 

где F  — постоянная матрица порядка (n +  1) х (n +  !)■
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Доказательство.  Легко убедиться в том, что

w(t)y1(t) =  уп+1(% 1 (^  =  d t  ( у п + т )  — Уп+ 1 у 1 = d  ( у п + т )  —

— Уп+ 1 У2 =  d t  (уп+ 1  у 1 — УпУ2 +  Уп-1Уз) — Уп-1У4 =  .. . ,

W(t)y2(t) =  уп+1У2 =  d  (Уп+1У2) — Уп+1У3 =

=  dt  (Уп+1У2 — УпУ3 +  Уп—1У4) — Уп— 1У5 =  . . .  ,

1 d
W(t)Уn+1(t) =  уп+ 1 ^ )  Уп+ 1 (t) =  2 М ^ + ^  , . . . , y 1 (t)y 2 (t) =

=  rn W rn W  =  2 d t (y1 ) ,

d  ( ) 2
y1(t)y3(t) =  y1(t)y2(t) =  d t (У1У2) — У2 , . . . , У1(^Уп+1№ =  y1(t) уп (^  :

=  d  (У1Уп) — У2Уп =  • • • , У2 (t) y3(t) =  1 dt  (У2) , ••• •

В частности, при n  =  2  имеем

d ( ) d ( ) d ( 1 2)
w У1 =  У3У1 =  d t  (У1У3 ) — У2У3 =  d t  КУ1У3 ) — У2У2 =  dt  (У1У3 — 2 У2)

и  У2 =  y3 У2 =  dt  (У2У3) — Уз ; w У3 =  узУз =  2 (уЦ) ,

У1У2 =  1 ^  (У2), У1У3 =  d  (У1У2) — У2, У2У3 =  2 d-  (У22) .

При n  =  3

d  (У1У4 — У2У3) +  Уз , ^ У 2 =  d t  (У2У4 — 1

и уз =  d t (У3У4) — У22 , w У4 =  2 dt  (у4) ,  У1У2 =  2  dit (y2)

У1У3 =  dt  (У1У2) — y i , У1У4 =  dt  (У1У3 — 2  у2) ,

У2У4 =  d  (У2У3) — УІ , У3У4 =  2 d  (У2 )  У2У3 =  2 dt  (У‘2) .
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Поскольку квадратичная форма (t) Q £(t) содержит слагаемые с по­
стоянными коэффициентами — произведения компонентов вектора £(t), то 
верно представление вида (17). Доказательство леммы в более общем виде 
довольно громоздко. Лемма доказана. □

Л е м м а  4. Пусть выполнены условия леммы  3. Тогда

О СО

У  Г (t) QC (t) dt = j [qou 2(t) +  q i^2(t) +  . . .  +  qn+ivl+i] dt  +  lo, (18)
0 0

oo
d

lo J  d t  [v*(t)F V(t)] dt = v *(to) F v (to) -  V*(0)Fy(0),  |lo| <  to . (19)
0

Доказательство.  Интегрируя тождество (17) с учетом оценки (12), где 
|Vi(0)| <  m i i, |уі(то)| <  mi i, i = 1 ,n  +  1, получим соотношения (18), (19). 
Лемма доказана. □

Л е м м а  5. Пусть выполнены следующие условия:

1) вектор-функция y(t) = ( y i ( t ) , . . .  , y n+i(t)), t  E I  =  [0, to ), ограниче­
на: У ( ^  < a, t  E I , и непрерывно дифференцируема, причем |V(t)| < c, t  E 
I ,  0 < a < to, 0 < c < to;

2) скалярная функция V (x )  положительна,  непрерывна при любом x  E 
R n+i , x  = 0 и V (0) =  0;

СО
3) J  V(y( t ) )d t  < to. 

o
Тогда lim y(t) = 0.

t—

Доказательство.  Пусть выполнены условия 1)—3) леммы. Покажем, что 
lim y(t) = 0.t—О

Предположим противное, то есть lim y(t) = 0. Тогда существует по-
t—o

следовательность { tk} С [0, то) такая, что |v(t)| > е > 0, к = 1 , 2 , . . . .  
Выберем tk+i — tk > m  > 0. Поскольку y(t),  t  E I,  непрерывно диф ­
ференцируема и |V(t)| < c, V t  E I, то ^ ( t )  — y( t k )| <  c |t — t k | , t  E
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[tk — ш/2 ,  tk + ш/2] , к = 1, 2 ,  Тогда

tk+m/2O Г ‘
V (y (t))d-t J  V (y (t))dt,

о k ltk-m/2

ш
где \y( t ) \ = \y(tk) + y (t) -  y (tk) \ >  \y(tk) \ -  \y(t) -  y (tk^ >  е -  с 2  =

tk+m/2

ео > 0̂  Поскольку / V (y(t))dt  > Vminm, Vmin =  min V(x) ,  то
J £0 <\x\<a

tk-m/2
O

J  V(y( t ) )d t  = ж^ Это противоречит третьему условию леммы. Лемма до- 
о
казана. □

4. Н е с о б с т в е н н ы е  и н т е г р а л ы

На основе тождеств (14)—(16), оценок (11)-(13) с учетом (17)—(19) могут 
быть получены оценки несобственных интегралов вдоль решения системы 
(10).

Т е о р е м а  3. Пусть выполнены условия лем м  1, 2, матрицы Л, Лі  (е) — 
гурвицевы, ф (о) £ Фь Тогда для любой величины т вдоль решения систе­
мы  (10) несобственный интеграл сходится:

(20)

о  о

h  = J  ф ( о ^ ) ) т о ( ^  = J  (Щш2( ^  + N  y 2(t) + ■■■ + 
о о

а(о)

+ ^п+іУп+і( t) )dt  + Іі = ф(о)тс!т = Сі, \сі\ < ж ,
а(о)

Іі = У * (t) Ғі  y ( t ) \ °  = У * (ж) Ғі  У (ж) -  У * (0)Ғі y ( 0 ) , \ Іі \ < ж, (21)

где Ni = N i (т), i = 0 ,n  + 1, Ғі — постоянная матрица порядка (n +  1) х 
(n + 1)
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Доказательство.  Имеем

ір(а(і))та(і) =  %- 1(w(t) +  aoyi(t) +  . . .  +  a„yra+i(t))  т x  

x (воУ2(t) +  . . .  +  l3n-lVn+l(t) +  M t ) )  =  (* ( t )N (( t ) ,  t  e  I,  

где £(t) =  (w (t) ,y i( t) ,. ..,V n + i( t) ) . Тогда

сю сю а (ю)

11 =  /ernmdt =  / =  e,. i * к
о о ст(0)

в силу ограниченности u(t),  t  e  I ,  где N  — постоянная матрица порядка 
(п +  2) x (п +  2). К ак  следует из леммы 4 ( Q = N ), верно равенство

Г (t)N {(t) =  Now2( t)+ N iv 2( t)+ . . . + Nn+ ivn+ i( t)+ d t { v * (t)Fi v (t)) , t  e  L

Теперь соотношения (20), (21) следуют из (18), (19), где
сю

/ d оо
dt  [y*(t)Fi y(t)j dt =  V*( t )F iy ( t ) \0 , |li| <  ж  в силу ограниченности

0
y(0), и у(ж).  □

Л е м м а  6 . Пусть выполнены условия теоремы 3, т =  1. Тогда

сю сю

J  w2(t)d t =  J  ( -̂ l i v 2(t) -  . . .  -  l |+ i vn+ i(t^  dt  +  Co . (22)
0 0

Co =  l -  (cii -  l i i ) , iCo | <  TO, | Cii I <  ж , I liii <  TO, (23)

<г(ю)

d ( )
где ^ (a (t))a (t) =  C*( t ) | C(t) =  SoW2(t) + . . .  +  | n+ ivn+ i(t) +  d t v ( t ) F o v (t)) ,

l ii  =  v*(t)Fov(t) |ю , c ii =  J  p(a)da,  l o  =  0 .
CT(o)
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Доказательство.  К ак следует из теоремы 3, при т = 1

О О

Io = j  <p(a(t))a(t)dt = j  (Sow2(t) + ^ i v j ( t )  + ... + ^n+iVn+i(t)) dt+ 
o o

o  a(o)

+ J  d t  (v*(t)Fov(t))dt = J  ( f(a)da = cn , |c ii | <  to ,

где lii  =  v*(t)Fov(t)\o° , | < то. Отсюда при So = 0, Co = S (° i (cn  — ln )
получим равенства (22), (23). □

Т е о р е м а  4. Пусть выполнены условия лем м  1, 2, матрицы A, A i  (е) — 
гурвицевы, ф (a) E Фь Тогда для любой величины Ti > 0 вдоль решения  
системы (10)

I 2 = J  (ф(a(t))Ti a(t) — TiVo V (a(t )) ) dt =

o (24)СО V !
= J  (Mou2(t) + M i v 2(t) + . . .  + Mn+iV2+i(t ))dt + l2 > 0, 

o

l2 =  V*(t)F2v(t)  | °  =  v*(to)F2 v( to)  — V*(0)F2V(0), |l2 | <  TO, (25)

где Mi = Mi(Ti ), Ti > 0 , i = 0 ,n  + 1, F2 — постоянная матрица порядка
(n +  1) x (n + 1).

Доказательство.  Из включения ф(а) E Ф i следует

ф(а) a _ i w
  <  ao, , , > U° , V a  E R  .

a  Ф(а)

Тогда для любой величины Ti > 0 верно неравенство ф ( а ) ^ а  > 
Ti^Q ]'ф2(а), V a E R i . Отсюда следует, что вдоль решения системы (10) 
выполняется неравенство

ф ^ ^ п а ^ )  — ^  v OO 1ф2(a(t)) > 0, a(t) = 0, V t E I,  (26)
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К  абсолю тной устойчивости регулируемы х систем 19

где

ф(о^) )т іо^ )  -  т і ^ ф 2^ ) )  = (ш + аоУі + ■■■ + апУп+і ) х - і ті(во Уі + ■■■ + 

+вп Уп+і) -  х - і т і ^ - іх - і (ш + аоУі + ■■■ + ап Уп+і)  = £ * ( t)M£(t) ,  t  £ I,

M  — постоянная матрица порядка (n + 2) х  (n +  2). Далее, применяя лемму 
3 с Q = M , получим £ * ( t)M£(t)  = Мош2(і) + М і у 2^ )  + ■ ■ ■ + M,n+1y2+1(t) + 
d
d£(y * (t)F2y (t)) , t  £ ^

Теперь соотношения (24), (25) следуют из (18), (19), (26). □

Л е м м а  7. Пусть выполнены условия теоремы 4, величина  Хо = 0. Тогда

I 2 = j  (^(M 1 -  M  х о  ) y l (t) + ■ ■ ■ + (M n+1 -  M  х+  ) yn+1 (t ^  dt+ 
о

+ С2 > 0, (27)

С2 = MоСо + І2, \ С2 \ < ж ■ (28)

Доказательство.  Поскольку Хо = 0, то верны равенства (22), (23). Так 
как

со

I 2 = J  ( м о  ( -  y 2 -  ■ ■ ■------£ + - уп+1) + M 1У2 + ■ ■ ■ + M n+ 1yn+1 ̂  dt+
о

+MоСо + І2 > 0 ,

то верно неравенство (27). □

Т е о р е м а  5. Пусть выполнены условия лем м  1, 2, матрицы Л, Лі(е)  — 
гурвицевы, ф(о) £  Ф і■ Тогда для любых величин Үо,Үі ■ ■ ■Үп+і вдоль 'реше­
ния системы (10)

со

I 3 = j  (үош(і) + үіУі(і) + ■■■ + Yn+1yn+1(t))2dt =

о (29)CO V !

= J  (Гош2(^  + Г 1y2(t) + ■ ■ ■ + Гn+1yn+1(t)) dt + l3 > 0,
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І3 = y *(t)F3y(*)|~  =  y * (ж)Ғ3у(ж) -  у *(0)Fsy(0), 1І3 | <  to , (30)

где Гі =  Гі(үо,үі , . . .  ,Yn+i), i =  0, n  + 1, F 3 — постоянная матрица по­
рядка (n +  1) х (n +  1).

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 4, где 
(ү0 и +Yiy i  + . . . +үп+і Уп+і)2 = £ * ( t)r£(t ),  Г — постоянная матрица порядка 
(п + 2) х  (п + 2).

Л е м м а  8 . Пусть выполнены условия теоремы 5, величина  So = 0. Тогда

СО

I 3 = f  — Г0 £ ~ ) y 1(t) + ■ ■ ■ + ( Гп+1 — Г0 ) уП+\(t)^ dt+
o

+ С3 > 0, (31)

Сз =  roCo +  I3 , IС3 1 < то. (32)

Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 7. Соотно­
шения (31), (32) следуют из формул (29), (30) и формул (22), (23).

Т е о р е м а  6 . Пусть выполнены условия лем м  1, 2, матрицы A, A i  (е) — 
гурвицевы, <ф (а) Е Фь Тогда для любых величин Т2 , Т3 , Yo, Y i . . .  Yn+i вдоль 
решения системы (10)

СО

Һ  = j  (т2а 2 ( t ) + T3{<P(a)a(t)  -  Ц - 1ф2(а)) + 
о

+  (Yo^(t) + Yiyi( t)  + . . .  + Yn+iyn+i(t))2 Ĵ dt = (33)

СО

= J  (PoW2 (t) + . . .  +  P  i y i (t) + . . .  +  p  n+iyn+i(t)) dt + l4, 
o

І4 = у * (t)F4 y ( t ) 10 = у * (то)Ғ4 у(то) -  у * (0)F4y(0), IhI < то, (34)

где Pi = Pi(T2 ,T3 ,Y o ,Y i , . . . ,  Yn+i), i = 0 ,n  +  1, F4 —постоянная матрица  
порядка (n +  1) х (n + 1).
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Доказательство теоремы следует из представления

Т2&2(t) + T3( ^ (a (t ) ) a (t) -  V -  1 ф2(a (t))) +

+ ( jo^ ( t )  + Y1 y 1 (t) + . . .  + Yn+ 1 yn+ 1 ( t ) )2 = £*(t)P£(t), t  e  I,

где Р — постоянная матрица порядка (n + 2) х  (n +  2). Далее, применяя 
леммы 3, 4 с Q =P, получим (33), (34).

Л е м м а  9. Пусть выполнены условия теоремы 6, величина  So = 0. Тогда
О

Һ  = j  ^ (^P 1 — Po y 1 (t ) + . . .  +  [Pn+1 — Po ” yn.+ 1(t)j  dt + c4, (35)
o

C4 = Poco + l4, d  < to. (36)

Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 7. Соотно­
шения (35), (36) следуют из (33), (34) и формул (22), (23).

5. А б с о л ю т н а я  у с т о й ч и в о с т ь

На основе результатов, изложенных выше, могут быть сформулирова­
ны условия абсолютной устойчивости положения равновесия системы (1), 
(2).

Т е о р е м а  7. Пусть выполнены следующие условия:

1. матрицы Л , Л 1(ц), 0 <  £ < ц  < /io, /io < p,o, — гурвицевы, ф(5) e  
Ф1, £ — сколько угодно малое число;

2. существует вектор Ө* e  R n+1 такой, что ӨВ1 = 0, ӨЛ1B 1 = 
0 , . . . ,  ӨЛп-1В 1 = 0, ӨА1В = 0;

3. ранг матрицы R  = ||Ө*, Л\Ө*, . . . ,  А1пӨ*|| равен n  + 1;

4 . выполнено равенство 0 <  I 2 + I 3 = I 1 

Тогда
О

J  ((Mo + Г  -  N o)u2(t) + ( M 1 + Г 1 -  N1)y2(t) + . . .  + 
o

+ (Mn+1 + Гп+1 — N n+1)yn+1(t)')dt = l1 — l2 — ^ , \l1 — l2 — l 3| < то. (37)

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014■ Том 14■ № 1 (51)



22 Б .К . Абенов, С.А. А йсагалиев, М .Н. К алим олдаев

Доказательство.  При выполнении условий 1) -  3) теоремы верны утвер­
ждения теорем 3 - 5 .  К ак  следует из условия 4) теоремы, выполнено ра­
венство 0 <  І 2 +  1з =  I i. Отсюда с учетом равенств (20), (24), (29) имеем

СЮ

Тогда

J  (Mow2 +  M i v2 +  . . .  +  Mn+iv2+i)dt +  l2 +  
o

сю

+ J  (r oW2 +  r i v2 +  . . .  +  r n+ ivn + i)dt +  l3 =
o

сю

=  J  (NoW2 +  N iv2 +  . . .  +  Nn+ ivn + i)dt +  l i. 
o

сю

J  ( ( Mo +  г  -  No) w2 +  (M i -  r i  -  Ni)v2  +  . . .  +  
o

+  (Mn+i + Гп+1 -  Nn+ i)vn + ^  dt =  li -  l2 -  l3.

Поскольку |li -  і2 -  ізі <  |li| +  | і2I +  I l3I, где |li| <  ж , | і2 | <  ж , I 1з | <  ж ,
в силу (19), (25), (30), то | l, -  і2 -  із | <  ж. Следовательно верно равенство
(37). □

Т е о р е м а  8 . Пусть выполнены условия теоремы 7 и пусть, кроме того,

l
(M i +  г , -  N i) -  (Mo +  ro  -  No) >  0,

l o
l 2

( M 2 +  Г 2 -  N 2) -  l -  (M o + r o -  No) >  0, , .
l o (38)

l
(Mn+1 +  r n+1 -  Nn+1)  I + -  (M o +  r o -  N o) >  0,

l o

где l o =  0 .
Тогда положение равновесия системы (1), (2) абсолютно устойчиво.
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Доказательство.  Так как выполнены условия теоремы 6 , то верно равен­
ство (37). К ак  следует из леммы 6 (см. (22), (23)),

сю сю

У  w2dt =  J  v2 - . . . -  l |+ i v n + i) dt +  ^ , |co| <  ж .
o o  

Теперь равенство (37) запишется в виде

l 1 2
У  ( V o  +  r o -  N o) (  -  v2 -  . . . ----- | + “^ + і ) )  dt +  (M o +  r o -  N o)co+
o

сю

+  I  ( (M 1 +  Г 1 -  N 1)v2 +  . . .  +  (Mn+1 +  r n+1 -  Nn+1)vn+l) dt =  
o

=  li -  і2 -  і з . (39)

Тогда (см.(39))

l i(M l +  г ,  -  N i) -  l (Mo +  ro  -  No) ) v2 +  . . .  +

+  ( (Mn+i +  r n+i -  Nn + i)  I + - (M o +  r o -  N o ^  vn+i dt =
(40)

=  li -  і2 -  із -  (Mo +  ro  -  No)co =  і5,

|l5| <  |l1| +  1121 +  |1з | +  |M o + r o -  N o| |co1 <  ж . (41)

Далее, применяя лемму 5 к равенству (40) и учитывая оценки (41), 
получим lim v(t) =  0 .

В самом деле, вектор-функция v(t) =  (v, ( t ) , . . . ,  vn+ i(t))  вдоль реше­
ния системы (10) непрерывно-дифференцируема и |vi(t)| <  т ц ,  |vi(t)| <  
mi2, i = 1 ,п  +  1, t e  I  (см. теорему 1). Скалярная функция

l V (x) =  ( (M i +  Г , -  N i) -  I 1,(Mo +  ro  -  N o)) x2 +  . . .  +

+  ( V n +1 +  r n+i -  Nn+ i) ----| + “ (M o +  r o -  No ^  хП+1 >  0

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014. Том 14. № 1 (51)



24 Б .К . Абенов, С.А. А йсагалиев, М .Н. К алим олдаев

при любом x  = ( x 1 , . . . ,  x n + 1 ) e  R n+1, x  = 0, V (0) =  0, в силу неравенств
СО

(38), f V (y(t))dt  = l5 < то, |l5| <  то. Следовательно, lim y(t) = 0. Тогда
o t—

согласно утверждению леммы 2 lim x ( t ; 0,xo, ф) =  0 , Vxo, |xo| <  то, V ф et—О
$o. Система (10) равносильна системе (1), (2). Из гурвицевости матрицы 
Л 1 (ц), 0 <  £ <  ц  < fio следует асимптотическая устойчивость в малом 
положения равновесия системы (1), (2). □

Т е о р е м а  9. Пусть выполнены условия  1) - 3) теоремы 7 и условия тео­
ремы 6, кроме того, выполнено равенство I 4 = I 1 . Тогда

О

j  ((Po — N o) U2 (t) + (P 1 — N 1)y 2  + . . .  +  (Pn+ 1  — N n+1)yn+ 1 (t ) ) dt = (42) 
o ( )

=  і 1 — l^, \l1 — І4 \ < CTO.

К ак  и в доказательстве теоремы 7, можно показать, что из равенства 
I 4 = I 1 следует (42), где ^ 1 — I4 1 < + \l±\ < то.

Заметим, что несобственный интеграл I 4 при Т3 = Т1 > 0 может быть 
представлен в виде

СО

Һ  = I 2 + I 3 + j  Т2& 2 (t)dt.
o

Т е о р е м а  10. Пусть выполнены условия теоремы 9 и пусть, кроме того, 
S  S

P 1 — N 1 — (Po — No) > 0 , . . . ,  Pn+1 — Nn +1 — ^ 1  (Po — No) > 0 , (43)
So So

где So = 0. Тогда положение равновесия системы (1), (2) абсолютно 
устойчиво.

Доказательство теоремы следует из лемм 5, 6 и равенства (42). Легко 
убедиться в том, что

СО

j  ( ( ( P 1 — N 1) — S i  (Po — No)) y 2 + . . .  + 
o

+ ( (Pn+ 1  — N n+1) -----S+1  (Po — N o)) yn+- ĵ dt =

= і1 — і4 — (Po — No) Co = le, |l6І < TO.
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Далее, как в доказательстве теоремы 8 , получим lim y(t) = 0. Отсюда
t ^ O

и из леммы 2 следует утверждение теоремы. □
П р и м е р . Уравнения движения системы имеют вид (см.(1))

x i = x i — x 2, x 2 = 3 x 1 — 2x 2 + ф (5),  г/ = Ф (5), 5 = - 3 x i + x 2 — 1 , 5ц, (44)

где ф (а) = еа + ф ( а ) , ф (а) Е Фь Д ля данного примера исходные данные 
возьмем следующими:

A —1^)  , B  ^  J  )  , D  = (—3, 1 ) , E  = (—1, 5),  n  = 2.

Производная а (t) = x 2 — 0, 5ф (а).
1. Характеристический полином матрицы A  имеет вид А (Л) =

IXI2 — AI = Л2 + Л + 1 .  Легко проверить, что матрица A  — гурвицева.

1 —1 0 \  /  0

A i  (е) = | 3 — 3е —2 + е —1, 5е I , B i  = I 1 | , S  = (—3, 1, —1.5).
—3е е —1 , 5е )  \ 1

Функция z(t),  t  Е I , — решение дифференциального уравнения z  = 
A i  (е) z  + B i C  (а) , а  = S z .  Характеристический полином матрицы A i ^ )  
равен A i (Л) = !Л!3 — A i (е)| =  Л3 +  (1 +  0, 5е) Л2 +  (1 — 0, 5е) Л +  1, 5е. Д ля 
гурвицевости матрицы A i ^ )  необходимо и достаточно, чтобы 1, 5е > 0, 
1 +  0, 5е > 0, (1 — 0, 5е) > 0, (1 + 0, 5е) (1 — 0, 5е) — 1, 5е > 0.

Отсюда следует, что матрицаA l (е) — гурвицева при достаточно малом 
е > 0 .

Имеем ao = 1, 5е, ai = 1 — 0, 5е, а2 = 1 + е, е > 0 — сколь угодно 
малое число, Ө = (Өі,Ө2 ,Ө3 ). Условие ӨВі = 0 выполняется при Ө3 = —Ө2 . 
Следовательно, Ө = (Ө1 ,Ө2, —Ө2). Тогда ӨA1B 1 = —Ө1 — 2Ө2 =  0, Ө1 = —2Ө2 . 
Искомый вектор при Ө2 = 1 имеет вид Ө = (—2,1, —1), тогда Ө ^ В і  = —1 = 
0 .

Теперь уравнение (44) запишется в виде

у і = У2 , у 2 = Уз, у 3 = —aoyi — а 1У2 — а3У3 — ф(а), (45)
а = 1, 5yi — 0, 5 у 2 + 0, 5 у 3 .
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Поскольку Ө* =  [ 1 | , А,Ө* =  j 0 | , А ,2Ө* =  j - 1  | , то матрица

- 2 1 1
R  =  [ 1 0 - 1  J , IRI =  1, имеет ранг, равный 3.

- 1 0 0
Векторы Ө*, А,Ө*, А ,2Ө* образуют базис в R 3, S * =  1, 5Ө* -  0, 5А,Ө* +  

0, 5А ,2Ө*, а  =  1, 5v, -  0, 5v2 +  0, 5yз . Выше были приведены условия лемм 
1 и 2 .

2. Из (45) следует, что вдоль решения системы (45) верны тождества

<C(a(t)) =  - w  (t) -  v2 (t) -  Уз ^ ) ,  t  e  I  =  [0, ж ) ,
a (t)  =  1, 5y,(t) -  0 , 5v2 (t) +  0 , 5уз (t) , t  e  I ,  (46)

a  (t) =  1, 5у2 (t) -  0 , 5уз (t) +  0 , 5w ( t ) , t  e  I,

где w (t) =  y/з ( t ) , t  e  I . Поскольку e > 0 -  сколь угодно малое число, то
принимается ao =  0, a , =  1, a 2 =  1. Так как ранг равен 3, то системы (44), 
(45) равносильны и из y(t) =  (y ,( t) , y2( t) , уз(t)) ^  0 при t  ^  ж следует 
z(t)  =  ( x 1( t ) , x 2( t) ,n(t ))  ^  0 при t  ^  ж.

3. Вычислим несобственные интегралы I , ,  I 2 , Iз, I 4:
сю сю

а) I ,  =  /  ф (а  (t)) таг (t) dt =  /  (Now2 (t) +  ^ у 2 (t) +  N ^ r y l  (t)) dt  +  l, =  
o o  

с,, |C,| <  ж , |l,| <  ж , где N o =  - 0 ,  5 т , N , =  0, N 2 =  - 1 ,  5 т , N  =  2, 5 т ,
li =  y* (t) F ,y  (t) |юю. Отсюда при т=1, имеем

сю сю

Io =  J  Ф(а  (t)) (Г (t) dt  =  J  [Sow2 (t) +  І 2v2 (t) +  ІзУ 2 (t)] dt  +  l , i  =  c,, ,  
o o

l i i  =  V* (t) Foy (t)|g° , | lii |  <  ж, |с , , | <  ж,

где So =  - 0 ,  5, I ,  =  0, S 2 =  - 1 ,  5, І з  =  2, 5.
Тогда

сю сю _
l 2 lw2 (t ) dt  = 2 2 з 2

- 1  y2 (t) -  I  y3 (t) l o l o
dt +  co, (47)
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S 1 S 2 S 3здесь — —-  =  °  — —-  =  —3, — —-  =  5.
S o S o S o

б) 0 <  I 2 = j  [ф (a (t)) Т10- (t) — Т1^0 1ф2 (a (t))] dt =
o

О

= j  [MoU2 (t) + M 2y 2 (t) + M -y -  (t)] dt + l2 = (48)

dt + C2 , C2 = MoCo + l2 ,M 2 — Щ  M o )  y \  (t) + ( m -  — S o  M o )  y- (t)

где Mo = —П ^ 0 1, M 1 = 0, M 2 = 2т1 — T1^ Q 1, M -  = —Т1 + п ^ 0 1,
S 1 S 2 1 S - 1M 1 — Mo~^^- = 0, M 2 — M o—  = 2т1 +2т1^0 , M -  — —  Mo = —T1 — 4т1 .
S o S o S o

О

0 <  I- = J  [you + Y1y 1 + Y2y 2 + ү-y-}2 dt = 
o
О

= j  [r oW2 + r 1y 1 + r 2y2 +  ^ ^5] dt + l- =

Г 1 — ro  S o )  y2(t) + ( г 2 — ro  Щ )  y 2 (t)+

+ [ r -  — ro  S o )  y \( t )

(49)

dt + c-, |c-| <  TO, c- = ToCo +  l-,

S 1где ro  =  Yo, Г 1 = Y2, Г 2 = y2 — 2ү1ү-, Г- = ү-2 — 2YoY2, Г 1 — Г^—1 = Г 1 = ү\ ,
S o

S 2 S -
Г 2 — r o S 2 = ү2 — 2Y1 ү- — Зү2, Г - — r o S -  = ү- — 2YoY2 + 5ҮІ.

S 1 So
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Һ = j  (т2а 2 (t) + т3 [ф (а (t)) а  (t) — V o 1 С2 (а (t))] +  
o

+  [YoW + Yiyi  + Y2y2 + Y3y3?^J dt =

CO

= J  [Pow2 (t) + P iy l  (t) + Р 2УІ (t) + Р3 УІ (t)] dt + І4 --

p i — Po I 1  ) y l (t) + ( P2 — Po ̂  ) y2 (t) + ( P3 — Po y3 (t) dt+I І7 1 \ / 1 I 2 o ^  I І7 2 \ / 1 I 3 o ^So J \  So J \  S

+ C4 , C4 = PoCo + І4 , d  < to,
S  S

где Pi — Po - 1  = ү 2, P2 — Po S  = (2 т3 + 2 т3V - 1) + Y2 — 2 ү ү  — 3yo + 1, 5 т2 ,
So SoУ'

P3 — P o ^ r  = —т3 — 4 т3 ^ 0 1 + Үз — 2Yo Y2 + 5үІ. 
So

4. Теперь условия теоремы 8 (см.(38)) запишутся так:
S  

(Mi + Г і  — N i )  — - 1  (Mo + Г  — N o ) = r i  = ү2 > 0 
S o 
S 2 

(M 2 + Г 2 — N 2 ) — ~±  (Mo + Г  — No) = 
So

= 2 тi + 2 тіV- 1 + ү2 — 2 ү іү 3 — 3ү2 > 0 , (50)
s  

(M 3 + Г 3 — N 3 ) — S -  (Mo + Г  — No) = 
S o 

= —ті — 4тiV - 1 + y3 — 2YoY2 + 5yo > 0.

Пусть d i > 0, d2 > 0 — неизвестные величины. Тогда неравенства (50) 
могут быть представлены в виде

ү і  > °  2ті + 2T i v 0 1 + y 2 — 2YiY3 — 3Yo — d i =  0 , , . 1A
i 2 2 (51)

—ті — i n v - + Y2 — 2YoY2 + 5Yo — d,2 =  0 .

Из (51) имеем

=  —4ү2 + 8үіү3 + 2үo + 4YoY2 — 2ү3 + 4di + 2d2 (52)
ті = 6 , ( )
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-1  2Үз -  4YoY2 +  7Yo +  y 2 -  2ҮіҮз -  2d2 -  d i (53)
т l^o = ------------------------------6------------------------------ , (53)

где ү 2 >  0, т , >  0, т , ^ - 1 >  0, d, >  0, d2 >  0. Тогда

с - 4ү2 +  4yoү2 -  2ү2 +  8үіүз +  2Ү2 +  4d, +  2d2
Llo =  ------ ^ ^ ^ ------------------------------- • (54)2ү 2 -  4yoY2 +  7ү2 +  y 2 -  2үіүз -  2d2 -  d,

5. Определим предельное значение ц  из гурвицевости м атрицы А ^ц). 
Характеристическое уравнение матрицы А ,(ц ) имеет вид

А , (Л) =  |А!з -  А , (ц)| =  Лз +  (1 +  0, 5ц) А2 +  (1 -  0, 5ц) Л +  1, 5ц =  0.

Предельное значение Lo определяется из условия (1 +  0, 5ц) (1 -  0, 5ц) -  
1, 5ц > 0. Отсюда следует, что предельное значение ц  равно Lo =  л/13 -  3 =  
0 , 60555127546. Итак, матрица А ,(ц ) — гурвицева, если e < ц  < Lo, e > 0 .

6 . Из (52)-(54) при ү2 =  1/2 Yo, үз =  2 ү , получим

3ү2 +  8ү 2 +  4d, +  2d2 3yo +  8Y2 +  4d, +  2d2
ті = ---------------  , ^o =

6 5, 25Yo +  4ү2 -  2d2 -  d,

где т , >  0, Ho > 0 при 5, 25үд + 4 ү 2 >  2d2 + d ,.  Заметим, что решения линей­
ной системы x  =  А х + В ц а ,  п =  ца, а  =  D x  +  Е п  асимптотически устойчи­
вы при e < ц  < Co. В самом дел 
где матрица

А  +  Bjj,D В ц Е

=  (x,n) , то Z =  A 1(c)z, а =

1 - 1 0

СО 1 3 - 2  +  ц  - -1, 5ц
- 3 ц -1, 5цАі(ц)  =  V » D  ц Е

— гурвицева при 0 <  e < ц <  Co, ф(а) =  ца.  Будут ли решения системы 
(1), (2) абсолютно устойчивы при / о  =  Co? Иными словами, для системы 
(44) имеет ли положительное решение проблема Айзермана?

7. Д ля примера (44) проблема Айзермана имеет положительное реше­
ние, если существуют числа Yo, Yi, d, > 0, d2 >  0, т , >  0 такие, что

=  3yo +  8ү 2 +  4d, +  2d2 =  c =  ^  3 
Co =  2 . 2—  ~r =  Co =  V 13 -  3 ­5, 25Yo +  4ү2 — 2d2 — d,
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Можно показать, что данное равенство выполняется при ү 2 = 32ү1, 
d 1 = 0, 0217ү2 > 0,d2 = 0, 016966ү\ > 0, Т1 = 104,120732ү\ > 0.

Таким образом, положение равновесия системы (44) абсолютно устой­
чиво в [£, fio), проблема Айзермана для примера (44) имеет положительное 
решение.

6 . З а к л ю ч е н и е

В работе получены следующие основные результаты: уравнения дви­
жения системы с помощью неособых преобразований сведены к специаль­
ному виду; получены эквивалентные тождества вдоль решений системы 
относительно переменных нелинейности в системе; сделана оценка реше­
ния нелинейной системы; изучены асимптотические свойства функций, 
связанных с ограниченностью несобственного интеграла; получено новое 
представление квадратичной формы относительно ф азовых переменных 
в виде суммы двух слагаемых (первое слагаемое является квадратичной 
формой, приведенной к диагональному виду, а второе слагаемое -  пол­
ным дифференциалом функции по времени); на основе оценки несобствен­
ных интегралов вдоль решения системы доказаны теоремы об абсолютной 
устойчивости положения равновесия нелинейной системы.

Предлагаемый метод исследования абсолютной устойчивости решения 
уравнений с дифференциальным включением позволяет получить более 
широкую область абсолютной устойчивости в пространстве конструктив­
ных параметров системы, нежели известные критерии.
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Әбенов Б .Қ ., Айсагалиев С.Ә., Қалимолдаев М.Н. ҚАРАПАЙЫМ  
Е РЕ К Ш Е  Ж А ҒД А Й ДА ҒЫ  Р Е Т Т Е Л Е Т ІН  Ж Ү Й Е Л Е РД ІҢ  А БС О Л Ю Т- 
Т ІК  О РН Ы Қ ТЫ Л Ы ҒЫ Н А

Ж үйенің шешімдері бойымен меншікті емес интегралдарды багалау 
жолымен қарапайым ерекше ж ағдайдағы  сызы қтық емес реттелетін жүйе- 
лердің тепе-теңдік күйінің абсолюттік орнықтылыгының ж аңа тиімді шар- 
ты алынган. Абсолюттік орнықтылықты зерттеудің үсынылған әдісі кон- 
струкциялы қ параметрлер кеңістігінде белгілі әдістерге қараганда кеңірек 
абсолюттік орнықтылы қ аймагын алуга мүмкіндік береді. Үсынылған 
әдістің тиімділігі мысал арқылы көрсетілген.

Abenov B.K., Aisagaliev S.A., Kalimoldaev M.N. TO ABSOLUTE STABI­
LITY OF REGULAR SYSTEMS IN TH E SIM PLE CRITICAL CASE

A new effective condition of absolute stability of the equilibrium of 
попііпеаг regulative systems in the simple critical case is obtained by evaluating 
of im proper integrals along solution of the system. The proposed research 
m ethod of the absolute stability allows to obtain domain of absolute stability in 
the space of constructive param eters of system wider, th an  the known methods. 
Efficiency of suggested m ethod is dem onstrated by an example.
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1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и

Пусть 1 <  p,q  < ж, 1/p  +  1/q = 1, w = [wi]°=l , v = {vi}°=1 — 
последовательности неотрицательных, a u = {ui }°=i — положительных 
чисел.

Пусть f  = {fi}i=i  — произвольная последовательность действительных 
чисел. Символы 0 <  f ,  0 <  f  j  соответственно означают, что последова­
тельность f  неотрицательная, неотрицательная и невозрастающая. Пусть 
A  — матричный оператор вида

i

( A f  )i =  ai j  f j , { ^  1
j=1
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с неотрицательной матрицей (ai,j).
В работе устанавливается весовая аддитивная оценка вида

\ \w A f  |Ь <  С {\\uf  |b +  \\vF |b ), f  > 0, (1)

когда 1 <  q < ж, p = ж. Здесь F  = {Fi }i==1, Fi = ^  f j , i > 1 и
j= i

/ ж \ 1/p
( Ё  \uifi\p ) , 1 < p <  ж, 
v i=1 7
s u p \uifi\, p = ж. 
i>1

Оценка вида (1) при 1 <  q,p < ж в различных предположениях отно­
сительно матрицы (ai,j) рассматривались в работах [1-4].

Д ля решения задачи (1) при p = ж, следуя работе [1], сначала найдем 
величину, эквивалентную к величине

Ж
Ё  fi9i

J  ( u , v ,g) = sup г +  , (2)
f >о \\u f  ІІг» +  \\v F I L

где 0 <  g I , которая позволяет получить критерий выполнения оценки 
(1).

2. Р е ш е н и е  за д а ч и  (2)

Д ля каждого n  > 1 определим

п -1
vi

i>k
у п = < mm 

1< k<n
^ 2  Щ М +  sup Vi
i=k

и положим ^о =  0.

Т е о р е м а  1. Пусть  0 <  g [ и v — ограниченная последовательность. 
Тогда 1 Ж Ж

2 ^ gi(<Pi -  <Pi-1) < J (u ,v ,g )  < 2 ^ gi(pi -  у — ). (3)
i=1 i=1

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014■ Том 14■ № 1 (51)



36 Ш . Б и лал , С. Х. Ш алгинбаева

Д ля того, чтобы доказать теорему 1, мы предварительно установим 
несколько лемм.

Л е м м а  1. Предположим, что весовая последовательность v ограниче­
на. Тогда последовательность { p i ] Cj=1  определена, положительная, стро­
го возрастающая.

Доказательство. Действительно, в силу условия леммы 1 из определения 
Pn , n  > 1, следует существование и положительность р n для каждого 
n  > 1.

Пусть n  > 2. Тогда

Pn > { min1<k<n-1

П 1 4 -1
^ 2 , u - 1 +  u - 1 ) + s u p  Vi
■ , / i>ki=k —

-1
>

> \ min
1<k<n-1

n -  1 -  1
^ ^ U - j  +SUp Vi
i=k

1
= Pn-1 > 0.

□

Л е м м а  2. Пусть выполнено условие леммы 1. Тогда для всех n  > 1

0 <  Un(Pn -  Pn-1) < 1. (4) 

Доказательство. Пусть n  > 2. Тогда
n -  1

1 Е  и - 1 +  u- 1
Pn = sup — n-------— 1------------  =  sup ---- i- j kn   ---------  <

1<k<n f U- 1 j +  sup Vi l<k<n 1 1 +  ( ^  U  M sup Vi
'  i=k i>k '  i=k i>k

n 1

/  i=kUi J , u- 1 < + -1
< 7 ^  4 + 1 +  -1 <  p n-1 + U- .

f n - \  , - 1 \ _ _ Q 1 +  U-_1 sup vi, f n-1  _ Л  q 1 +  Un_ 1 sup
1 +  E  U  sup §i n 1 i>n

\i=k /  i>K
Откуда вытекает (4). А при n  =  1 из

P 1 =  ( u 1 +  sup Vi)
i 1

-1  

i> 1

следует 1 >  и 1р 1 =  U1 ( р 1 — р 0). □
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Л е м м а  3. Пусть выполнено условие леммы 1. Тогда для всех n  > 1

vnp n < 1. (5)

Действительно,

vn vn ^  ЛVn^n = sup — ------ — 1-------------  <  -------- <  1.
1<k<n (  'U „, - Л -1 , SUpvi

( E u - 1 )  + sup vi >
i=k i>k

□

Л е м м а  4. Пусть выполнено условие леммы 1. Тогда имеет место нера­
венство

sup Fkр - 1 < 2 ( \\u f  ||гте +  \\v F ||г̂ , f  > 0 . (6)
k>1 v '

Доказательство. Д ля каждого целого k  определим mk = in f{m  : m  > 
1, Fm > 2k}. Из определения mk  вытекает mk < mk+1 , Fmk > 2k и

mk k
Fmk- 1 < 2 , E  f i  = Fmk -  Fnk-1 -1 > 2k-1 , если mk < ж. Положим

i=mk- i
Ik = {i : mk < i < mk+1 — 1}. Тогда N  = {1, 2 , . . .}  С IJ I k ■ Учитывая,

k
что последовательность {Fk} неубывающая, а { р - 1 } — невозрастающая,
имеем

sup Fkр к 1 = sup sup FiP- 1 < sup Fmk+i-1Pm \ <
k>1 k£Z mk<i<mk+i-1 k£Z

mk _ 1
< sup2k+1pml < su p 2 k+1( min 17 Y u - 1)  +  su p v ^ )  <

tc z  k i-cz V 1<i<mk L \ L—У /  Jzkez kez  v 1<j <mk

mk _ 1
< su p 2 k+1( V  u - 1 )  + s u p 2 k+1 sup vi :=  H x +  H 2. (7)

keZ i=mk-1 kEZ i>mk-l

Оценим H 1 и H 2.

mk , mk ,-1 k -1
H 1 = s u p 2 k+1( V  u - 1 ) =  2 su p 2 k ( V  u - 1 ) <

keZ ' .  '  k e Z ' .  'i=mk-i i=mk-i
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mk _ тк _ _1

<  2 k“ p (  £  f i ) (  £  u - ‘)  <
i=mk-i i=mk-i

mk _  mk  ̂_ 1

<  2 su ^ (  J2 u - Of J2 u - 1 )  sup uj f j  =
kez K i=mk-i i=mkk-i '  mk-i<3<mk

= 2 sup sup uj f j  = 2 sup uj f j  = 2\\u f  | |i» . (8)
keZmk-i<j<mk j>1

H 2 =  su p 2 k+1 sup vi =  su p 2 k+1 sup sup vj <
kEZ i>mk- i  kEZ i>k mi - i <j<mi

< 2 sup 2k sup sup vj < 2 sup sup 2i sup vj <
kEZ i>k mi - i <j<mi kEZ i>k mi - i <j<mi

< 2 sup sup Fmi sup vj <
kEZ i>k mi - i <j<mi

< 2 sup sup sup Fj vj =  2 sup F v  =  2 ||v F ||i» . (9)
k£Z i>k mi—i<j<mi i>1

Из (7), (8) и (9) имеем (6). □

Л е м м а  5. Пусть выполнено условие леммы 1. Тогда для f  > 0 имеет  
место оценка

Wu f  I I l»  +  Wv F I I l» <  2 su p f i (Vi -  <Pi-1) - 1 . (10)
i> k

Доказательство. Действительно, в силу (4) имеем

Wuf ||i» =  su p u i f i  =  su p ui(tpi -  V i-1)fi(V i -  V i-1) - 1 < 1sup fi(<pi -  y i - 1) - 1 .
i>1 i>1 i>1

На основании (5) получим

WvF I I l »  =  s u p  v i  fj  =  s u p v i  ( V j -  y j - 1)fj (Vj -  Vj - 1)  1 <i>1 , i>1 ,> 3 = 1  > 3=1

i
< sup v^  (Vj -  V j -1 ) sup f j  (Vj -  V j -1 ) 1

i>1 “  j>1

=  sup viVi sup f j  (Vj -  V j - 1 ) 1 < sup f j  (Vj -  V j - 1 ) ■ 
i>1 j>1 j>1

Откуда следует (10). □
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Л е м м а  6. Д л я  любых f  > 0, 0 <  g [ имеет место неравенство

X   ̂ 1 X
£  figi < sup ( £  w A  Fj Y ^  gk Wk. (11)
i=1 j >1 i=1 k=1

х
Доказательство. Неравенство (11) докажем в предположении ^  gk Wk <

k=1
то, в противном случае, принимая соглашение то <  то, выполнение (11) 
считаем очевидным. Рассмотрим два случая: W X  =  то и Wх  < то, где

X
W x =  Wk.

k=1
х

Пусть W X  =  то. Тогда для выполнения неравенства ^  gk Wk < ю
k=1

необходимо, чтобы lim gk =  gX  =  0. Поэтому gk можно представить в 
k ^ xX

виде gk =  Е  hi, hi > 0, i > 1. Тогда
i=k

X X X  X j  X
£  f igi =  £  f i ^ 2  hj  =  £  hj ^ 2  f i =  £  hj Fj  =
i=1 i=1 j=i j=1 i=1 j=1

X  j j  _ 1 j  _ 1 X k

= £  hj 2̂ Ŵ ^  Щ) Fj < sup^S Щ) F h ^  Wi =
j=1 i=1 i=1 j >1 i=1 k=1 i=1

j  _ 1 X X  j  _ 1 X
=  sup £  Wi) F j ^ 2  W ^ £  hk =  sup ( £  Wi) F j ^ 2  giWi,

j >1 i=1 i=1 k=i j >1 i=1 i=1
то есть неравенство (11) выполняется.

Пусть теперь W X  < ю . Тогда gk можно представить в виде gk =  gX  +
X

9k , где Qk =  E  hi. Поэтому
i=k
X X X

^   ̂ f igi =  gX FX  +  'У  ̂f i >   ̂hj  =  gX W X W X  F x  +
i=1 i=1 j= i

j
+  sup £  Wi) F j ^ 2 9 iW i  <

j 1> i=1 i=1
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j _ 1 т е т е  j _ 1 те
<  sup ( У  w A  f A 9 т е ^ 2 Wi +  ^  giWi) =  sup ( ^ w A  F j ^ 2 g i W i .

j> 1 '  - ' j> 1 '  - ' ■ ,i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
И в этом случае неравенство (11) доказано. □
Доказательство теоремы 1. Оценка снизу. Из (10) и из принципа двой­
ственности в lp , p > 1, имеем

те
,ГІ’ ООf igi 1

J ( u , v ,g) > sup 2sup  f  Z \  p . W1 = 2 E g j (Pj — P j-1 ) . (12)f  >0 2sup  f j (p j — p j - 1 ) 2 3=1
j>1 j =1

Оценка сверху. Используя (6) и (11), получим
те 1 те
Е  figi sup F3р -  £  gk(P k — р - )

т/ \ ^  i=1 ^  n j >1 k=1J(u , v, g) < s u p  — зү  <  2 s u p ----------------------------------  =
f  >0 sup F j p - f > 0  sup F j p -

j>1 j>1
те

=  2 ^  gk(pk — pk-1).  (13)
k=1

Из (12) и (13) следует неравенство (3). Теорема 1 доказана. □

3. А д д и т и в н а я  о ц е н к а  (1)

Т е о р е м а  2. Пусть  1 <  g < ж, p  =  ж  и фі =  pi — p - 1 , i > 1. Пусть со­
те

пряженный матричный оператор (A*g)j =  Е  aijg i обладает свойством
i=1

0 <  A*g I для любого g > 0. Тогда неравенство (1) выполнятся тогда и 
только тогда, когда

B  =  HwA^llg <  ж, причем  — B  < C  < 2B, (14)

где C  — наилучшая константа в (1).

Доказательство. Достаточно доказать соотношение (14). Используя прин­
цип двойственности в lp (3), имеем

\\w A f  Ik  ______  i=1
Е  gi( A f  )і

C  =  sup^—771--------.. q ..—  =  sup sup
f>o \\uf  ||i^ +  I\vF | | ^  f >0 g>0 \\w-1g\\la, (\\u f  ||i^ +  I\vF | | ^ )
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Ж Ж
Е  gi Е  ai,j f j

=  >  f“ p ^ - I 9 lt(W “ fS ‘» T ^ F ^

OO OO

E  f j  E  ai,jgi 
j —1 i—1

=  . up fup ^ -1л ; ж / и ; г т ^ ?̂

E  f j  (A *g)j 
j — 1

= S  Р - л ;  f>p w u f ] »  +  wvf и »  ■ (15)

Используя левую часть соотношения (3), получим

O O O
, J2(A*g')j(<fij -  <Pj-1) . E  E  ai j g i (v j -  v — )

П ^  1 i—1 1 j —1 i—1C > -  s u p  л------Z—л----------  =  -  s u p ------------л----Z—л-------------  =
2 g>0 \\w g \\lq, 2 g>0 \\w g Wiq,

O O
1 — gi — ai,j (v j -  V j - 1) 1 E g i  W ) i  1

=  _ sup — — j—1— —n---------------=  -  sup —n—  =  -  WwA0||i ■ (16)
2 g>0 Ww-1g\\iq/ 2 g>0 Ww-1g\\iq/ 2 " q

Теперь, применяя правую часть неравенства (3) из (15), как и выше, по­
лучим C  < 2||wA,0 ||iq■ Отсюда и из (16) будет следовать (14). Теорема
доказана. □
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\ \WAf  \\iq < C (Уu f  ||i» +  \\vF | | » ) жүгендi қосымдық теңсiздiгi орында- 
луының к р и т ер т  алынды.

Bilal Sh., Shalginbayeva S.H. ADDITIVE ESTIM ATE OF MATRIX 
O PERA TOR BY DUAL INEQUALITY

The criterion of fulfilment of weighted additive inequality ||WAf ||iq <
C ( \lU f  IIl» +  \\v F IIl») is obtained.
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КЛАССИФИКАЦИЯ ПРИМИТИВНЫХ 
ХАРАКТЕРОВ ДИРИХЛЕ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ

Д ается  описание ведущ их модулей характеров  Д и рихле прим арного по­
р я д к а  p l. П риводится класси ф и кац и я  прим итивны х характеров  Д ирихле 
п оряд ка p  и п рилож ения к  конструктивном у описанию  м нож ества всех аб­
солю тно ц иклических  полей степени p  . П роизводится подсчет чи сла всех 
абсолю тно ц иклических  полей степени pl с заданн ы м  дискрим инантом . 
К лю чевы е слова: характеры Д ирихле, абелевы поля, дискриминант поля.

Одной из центральных проблем алгебраической теории чисел является 
конкретное описание абелевых расширений над заданным полем. Эта за­
дача имеет глубокую связь с обратной задачей Галуа. Теорема Кронекера- 
Вебера утверждает, что любое абсолютно абелево поле (а.а.п.) будет под- 
полем поля деления круга Кронекера-Вебера Q (Zf) при некотором f , где 
Zf =  exp(i f ) =  cos f  +  i sin f  e  C *, Q — поле рациональных чисел. 
Ведущим дивизором а.а.п. K  называется наименьшее натуральное число 
F ( K ) =  f  такое, что Q (Zf) является наименьшим полем поля деления 
круга, в котором содержится K . Так как любая а.а.п. является компози­
том абсолютно циклических полей степени pl , где p простое число, то кон­
структивное описание множества всех абсолютно абелевых полей сводится 
к описанию множества всех абсолютно циклических полей степени p l . Э ф ­
фективным инструментом для конкретного конструктивного описания и
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изучения абелевых расширений особую роль играет изучение ведущих мо­
дулей характера Дирихле и суммы Гаусса по характеру Дирихле [3]. Д ля 
осуществления нашей цели напомним некоторые структурные особенности 
группы Галуа U ( f ) поля Q (Zf). Пусть f  = 2k°р \ гp^2 . . .  рк/  каноническое 
разложение натурального числа f .

О п р е д е л е н и е  1. Разложение U ( f )  = (g - i)(g o )(g i) . . .  (gs), gj E U ( f ) ,
\g-i\ = 1, \go\ = 2k°- 2 , при ko > 2, g \ =  ^ ( j ) = p f - \ p j  — 1), 
j  = 1 ,2 , . . . , s ,  группы обратимых элементов U ( f ) кольца вычетов 
Z / ( f ) по модулю f  в прямое произведения циклических подгруп (gj), 
j  = - 1 ,  0 ,1, 2 , . . .  ,s , называется эффективным каноническим представ­
лением группы U ( f ), если для любого делителя d E Z  + числа f  E Z  +, 
U (d) = (g- i)(go)(gi) . . .  (5s), 5i E Z /(d )  также является разложением  
группы U(d) в прямое произведение подгруп.

П р е д л о ж е н и е  1. Д л я  любого положительного целого числа f  E Z  + су­
ществует эффективное каноническое разложение группы U ( f ) в прямое 
произведения подгруп.

Доказательство. Известно [1], что для любого f  = 2ko эффективное пред­
ставление группы U(2ko) имеет вид

U(2ko) = (—1)(5) =  { ( -1 )* -1 (5)*° | ( t - i , to )  E Z / (2) 0  Z / (2k°-2 ) j  ,

где при ko >  2 класс вычетов по модулю m  = 2k° с представителем —1 в 
группе U(2k°) имеет порядок |—1| = 2 ,  а класс с представителем 5 имеет 
порядок |5 | =  2k° 2. Заметим, что через Z /2  0  Z / ( 2 k° 2) обозначена пря­
мая сумма аддитивной группы кольца вычетов Z /2  и Z / ( 2 k°-2 ). Извест­
но такж е [1], если pj — нечетное простое число, то существует aj E Z + 
такое, что U(pkkj ) =  (a j) и \a,j\ = ^ ( p kj ) =  pkkj 1 (pj — 1) для любого 
kj E Z  + . Д ля выбора такого aj E Z  + достаточно взять любой первообраз­
ный корень aj E Z  + по простому модулю p j , удовлетворяющий условию 
j  1 =  1(modp2). Например, эффективные представления: U (3k) =  (2), 
U (5k) =  (2), U (7k) =  (3).
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Пусть f  = 2к°p k p 2  .. ■Pss — каноническое разложение. Согласно ки­
тайской теореме об остатках разрешимы системы сравнений

g - 1 = — 1 (m o d 2к°) ( go = 5 (m o d 2к°) ( gi = ai (m o d p ki)
g_i =  1 (modmO) ’ \  go = 1 (modm'0) ’ \  gi = 1 (m odm i)  ’

где m  = m ipki. Тогда U ( f ) = (g_i)(go)(gi) ■ ■ ■ (<7s), gij Е U ( f ) — эф ф ектив­
ное разложение. Например,

U(23 • 32 • 5 • 73) =  (30871)•(61741)•(96041)•(24697)•(36361).

Заметим, что автоморфизм g - l  g0° g i1 ■ ■ ■ gS  : Q(Zf) ^  Q (Zf), f  =  2k° x 
Pk\ P ^  ■■■Pк  поля Q ( ( f ) определяется формулой g—l  g0° gl1 . . .  gSs ( Q ) =

— 1 t° ti ts
Zf- i  s° S'1 So . Эффективное представление группы обратимых элементов 
U (m) кольца вычетов Z / (m )  по произвольному модулю m  Е Z+  играет 
огромную роль в изучении класса круговых и абсолютно абелевых по­
лей, способствует построить эффективное представление группы характе­
ров X ( f ) группы U ( f ), а такж е позволяет эффективно описать вложение 
группы U (d) в группу U ( f ) для любого делителя d числа f  Е Z + .

Пусть X ( f ) — группы характеров группы U ( f ), X * ( f ) — группа ха­
рактеров Дирихле по модулю f . Изоморфизм группы X ( f ) и X * ( f ) уста­
навливается каждому характеру % Е X  ( f ) естественным образом сопо­
ставлением характера Дирихле %* Е X * ( f ) по модулю f , %* : Z  ^  C ,

%(n), если ( n , f  ) =  1
определяемым формулой для n  Е Z  : %*(n) =  % о (n f ) >  1

Имея в виду этот естественный изоморфизм, группу характеров Дирихле 
по модулю m  будем такж е обозначать X  ( f ). Тогда для любого простого 
числа p  имеем цепочку вложений: X (p) С X (p2) С .. . X (pl) С . . . .  Поня­
тие примитивного характера Дирихле % Е X (pl) по модулю p  имеет очень 
простую формулировку. Х арактер % Е X (pl) называется примитивным ха­
рактером по модулю pl , если % Е X (pl-1 ), в этом случае p  называется 
ведущим модулем характера % Е X (pl) и обозначается как F (%) =  pl . Из 
этого определения непосредственно следует, что число примитивных ха­
рактеров Дирихле с ведущим модулем p  равно p (p l) — р (p1-1), где р  — 
функция Эйлера. Если m  =  2k°p ^  pkk2 . . . pк  — каноническое разложение 
и U ( f ) =  (g _ i)(g o )(g i). . .  (gs), gj Е U ( f ) — эффективное каноническое
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разложение группы U ( f ), то группы характеров Дирихле имеет эф ф ек­
тивное каноническое разложение X ( f ) =  (A_i)(Aq)(Ai) . . .  (Xs) или X ( f ) =

(Xj), Aj(gj ) =  ( ^ p k j ), j  = 1, 2 , . . . ,  s. К аж ды й характер Дирихле % £ X ( m )  
по модулю m  имеет каноническое разложение % =  Х0Х1Х2 •••Xs,  где 
Xi £ X  (pki ), i =  0,1, 2 , . . .  ,s,  %(n) = Хо(п)Х1 (n)%2 (n) . . . Х з ^ ) ,  n  £ Z , при 
этом F (х)  = F ( х о ) Ғ ( х 1) . . .  F ( x s). Если F (х) = m, то х  £ X (m)  — прими­
тивный характер по модулю m. Таким образом, изучение ведущих модулей 
характера Дирихле сводится к изучению ведущих модулей характеров по 
примарному модулю pk . Заметим, что если p — нечетное простое число, 
X £ X (pk) — характер с ведущим модулем F (%) =  1, то F (%) = p 1+ordp\x \. 
Если % £ X (2k), характер с ведущим модулем F (%) = 1, F (%) = 4, то 
F  (%) =  22+ord2lxl.

Непосредственно проверяется, что для a £ U(m)  и характера Дирихле 
% £ X (m)  имеют место соотношения ортогональности, а именно

где em £ X (m)  — единичный характер Дирихле по модулю m .
Произведение характеров Дирихле %1 £ X (m)  по модулю m  и %2 £ 

X ( к )  по модулю к определяется формулой: X1X2(n) =  X1(n)X2(n) и являет­
ся характером Дирихле %1 • Х2 £ X ([m, к]) по модулю [m, к], где [m, к] — на- 
именшее общее кратное чисел m ,к  £ Z  + . Если m  делится на натуральное

число d £ Z+, m . d, то отображение Ind,m ■ X (d) ^  X (m),  определенное 
формулой Ind,m (x) = Х£т, где % £ X (d), em £ X (m)  — единичный харак­
тер Дирихле по модулю m,  является изоморфным вложением группы X( d )  
в группу X (m).  Х арактер Дирихле Ind,m (x) = Х£т £ X (m)  по модулю m

называется индуцированным характером Дирихле % £ X (d). Если m . d,

частности

если % =  £т 
если % = £т ,

Х<̂ лугп)

р ( m ), если a = 1(m odm )
0, если a = 1(m odm )  ’
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d . k, X = Ind,m(x) = X?m E X ( m ) ,  x  E X(d) ,  x  = Ink,d(5) = 5ed E X(d) ,  
5 E X ( k ) ,  то X =  I n k,m (5) = 5em E X ( m ) .  □

П р е д л о ж е н и е  2. Если m делится на натуральное число d E Z + , m  . d, 
то характер X E X ( m )  индуцируется некоторым характером x  E X( d )  
тогда и только тогда, когда W ,c  E U(m)  (b = c(modd) ^  X(b) = X(c)).

Доказательство. Пусть m . d, X =  Ind,m (x) = x e m E X ( m ) .  Тогда из 
b,c E U(m) ,  b = c(modd), следует x e m (b) = x e m (c) значит, x(b) = x(c).  Об­

ратно, пусть m  . d,Vb,c E U(m)  (b = c(modd) ^  X(b) = X(c)).  Тогда можно 
однозначно определить характер Дирихле x  E X (d) по модулю d, следу-

X(b), если a E U(d) ,a  = b(modd),b  E U(m)ющей формулой: x(a) =
0, если a E/ U(d)

Это определение корректно и не зависит от выбора b E U(m)  и X =  x e m .
Если характер X E X (m)  индуцируется характерами по модулям 

m i, m 2, тогда он индуцируется некоторым характером по модулю (m i, m 2). 
Следовательно, наименьший модуль f , при котором X E X (m)  индуциру­
ется примитивным характером x  E X ( f )  по модулю f , является ведущим 
модулем характер X E X  (m),  f  = F  (X). □

П р е д л о ж е н и е  3. Если m  = p 1̂1 p̂k,2 ...p^k3 — каноническое разложение,
x  E X  ( f ) , x  = x i  . . . x s ,  x i  E X  (pki '), то сум ма Гаусса Ti (x ) = E  x (tK f ,

teu (f )
соответствующая характеру Д ирихле  x  E X ( f )  по модулю f ,  опреде-

t
jляется форм улой T(x)  = П  x j (mj ) t 3 (xj~), где T(x j ) =  E  x j (t)z k

3=0 teu(pkj)
j  =  0.1, 2 , . . . ,  s.

Доказательство. Пусть m  = p^p!k2 . . . p ^  = mjp^ j . Тогда mj  E U (p k ), 

U (m) = ^ m i x i + . . .  + m sx s x i E U p 1) , . . . ,  x s E U (pks ̂ . Следователь-
но,

T x ) = E  x (t)Cm = ^  . . .  2  x (m i t i + . . .  + m st s)Cmitl+- +msts,
teu (m) t ieu  (pk1) tseu  (pkss )
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т (Х) = %1( m 1 Һ К %  . . .  Xs(m sts)( %  =  П  %j (mj )Tj (X j ) .*ts
k  ■■■ W ^ s ) Z pks

t ieu  (pk1) 1 ts eu  (plks ) j=1

Заметим, что если Х £ X ( f )  — примитивный характер по модулю f , то 
\т (X) \ = 4 1 .  □

П р е д л о ж е н и е  4. Пусть pl степень нечетного простого числа p. При­
мит ивны й характер Д ирихле  % £ X  ( f ), f  = F  (%), по модулю f  порядка 
\x\ = pl существует тогда и только тогда, когда f  имеет каноническое 
разложение вида f  = p 1p2 .. .p s или f  = plo+1p 1p2 .. . ps, где pi = 1(modpli), 
li £ Z + , l = ш ах{І1, . . .  , l s} или  l = max{lo, І1 , . . . ,  ls }.

Доказательство. Пусть f  = pkopk pk  . . . pк , p , p 1 , . . .  , p s — попарно раз­
личные прюстые числа, % £ X ( f ), f  = F (X), \x\ =  pl, X =  X0X1 •••X s, 
Xi £ X  (pki), F  (%i) = pki, i =  0,1, 2 , . . .  ,s,  po = p. Так как \%\ =  p l , 
то \Xi\ = p li, l = m a x { l o , h , . . .  , l s}. Заметим, что по модулю p  не суще­
ствует характера порядка p, ибо \ X (p)\ =  ^(p)  = p — 1, следовательно, 
ко =  0, или ко =  lo +  1. Если 2 < к^ i = 1 ,2 , . . . , s ,  то не существу­
ет примитивного характера порядка %i £ X (pki), порядка \%i\ = p li. Та­
ким образом, к  = 1, i = 1 ,2 , . . . , s .  Обратно, если f  = p 1p2 •••ps или 
f  = plo+1p 1p2 •• •ps, где pi = 1(modp li), li £ Z+, l = m ax{ l1, . . .  , l s} или 
l = max{lo, і1 , . . . ,  ls }, то существуют примитивные характеры %i £ X (pi), 
F(Xi)  = pi порядков \%i\ = p li. Тогда, % =  X0X1 . . . X s  £ X ( f ), \%\ = p l , и 
F(X) = F(%o)F(%1) . . .F(%s)  = f . □

Аналогично доказывается предложение 5.

П р е д л о ж е н и е  5. Примитивный характер Д ирихле  % £ X ( f ) по модулю  
f  порядка \%\ = 2l существует тогда и только тогда, когда f  имеет  
каноническое разложение вида f  = p 1p 2 .. .p s или f  = 2lo+2p 1p2 .. . ps, где 
pi = 1(m od2li), li £ Z +, l = max^{l1, . . .  , l s } или l = m ax{lo, l1, . . . , l s }.

Обозначим через P( m)  множество всех примитивных характеров по 
модулю m  и через N (m) = \P(m)\  — число всех примитивных харак­
теров по модулю m. Пусть m  = pk pk  . . . p k  — каноническое разложе­

ние, тогда P( m)  = |% 1 . . .  Xs Xi £ P (pki) , i  = 1 , . . . ,  s }, N (m) = \P(m)\ =
s

i=1
П P  (pi ) = П N  ( p k ), N  (m)  — мультипликативная функция. Заметим,

s i
i=1
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что число всех примитивных характеров по модулю 2l+2 порядка \х \ =  2l 
равно N 2i (2l+2) =  2^>(2l+1) =  2(2l+1 — 2l) =  2l+1, если p  — нечетное простое 
число, то число всех примитивных характеров по модулю pl+1 порядка 
\х\ =  Р  равно N pi (pl+1) =  ^>(pl), а число всех примитивных характеров по 
простому модулю pi = l (m o d p li), li £ Z  + порядка pli равно N pi (pi) =  ^>(pl). 
Тогда число Npi ( f ) примитивных характеров порядка \x\ =  pl с ведущим 
модулем f  =  p ip2 .. .p s или f  =  pl°+ ip ip2 .. . ps, где pi = l (m o d p li), li £ Z +, 
l =  m a x { li,. . .  , l s } или l =  max{lo, l i , . . . ,  ls}, имеющее каноническое раз-

li s l
ложение x  =  XoXi . . . X s  £ X ( f ) , \х і\ =  p> , равно N pi ( f )  =  П  )

i=is
или N pi ( f ) =  П  ^ (p li). Число N 21 ( f ) примитивных характеров порядка

i=0
\х \ =  2l с ведущим модулем f  =  p ip2 . . . p s или f  =  2l°+2p ip2 . . . p s , где 
pi = l(m o d 2 li), li £ Z+, l =  m ax{li , . . . ,  ls} или l =  m ax{l0, li , . . . ,  ls}, име­
ющее каноническое разложение X =  XoXi . . .X s £ X  ( f ), \х і \ =  2li, равно

N 2i ( f ) =  П  ^ (2 li) или N 2i ( f ) =  2l°+ i П  ^ (2 li). □
i=i i=i

О п р е д е л е н и е  2. Д ва  примитивных характера Xi ,X2 £ X ( f ) порядка pl 
называются эквивалентными и обозначаются Xi ~  X2, если они порож­
дают одну и ту же подгруппу X ( f ), то есть (x i) =  (X2)• Очевидно, что 
если Xi,X2 £ X (pk) и Xi  ~  X2, то Ө(хі) =  Ө(х 2) порядка степени pk •

Пусть р  — простое число, X pi — множество всех примитивных характе­
ров порядка pl , Xpi /  ~  — фактормножество множества всех примитивных 
характеров порядка рl по эквивалентности ~ , Ppi — множество всех абсо­
лютно циклических полей степени р1.

Т е о р е м а . Отображение ф : X pi/  Ppi, определенное формулой ф(х)  =
Q (Ө(х )), X £ X pi , F (x) =  f  — примитивный характер Д ирихле  по мо­
дулю f  порядка \х \ =  р1, Ө(х) =  Е  Zf £ Q(Zf ) является биектив-

teKerx
ным отображением, причем F (x) =  F  (Я(Ө(х ))), \Q (Ө(х)) : Q\ =  \x\ и

pi- i
Ө(х) =  pi E  T( x i) £ Q(Zf ), где t (x i) =  E  Xi (t)Zf -  суммы Гаусса со- 

i=o teu  (f)
ответствующей характерам x i £ X ( f ) по модулю f .
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Если f  = p ip 2 . . . p s, pi = 1(m odpli), li E Z + , l = max{ l i , . . .  , l s} 
x  =  xox i . . . x s  E X  ( f ), x i  E X  (pi), \xi\ = $  U ( f  ) / k e r  x  = (g) = 
[gi ■ kerx\0  <  i < p 1} , \g\ = pl, то совокупность pl сопряженных чисел 
У  Ш )  \gj E U ( f ) / K e r x }  является нормальным целым базисом поля

s l l—l-
Q Ш ) ,  степени p l, и дискриминант D  равен D  = pP -p  i .

i=i

Если p — нечетное простое число, f  = pl°+ ip ip 2 .. . ps, pi = 1(modp li), 
li E Z+, l = m a x { l o , l i , . . . , l s }. x  = xox i . . . x s  E X ( f ), x i  E X(pi ) ,  \xi\ = 
p- , po = pl°+i, то дискриминант поля Q (Ө(x )) степени pl равен D  =

P
p

i
i—ii (l°+i)pl° -  v-— 1 - i Pl —pl lipiP

i=i

Если f  = 2l°+2p ip2 .. . ps, pi = 1(mod2li), li E Z+, l = m ax{l0, l i , . . . ,  ls }, 
x  = x o x i .. .x s  E X ( f ), x i  E X(pi ) ,  \xi\ = 2li, po = 2l°+2, то дискриминант,

поля Q (Ө(x )) степени pl равен D  = 22 - [(l°+i)2 °— i] p f -21 --ii=i
Доказательство. Пусть p  — нечетное простое число, K  E Ppi — абсолютно
абелево поле степени pl с ведущим дивизором F ( K ) = f  =  p l°+ ip ip 2 .. . ps ,
pi = 1(modpli), li E Z  +. Тогда группа Галуа поля K  E Ppi — циклическая
группа U ( f  ) /k e r  x  = (g) = {gi ■ ker x \0 <  i < pl } порядка \g\ = pl , причем
существует с точностью до эквивалентности единственный примитивный
характер x  E X ( f ), f  = F ( x )  по модулю f , порядка \ x\ = pl такой, что
фf  ( Ke r x )  = Q (Ө(x )) = K , где фf  : S  ( U( f )) ^  S  (Q(Zf )) — соответствие
Галуа, Ө ^ )  = E  Zf .

teKerx

Пусть U( f )  = (go)(gi ) . . . (gs), gj E U ( f ), x  = xox i . . . x s  E X ( f ), 
xi  e  X(pi ) ,  \xi\ = pli , po =  pl°+ i , xi(gi) = Z% , (qi,pli) = 1 , x(g)  =, po =  pl°+ i , xi(gi) = Z% <n- pli

l l Pii l l
xo . . . x s g 1 . . . gas ) = ZqpC  . . . Z qpC  = Z f 1 q°a°+- + p l - s = Zpl, K e r x  =s\y o ••• i/s ) — S ph ' ' pls — Spl

0t° . . . s 0 0 s s
tЗаметим, что суммы Гаусса t (x )  = Е  x i ( t )Zf , соответствующие ха-

t eu (f )
рактерам Дирихле x i E X ( f ) по модулю f  и gj ( Ө^ ) )  связаны между собой

1 pl — i pl — i
соотношениями gj (Ө(x)) = — E  Z— ̂ t (x i), t (x i) = E  Zpgj (ӨЫ)). Дей-

p i=i ‘ j=o ‘
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l  p i -  i
ствительно, - £ 2̂ i jTXi) =

Р j=o

V(p°) - i  V(ps) - i  л pk- i  t t

E  ••• E  з Е C?  ‘°+ '+! j - s- E  e g t =  өj(x ),
ti=o ts=o j=o teKerx

pi -  i pi -  i pi -  i pi -  i

E z j g Ш ) =  E  ( - , E $ —k) jq I T (x k) =  E  T( xk) =  T(xi).
j =1 k=o у i=o J  i=o

k=i(modpl)

Если f  =  p 1p2 . . . p s, pi = 1(modpli), li £ Z +, l =  m ax{l1, . . . ,  ls}, 
X =  Xo Xi . . . Xs £ X  (f ), Xi £ X  (pi), \х і \ =  р і  U ( f  ) /k e r  x  =  (g ) =

^  • k e rx \0 <  i < p l }, \g\ =  pl , то det det (gj +l (Ө(х)))2 =

/  pk- i  \  2 pk- i  2

det ( C- i l  E  Zp(j+l)gj+l (Ө(х )) I =  П  T(x i) (det (pi) ,
j =o i=o

2 ( pk—i \ 2 pk-1 pk—i
det ( gj+l (Ө(х )))  =  ( П  t ( x i) I =  П  Xi (—1) | t ( x i) | 2 =  П  F (x i) =  D.

У i=o J  i=1 i=1

Теперь, по теореме о ведущих дивизорах дискриминанта поля [2] имеем 
p1 — i  k s pi — i s i _  i_i .

D  =  Л  F ( x k) =  П  П F ( x £) =  П  Pp p i . Аналогично доказываются 
k=o i=1 k=1 i=1

другие случаи. □

С л е д с т в и е  1. Если р — нечетное простое число, то для любого lo £ Z + 
существует с точностью до эквивалентности единственный прим ит ив­
ный характер Д ирихле  x  =  °+1 £ X (р1°+ і), X (р1°+ і) =  (Api°+i) с веду­
щ им  модулем р1° +  порядка \x\ =  р1° и существует единственное цик­
лическое поле Q (Ө(х )) степени \Q (Ө(х)) : Q\ =  р1° с ведущим дивизо­

ром р1°+1, дискриминант поля Q (Ө(х )) равен D  =  р ^ + ^  ° p— 1, где
pi ° -1

Ө(Х) =  Е  0 ° + i  =  p^ Е  T(Xi) £ Q((pi°+i) •
teKerx i=o
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С л е д с т в и е  2. Д л я  любого lo £ Z+ с точностью до эквивалентности  
существуют два примитивных характера Д ирихле  А2іо+2 , А_ 1 А2 і о + 2  £ 
X (2 lo+2), X (2 l0 +2) = (А_1)(А2іо+2 ) с ведущим модулем 2 lo+2, X (2 lo+2) = 
(А_1)(А2іо+2 ) порядка \X2i0 + 2 \ = \А_1 А2 іо + 2 \ = 2 І0 и существуют в точно­
сти два циклических поля Q ^ ( X 2i0+2 ), Q ^ ( A _ 1A2i0+2 ) £ S  (Q(Z2i0+2 )) сте­
пени 2l0 с ведущим, дивизором 2lo+ 2 и дискриминантом D  = 2(l o + 1 ) 2  0 _ 1, 
где ө(А21о+2) =  Z2lo + 2 + ( 2l0+2 = 2cos 220+2 , Ө(А_ 1А21о+2) =  Z2l o + 2 — Z2l 0 + 2  =  
2i sin 2l2 + 2 . При lo = 1 дискриминант поля Q ^ ( A _ 1 A2 3 )) = Q(i\^2) ра­
вен D  = —8 . Д л я  м инимальны х многочленов і 2іо (x) и h,2l0 (x) чисел 
Ө(А2іо+2 ) ,Ө(А_1 А2іо+2 ) £ Q(^2l0+2 ) справедливы рекуррентные формулы:
f 2lo (x) = f 2lo _ 1 (х 2 — 2 ), h 2lo (x) = h 2lo _ 1 (x 2 + 2 ), где і2 3 (x) = x 2 — 2 ,
һ2з (x) = x 2 + 2 .

С л е д с т в и е  3. Если простое число p не делит D, то число Npl(D) всех
циклических полей степени pl, имеющих один и тот же заданный дис- 

s l l—l- s

криминант D  = П pp  p  i , равно N pl(D) =  П v (pli ) / 'A p l) .
i= 1  i=1

Отметим, что теорема в случае pl = 2 хорошо известна, а имен­
но, примитивные квадратные характеры имеют ведущие модули вида 
f  = p 1 . . .ps,  f  = 4 p 1 .. .ps, f  = 8 p 1 . . .ps,  pi = 1 (mod 2 ), i = 1 , 2 , . . . , s .  
По ведущим модулям f  = p 1 .. . ps , f  = 4 p 1 .. . ps существуют единствен­
ные примитивные квадратичные характеры % =  Х 1 . . . X s £ X (p1 . . . p s ), 
Xi  £ X  (pi), % = X_ 1%1 . . . X s  £ X  (4 p 1 . . . p s ), где X_ 1  £ X  (4) = (X_1) — един­
ственный примитивный квадратичный характер по модулю 4. Соответ­

ствующие квадратичные поля Q (^\/x(. — 1)p1 .. .p ^J , Q ( V —X( — 1)p1 .. .p ^ J ,

где Ө(%) = 1 / 2  (т (%0) + т (%1)) = 1 / 2  ( ( —1 )s + / x ( —1 )p1 . . . p s ) , Ө (%o%) =

—X( — 1 )p1 .. .p s . По модулю f  = 8 p 1 .. .p s существует в точности
два примитивных характера Xg%, X_1XgX £ X (8 p 1 . . . p s), где X (8 ) = 

(A_1)(Xe). Соответствующие квадратичные поля Q ^y/%( — 1 )2 p 1 .. .p s^j,

Q (  V —x ( —1 )2 p 1 . . . p s ) , где Ө(А8 х)  = V x ( —1 )2 p 1 . . . p s , Ө (A_1Asx) =
y /'—%( — 1 )2 p 1 .. .p s. В теореме доказано, что гауссовы суммы являю тся эф ­
фективным инструментом для описания и изучения не только класса квад­
ратичных полей, но и для описания и изучения класса всех абсолютно абе­
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левых полей. Заметим такж е, что Ө ^ )  в случае f  = pi  — простое число, 
является в точности p i — 1 /pl членным гауссовым периодом поля Q(Zp1). 
Таким образом, теорема является обобщением приема Гаусса, описываю­
щего подполя Q(Zp1).

Л и т е р а т у р а

1 Айерлэнд К., Роузен М. Классическое введение в современную тео­
рию чисел. — М.: Мир, 1987. — 416 с.

2 Hasse H. Berichte uber neuere Untersuchungen und Problem e aus der 
Theorie der algebraischen Zahlkorper Teil I / /  Jahresbericht der DMV. — 1926.
— Bd.35. — P.1-55.

3 Болен А. Конструктивное описание абсолютно циклических полей, 
ведущие девизоры которых — степени простых чисел / /  Известия НАН 
РК . Серия физико-математическая. — 2005., №5. — C.21-26.

LlTERATURA

1 Aierlend K., Rouzen M. Klassicheskoe vvedenie v sovremennuyu teoriyu 
chisel. — M.: Mir, 1987. — 416 s.

2 Hasse H. Berichte uber neuere Untersuchungen und Problem e aus der 
Theorie der algebraischen Zahlkorper Teil I / /  Jahresbericht der DMV. — 1926.
— Bd.35. — P.1-55.

3 Bolen А. Konstruktivnoe opisanie absolyutno tciklicheskih polei, vedu- 
shie devizory kotoryh — stepeni prostyh chisel / /  Izvestiya NAN RK. Seriya 
fiziko-matematicheskaya. — 2005., №5. — S.21-26.

Статья поступила в редакцию 30.01.13

Болен А.А. П РИ М И ТИ ВТІ Д И РИ Х Л Е СИ ПА ТТАРЫ Н Ы Ң КЛА С­
С И Ф И К А Ц И Я М  Ж Ә Н Е ОН Ы Ң ҚО ЛДАН УЛАРЫ .

Кез келген p  жай саны үшін примар pl ретті Дирихле сипаттарының 
жетекшi модульдерi берiледi. pl ретті примитивті Дирихле сипаттары- 
ның классификациясы және оның pl дәрежелі абсолют циклдік өрістердің
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жиының конструктивті сипаттауға қолдануы келтіріледі. Берілген дискри­
минант бойынша р1 дәрежелі абсолют циклдік өрістердің санына есептеу 
жүргізіледі.

Bolen А.А. CLASSIFICATION OF TH E PR IM ITIV E CHARACTERS OF 
DIRICHLET AND TH EIR APPLICATIONS

There is given the description of the Dirichlet leading characters of prim ary 
order р1. There is done the classification of the prim itive Dirichlet characters 
of the order р1 and the applications to the constructive description of set of 
all absolute abelian fields of р1 degree. There is made the calculation of the 
absolute cyclic fields to рl degree with the given discrim inant.
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THE ANALYTICAL SOLUTION OF THE TWO-PHASE 
STEFAN PROBLEM WITH BOUNDARY FLUX CONDITION

In teg ra l e rro r functions (H artree  functions) are used for th e  solving of th e  
b o u n d ary  value problem s for th e  h ea t equation . A naly tica l so lu tions of some 
classical p roblem s in  dom ains w ith  fixed b o undary  are o b ta ined  in  a sim ple 
form , while for th e  problem s in  dom ains w ith  m oving b o u n d ary  approx im ate  
solu tions are found, and  th e  e rro r of app rox im ation  is es tim a ted  w ith  th e  help 
of m axim um  principle. T h e  m ost im p o rta n t resu lt of th is  p ap e r is th e  analy tica l 
so lu tion  of th e  tw o-phase S tefan  prob lem  w ith  b o u n d ary  flux cond ition  in  th e  
form  of series of H artree  functions. T he  recu rren t expressions for th e  coefficients 
of these series are p resen ted  and  th e  convergence of th e  series is proved.
K eywords: integral error functions, Stefan problem, analytical solution.

1. In t r o d u c t io n . P r o pe r ties  o f  H a r tr ee  fu n c t io n s .

Problems for the heat equation in domains w ith moving boundaries 
including Stefan problem, are very im portant for many applications, such as 
melting and welding, freezing and cooling processes, displacement of oil by 
water and other phenomena. The general m ethod for the solution of these 
problems is based on the reduction of a boundary value problem to the 
integral equations. This m ethod enables to  prove theorems of existence and 
uniqueness of the solution, however it is not effective for the calculation of the
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real tem perature fields. Therefore the elaboration of analytical and numerical 
m ethods of solution is very actual. This paper is an a ttem pt to  find the 
analytical solution of the Stefan problem using special functions, namely the 
integral error functions.

The integral error functions determ ined by recurrent formulas

■П— 1inerfc x  =  / in erfc vdv, n  = 1, 2,.

2 f
i0erfc x  = erfc x  = —^= e x p ( -v 2)dv, (1.1)

wn Jx

were introduced by Hartree [1] in 1935. 
One can obtain from (1.1)

2 1 f  ̂
inerfc x  = — (v — x )n e x p ( -v 2)dv.

V n n \  Jx
(1.2)

They satisfy the differential equation

d2 n d n n 
г inerfc x  +  2x—  inerfc x  — 2n inerfc x  =  0 (1.3)d x 2 dx

and recurrent formulas

2n  inerfc x  =  in - 2erfc x  — 2x  in - 1erfc x.  (1.4)

Integral error functions (sometimes they are called also H artree functions)
are very useful for investigation of heat transfer, diffusion and other phenome­
na, which can be described by the equation

du  2 d 2u  .
d t  =  ° 2 W  (L6)

in a region D(t  > 0, 0 < x  < a( t) )  w ith free boundary x  =  a ( t) , since the 
functions

un ( ± x , t )  =  tn  inerfc
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satisfy the equation (1.5) as well as their linear combination or even series

Ж
u(x,  t) =  ^  {AnUn(x, t) +  B nU n( -x ,  t))

n=0

for any constantsA n , B n . We can choose these constants to satisfy the boundary 
conditions at x  =  0 and x  =  a ( t) , if given boundary functions can be expanded 
into Taylor series with powers t  or y/t [2], [3].

H artree functions were generalized later for non-integer and for negative 
index n  w ith applications to certain problems [4].

Let us derive new properties of H artree functions, which are not considered 
in above-mentioned papers.

1. If n  is an integer, then

1 1 2 dn / 2\
ine rfc ( - x )  +  ( - l )n *nerfcx =  тп-ГЩЦПH n (ix) =  ^П-ГЩe—* dbn ( e* )

w ith i =  \ f —1 and Hermite polynomials H n (x) in the right hand side. Indeed, 
using formula (1.2) one can write

2 1 г ж
inerfc (—x) +  (—1)n inerfc x  =  —= — (v +  x )n e x p ( - v 2)dv+

yJ'K n - J —x
(  i)n 2 рж 2 рж

+----- , (v — x )n e x p ( -v 2)dv =  (v +  x )n e x p ( -v 2)dv =
n\y/n Jx n\y/n J —ж

=  2"—гПЛП H «(i x >-

Using formula for Hermite polynomials one can derive

[ n ]
I 21 xn—2m

inerfc (—x) +  (—1)n inerfc x  =  -2— 1— 7-,---------- г г . (1 .6)v ' v ' ^  22m—1m \(n _  2m )\ v '22m—1m\(n  — 2m)\m=0

If n  =  2k, then

k r 2(k—m)
i2kerfcx  +  i2ke rfc (—x) =  — 1— — :-------- -t, (1.6r )

v 1 22m—1m\(2k — 2m)\ v 1
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i.e.
erfc x  +  erfc (—x ) =  2 ,

i2erfc x  +  i2erfc ( - x )  =  1  +  x 2,

i4erfc x +  i4erfc ( - x )  =  —  +  1  x 2 +  —  x 4,
v 7 16 4 12 ’

i2k erfc x  +  i2k erfc x  =

1 x 2 x4 x ‘2k_1_ t v  t v  t v

+  „ О / -  Q / ,  77\ +  „ О / -  К / ,  ^  77 +  • • • +22k- ik !  22k_3(k — 1)! • 2! 22k-5(k — 2)! • 4! 2- 1(2k)!

If n  =  2k +  1, then

k x 2(k-m) + 1
i2k+1erfc (—x) — i ^ + W c x =  £  2 2m - i m m  — 2m +  1), >

i.e.
i erfc(—x) — i erfc x  =  2x, 

i3erfc (—x) — i3erfc x  =  1  x  +  3 x 3,
2 3

i5erfc (—x) — i5erfc x =  231 2 ! x  +  2 “ 3 Tx3 +  57x 5,2 • 2! 2 • 3! 5!

3x x
i2k+ 1e rfc (—x) — i2k+ 1erfc x =  _ _ _ _ _  +  22k-3(k — 1) ! • 3! +

x5 x 2k+1
+  ̂ ^ —  ^Ti—77 +  • • • +22k-3(k — 2)! • 5! 2- 1 (2k +  1)! '

2. The proof of the formula

1 2 dn /  2 \
inerfc (—x) — (—1)n inerfc x =  7— ^ .  -  dbn V  erf V  ’

where
2 f x

erf x  =  1 — erfc x  =  exp(—v2)dv,
V n Jo

(1 6̂2)

(L7)
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can be obtained by m athem atical induction m ethod with the help of the 
recurrent formula (1.3).

3. Differentiating the right hand side of formula (1.7) we obtain

2 о
inerfc (—x ) — ( - 1 ) ” inerfcx  = Pn (x )e rfx  — Qn ( x ) exp (—x  ), (1.8)

\ГК

where polynomials Pn (x) and Qn (x) are defined by formulas

P  (x ) =  V  ______x 'n m  Q  (x ) =  V  ( — 1)” H ”- k - l ( x ) p  (x )
Pn(x)  22m -im !(n — 2m )!’ Qn(x)  ^  2”- k (n — k)! P ( x ) .m=0 k=0

4. From (1.7), (1.8) we can derive the explicit expressions for Hartree 
functions of an integer index n

( - 1 ) n inerfc x =  ^— !—
2

Pn(x)erfc x  +  Qn(x)  exp(—x 2)
n

(1.9)

inerfc (—x) =  2
2

Pn(x)erfc(—x) — Qn(x)  exp(—x 2)
n

(1.10)

5. By L’Hopital rule and representation (1.1) it is not difficult to  show th a t

lim in erfc (~ x) =  A  . (1 .11)
x^<x, x n n!

2 . A p p l ic a t io n s
2.1 H eat e q u a t io n . H a lf- in f in it e  d o m a in . 

Consider the problem

du 2 d u
=  a , 0 < x  < ю ,  t > 0 , (2 .1)

dt d x 2

u(x,  0) =  ^>(x), (2 .2)

u (0 ,t)  =  f  (t), (2.3)

u ( w ,t )  =  0, (2.4)

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014■ Том 14■ № 1 (51)



60 S.N. K harin

p(0) =  f  (0), =  0, (2.5)

where <^(x) and f  (t) are analytical functions. I t ’s solution can be represented 
in the form

CO /
u (x , t )  =  ŝ 2 / (2a'Jt)n { A n inerfc ^ +  B n inerfc ^ --------------) . (2.6)

n=0 a t a t

This function satisfies the heat equation (2.1), as it was mentioned above 
for any constants A n and B n . To satisfy the initial and boundary conditions 
(2.2) and (2.3) we expand the functions <^(x) and f  (t) in M aclaurin series:

№  =  £  ^  (2.7>
n=0

O  f (n)(0)
f  (t) =  £  Л  (2.8)

n=0

One can derive from the formula (1.11)

lino(2aV t)n inerfc (—  =  Піx n , (2 .9)

while

lino(2a V t)n inerfc =  0 . (2 .10)

Then initial condition (2.2) gives

O  2 n O  ^ (n)(0) nV  - j  B n x n =  >  ^ - 1  x n ,
n ! n !n=0 n=0

thus
Bn  =  2  ̂ (n)(0), n  =  0 ,1 ,2 , . . . .  (2.11)

Using the boundary condition (2.3) we get

OO

u(0, t) =  ^  2 ■ (An +  Bn) ■ inerfc 0 ■ ( 2 a ^ t ) n =  і- " 0  tn . (2.12)
n=0 n=0
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Taking into account th a t

1 n —I— 1 1
inerfc 0 =  ~ ^ =  Г( ), i2merfc 0 =

n ! ^ n  2 й 22mm! ’

■2m+1erfc0 =  ( 2 m m b n  (2Л3)
and comparing coefficients in (2 .12) we obtain

i2m+1 +  B2m+1 =  0, ^  +  B2m =  22m-1 f  (m)(0), (2Л4)

so

^2m+1 =  — 1  ̂ (2m+1)(0),

Л2т =  22m-1f  (m)(0) ^ (2m)(0), m  =  0,1, 2, • • • • (2.15)
1 
2 '

The expressions (2.6), (2.11), (2.15) give the solution of the problem (2.1)
-  (2.5).

It has to be noted th a t the radius of convergence of the series (2.6) is equal 
to  the minimum of the radius of convergence of the series (2.7) and (2.8).

2.2 H eat  co n ta ct  pr o b lem

Heat transfer between two half-infinite domains, which have ideal contact, 
is described by the equations

d m  2 d 2U1 du2 2 d2U2 _
~m =  - w  < x < 0  I t  =  a> - w  0 < x < (2Л6)

with the initial conditions

U1 (x, 0) =  ^ ( x ) ,  (2^17)

U2(x, 0) =  ^ 2(x ), (2^18)

conditions of conjugations of tem perature and heat flux

u 1(0,t)  =  u 2(0 ,t), (2^19)

Д1 ш м  =  Д2 ш м )  (220)
dx  dx
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and conditions a t infinity

u r(—^ , t )  =  u 2( ^ , t )  = 0. (2.21)

Suggesting th a t initial functions can be expanded in M aclaurin series 

ж (n) /л\ ж (n) ,
„1 (x) =  £  ^ r _ № x n ^  =  £  « Щ У xn (2 .22 )

n=0 n=0

we represent the solution in the form

ж f  \

Ul{x ' t] =  § (20 iv /*r  ( ^ i" erf< 2 0 r — ) +  B" <nerf^  — 2 ^ 0 ) '
(2.23)

ж f  \

U2(xJ)  =  C" f" erf^ i o b )  +  D " f" erf^  — i O ^ ) )  ■
(2.24)

Coefficients An and Dn can be found similarly like in the previous case (see 
formula (2.11)) from the initial conditions (2.17), (2.18) with the help of the 
expansions (2 .22)

An =  2 „1n)(0), Dn  =  2  „2n)(0), (2.25)

while the conditions (2.19), (2.20) supply the rest part of the equations

a" (An +  B n ) =  a " (Cn +  Dn), (2.26)

Aia" 1(An — B n ) =  A2°"  1(Cn — Dn), (2.27)

th a t give values for B n and Cn

( \  " —I \ /  \  "
A "  +  Dn , B "  =  ( 0 ” ) (C"  +  D " ) — A ". (2.28)
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2.3 A dom ain  w it h  moving  boundary  

Let the heat equation
du  2 d 2u .____.
dt  =  a d x 2 (2 2̂9)

be given on the interval with the moving boundary D  : {0 < x  < t, t  > 0}, 
whith the boundary conditions

u(0, t) =  et , (2^30)

u (t, t ) =  1 (2.31)

and fitting condition
u (0 , 0) =  1. (2.32)

The exact solution of this test problem is

u(x , t )  =  et -x  • (2^33)

Let us find the approxim ate solution of this problem ua(x, t )  using Hartree 
functions:

n , ч
Ua(x, t) =  t k/2 у Ak ikerfc — Bk ikerfc (  — J  • (2^4)

This function satisfies the heat equation (2.29). Satisfying the boundary 
conditions (2.30) and (2.31) we get

et = Y ^  t k/2 (Ak +  B k ) ikerfc0 ,
k=1

1 =  t k/2 ^ Ak ikerfc +  Bk ikerfc ^ ^ • (2^35)

After substitution
A k +  B k =  Ck (2 3̂6)

we obtain the system  of the equations
n

J 2 ° k ik erfc 0 • t k/2 =  et , (2^7)
k=o
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£  B ^  ikerfc — ikerfc ( ^ ) )  ■ t k/2 =  1 — £  Ck ikerfc ■ t k/2.

(2 .38)
If we take n  =  5 and satisfy the equations (2.37) and (2.38) at the points 

t  =  ti =  l0 , i =  0,1, 2, 3, 4, 5, we find the values for Bk  and Ck :

Co =  1, Ci =  0.276, C 2 =  —0.232, C 3 =  28.952, C4 =  —87.416, 
C5 =  173.348, Bo =  0.401, B i =  —0.279, B 2 =  —1.333, 
B 3 =  6.033, B 4 =  —11.389, B 5 =  8.884.

5
Fig.1 depicts the graphs of approxim ate solution v (t) =  ^  Ck ikerfc0 ■ t k/2

k=0
and exact solution at the boundary x  =  1, which are almost identical.

Figure 1

The greatest error of approxim ation is in the neighborhood of zero. The 
graphs for this neighborhood are presented in Fig.2. One can see th a t the error 
of approxim ation is less th an  1%. Similar situation can be observed at the 
second boundary x  =  t. The graphs of the functions g(t) =  1 and W (t) =
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Figure 3
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\ Ш г

1.001Т

gi;t;: д о н

1.000;

1

0.02 и.04 0.06 0.08 0.1

t

Figure 4

Again the greatest error of approxim ation is less than  0.15 %.
Thus if we replace the original functions et and 1 by approxim ate functions, 

then according to the maximum principle for the heat equation the error of 
approxim ation of the solution in the whole dom ain is not greater than  the error 
on the boundaries.

Now the main problem for the heat equation given in a moving domain 
D  :0  < t < 1, 0 < x  < a( t)  is to investigate a possibility of approxim ation of 
any function f  (t) by the linear combination of the functions

1, erfc ( Щ )  , t ^ i e r f c  ( ±  Щ )  , t ■ i ’ erfc ( ±  Щ
\ 2 a V t J  V 2a^Tt) \  2aVt  J

tn/2 inerfc ( ±
V 2 a V t ;

and evaluate the error of approximation.
It seems th a t such approxim ation is correct. For example, approxim ation

5
of f  (t) =  sin t  by the function q(t) =  Ck ikerfc0 • t k/2, C0 = 0, C 1 =

k=o
5.995 • 10- 3 , C2 =  3.994, C3 =  —0.89, C4 =  9.168, C 5 =  —38.615 is presented 
in Fig.5 and Fig.6 .

One can see almost full identity.

0 Ш І -
0
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0.342 

0.673 

q (t) 0 505 

s N O  0337  

0.168 

0

/
<мо

! І  О.ь \Ъ

Figure 5

Figure 6
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3. T w o -ph a se  Stefan  pr o b lem  w it h  boundary  flu x  c o n d itio n

3.1 M athem atical  m odel

du i 2d 2u i du2 2d 2u2
- 0 < x < a ( t ) ,  — — =  a2-

dt  ai d x 2 dt d x 2 ’

with the boundary and initial conditions:

—Ai =  f  (t),

a(t)  < x  < ю ,  (3.1)

(3.2)

u 2 (x, 0) =  p(x) ,  (3.3)

the conditions of conjugations of tem perature and heat flux on a free boundary

u i (a ( t ) , t )  =  u 2 (a( t ) , t )  =  Um , (3.4)

d u i (a( t ) , t )  d u 2(a(t ) , t )  da
—Ai ------ я  =  —A2 я-----------+ p L ^udx  d x  dt

(3.5)

and zero conditions at infinity

a (0) =  0

u 2(to , t) =  0 . (3.6)

3.2 M e th o d  o f  so lu tio n

Suggesting th a t the initial and boundary functions can be expanded in 
M aclaurin series

O  f (n) (0) 
f  (t) =  £  tn

n=0 n !

we represent the solution in the form

Ф )  =  £  (3.7)
n=0 n !

u i (x , t )  =

^ C n ( 2a ^ \/ t)2
n=0

2n+i / -2n+ii2n+i erfc -
x

2ai \ f i

М а т е м а т и ч е с к и й  ж у р н а л  2014■ Том 14■ № 1 (51)



T h e analy tica l so lution  of th e  tw o-phase S tefan problem 69

U2 (x , t )
X

=  Um +  £ . "erf<: ( -  +  ( - 1) " +

Coefficients Cn and Dn can be found similarly like in the previous case (see

Thus, the conditions (3.2), (3.3) are satisfied.
Now we should find A n and B n to  satisfy the remaining conditions on the 

free boundary a(t) ,  which we try  to  represent in the form [1]

If we substitu te (3.11) into (3.4), (3.5) and compare powers we can find th a t 
ao should be negative which is impossible from physical point of view, because 
a free boundary cannot move in negative direction at t > 0. It occurs only for 
arb itrary  boundary and initial conditions. If the condition of concordance for 
initial and boundary functions is fulfilled

OO

(3 .9)

formulas (2.9) -  (2.11)) from the boundary and initial conditions (3.2), (3.3) 
using expansions (3.7):

Cn =  -  f  (n)(0), Dn  =  1  ̂ " ) ( 0), p(0) =  Um . (3.10)

(3 .11)
n=0

X
(3.12)

n=0
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where т =  y/t.
Now we rewrite the conditions (3.4), (3.5) in the term s of т and compare 

the equal powers in the left and the right hand sides of equations using 
differentiation and putting  then т =  0. We get

u i(a (T ), т) |r =0 =  u2(a(T),т) |r =0 =  Um,

дmu 2( a ( т ) , т)

r=0
=  0 , m  =  0 , 1 , 2 , (3 .13)

r=0

A1 =  —A2
д mu 2x (а(т ),т)

r=0 r=0
m

ai pL [ 2  +  у m! a m , m  =  0 , 1, 2 ,

In particular a t m  =  0

Ao =  Um, Bo =  0 , a i  =  —a i f (0)
Ai

(3 .14)

3.3 Faa  di B runo  fo rm ula

The main problem is to find the remaining unknown coefficients. We have 

c)m [(2т )2n ( i2nerfc (—{ (т)) +  i2nerfc ({(т))] 22

r=0 l=0

2n m
l

-m+l c)m [ i2nerfc (—{(т)) +  i2nerfc ({(т))] 
(2n  — m  +  l)!.' дтm

x (2n)! т 2n

r=0

= 2 2n m !! д1П 2n [ i2nerfc (—{(т)) +  i2nerfc ({(т)]
(m — 2n)!

{ (т) =  2 ^ 2  ap+ lтp+ 1, и  =  a i / a 2, m  =  0 , 1 , 2 , . . . .

(3 .15)
r=0

p=0
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For this purpose we use the Faa di Bruno formula (Arbogast formula) for 
a derivative of a composite function. If g =  g(x)  and x  =  f  (t), then

E

dm
d m  g[f  (t)] =

m! ?g(k) [ f ( t ) M 7 ' (^  V  f , '<t )
№ !  •••bm v 1! 2 !

' f  (m)(t)
m !

• (3.16)

Here ^  means the sum for every value of bi =  0,1, 2, • • •, such th a t

b1 +  b2 +  • • • +  bm =  k, b1 +  2b2 +  • • • +  mbm =  m •

If

then

f  (t) — ao +  a1t  +  a 2t 2 +  • • • +  a ntn +

E  g (k) (ao ) m d
dm
d m  g( f  » > t=o

m ! o 1  • • • d m
b1!b2! ••• bm!

Example. Let

g(x) =  inerfc x, x =  a ( r ) =  a 0 +  a 1r  +  a 2r 2 +  a 3r 3 +  • • • +  a nTn +

inerfc ( a ( r )) m !
t=0

! . J 2 ( —1)k in -k erfc (ao) b i
bl b2a 1 a a

b1! b2! bm!

3.4 Ser ies  on t h e  f r e e  boundary  

Using Faa di Bruno formula we get

dm [i2nerfc (—{ ( r )) +  i2nerfc ({ (r ))]

[m/2] ,.2p
у  - ______У
4 o 22n ( n —p ) ! ^ в ш ••• mp—0 Pi

t—0

m !
d l 1 a Ч2 . . .  a m

bm

dm
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under the conditions

^ в һ  =  2p, квк =  m.
к=1 к=1

Substituting this formula into (3.15) we obtain

dm [(2r ) 2n [ i2nerfc ( - C ( r )) +  i2nerfc (£(r)]]
=  m \Am n̂(ш),

t=0

where

[m/2-n} 2p

A№ >  =  £  ( n - p .  E
p=0 v f

m!
(n -  p)! 4-^ A ^ !  • • • в т !

(3.17)

under the conditions

^  вк  =  2p, ^ к в к  =  m -  2n.
к=1

Similarly we can find

к=1

дm [(2т )2n [ i2n+i erfc ( - £ ( т )) +  i2n+i erfc (£(т))]]
=  m!Amn+i(u),

t=0

where
[m/2-n-i} +

A ^ t i M  =  £ £
m !

  -T /  — j— j---------- - a j 1 a22 • • • a m  (3.18)
p=0 (n -  Р)! “  7 i 7 2  ••• 7m! 1 2  m

under the conditions
m m

У^^вк =  2p +  1, k/3k =  m  -  2n -  1,

and also

k=i k=i

dm [(2т )2n i"erfc (І(т))]
=  m ! в m ( u ),

t=0
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where
2n дm -n  [ inerfc ({(т))]

B2"(u ) = (m — n)! дт

m n
r=0

V  ___(-Ш)Р___ V   ml__ а в1 а в2 а вт if m <  2n
^  r((n-r)/2-i)  ̂  ві'-в2І -вт'- a i a 2 . . . am  if m -  2n ,r=0 ві

= , m—l  (-ш)Р___ m!______a ei a e2 a mm +
=  < 2^ r((n -r )/2- i)  ві в ! ...вт! a i a 2 . . . am  +

r=0 ві
i ш.-2"  (-i)p (-w)n+p+1(2p) ^  m! в1 в2 @m -t ^  о

+  ,/П ^  22Pp! S  ві!в2!...вт! a i a 2 . . . (Xm if m > 2n .
P=0 ві

(3.19)
Therefore the equations (3.4)—(3.5) can be w ritten in the form

[m/2] m [m/2]
— a i f (" )(0)A 2" + 1(1) +  I ]  AnA 2 ( 1 ) +  £  A2n+i B 2ra+i (1) =  0

n=0 n=2 n=0m m
E  an/2^ (n)(0)Am(и) +  £  B nB m (u )  =  0 , Ai =  B i =  0 ,

n=i n=i
[m/2] m [m/2]

— £  a i f  +  £  A nAm-  i (1) — £  A2"+1B 2" (1) —nAn—i V
n=0 n=2 n=i

m /0 m r 2
£  a ^ y ^ m m —— i(u )  — £  BnBm—i(u ) =  ^  (f  +  1)am +i

n=2 n=2 і
^Л2
Ai А1 V 2

(3.20)
and the coefficientsA n , B n , a n can be found from the recurrent system of 
algebraic equations (3.20).

3.5 C o n v er g en c e  o f  series

If we substitu te the values

A2m(u) =  22m i2merfc 0 =  1/m !, A2m+i(u) =  0 ,

B 2 ( u ) =  1/ r ( m / 2 +  1), Am +i(u) =  B 2 + i(u )  =  0 

into (3.20) we obtain

m— i 2m—i m—i
A2m =  m! £  a i f (n)(0)A 2m -i(1) +  ^  AnAnm(1) +  £  A2n - lB 22" - l ( 1),

n=0 n=2 n=i
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m -  1 2 m
( n) (A2m+1 — Г ( т  +  1/2) £  a f  (n)(0)A:2m̂ ,l1( 1> +  £  AnA nm+ 1(1)+

2
m -  1

+  £  A2„+ 1B 22m++ !(1),

n
n—0 n—2

m-1

n—1

m -  1 m -  1
o(n)(0) Am (- ) +  в m (Bm  =  —Г ( т  +  1/ 2) E  a 2 <̂ (n) (0) A ^ M  +  ^  В пВ ^ ( - ) .n n

n—0 n—2
These recurrent formulas perm it us to  calculate all coefficients An , B n for 

any n. The coefficients a n can be found from the th ird  equation in (3.20). 
Let a ( t0) =  d 0 for any tim e t  =  t0 . Then the series

E  л ,  (2а^ “ [ i " erfc ( - т а ^ )  +  ( т а ^ ) _ .

V (  )

^  ( т а ^ )
should be converged because u 1 =  u 2 =  Um on the interface. Therefore there 
exist some constants C 1, C2, independent of n , such th a t

\An\ < C 1/  (2 a 1 ^ ^ ) n [ inerfc (—{0) +  inerfc {0],

\Bn\ < C 2 /  (2 a 1 V h ) n inerfc ({0) ,  {0 =  2 d ° •
2а 1 у 10

The function inerfc (—{) +  inerfc {  is a monotonically increasing positive 
function, while inerfc {  monotonically decreases, therefore

inerfc (—{) +  inerfc { < inerfc (—{0) +  inerfc {0, 0 < { < {0,

inerfc{ < inerfc{0, {0 < { < ж.

Thus,
I An (2 а 1 лД0 )n [ ine rfc (—{) +  inerfc {]\ <

< C  V  ( t )  n/2 ine rfc (—{ ) +  inerfc { < C ~  (  t_)  n/2
1 і —Л t^  in erfc(—{0) + inerfc {0 1 һ .
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f r~\"  ^  (  t \  " /2
B "  \ 2 a2 V t )  i"e rfc£ < C 2 ^  ( — j

n=0 0

These series are geometric ones and the series for ui  (x , t )  converge for all 
x  < a 0 , while the series for U2 (x , t )  converge for all x  > a 0 and t  < t0 .

The series for a(t)  can be estim ated similarly. From the th ird  equation of 
(3.20) we can find th a t

_\ " — i n - 1
^  A n (2a i V t )  [i " e r f c ( - £) -  i"e rfc£ ] , ^ ^ B n (2a2V t )  i"e rfc£
n=0 n=0

converge in their domains. This means th a t д т , ^Ux are bounded, thus, the 
series for a(t)  converge for all t  < t0.
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Харин С.Н. Ш ЕКА РАСЫ Н ДА Ж Ы Л У Л Ы Қ  АГЫ НЫ  БА Р ЕКІФА- 
ЗА Л Ы Қ  СТЕФАН ЕС ЕБІН ІҢ  А Н А Л И ТИ К А Л Ы Қ  Ш ЕШ ІМ І

Ж ылуөткізгіштік теңдеуінің шеттік есептерiн шешу үшін қателіктер- 
дің интегралдық ф ункциялары (Хартри ф ункциялары ) пайдаланылды. 
Бекітілген ш екаралары бар облыстардағы кейбір классикалық есептер- 
дің аналитикалық шешімдері қарапайым түрде алынды, ал ж ы лж ы малы  
шекаралары бар облыстардағы есептер үшін максимум қағидасының кө- 
мегімен ж уы қтау қателігінің бағалауы бар ж уы қтау шешімдері табылған. 
Бүл жүмыстың ең маңызды нәтижесі берілген ж ы лулы қ ағыны бар екіфа- 
залы қ Стефан есебінің Хартри ф ункциялары бойынша қатарлар түрінде 
табылған аналитикалық шешімі болып саналады. Осы қатарлардың жи- 
нақтылығы дәлелденіп, коэффициенттерін есептеуге арналған рекуррент- 
тік формулалар алынды.

Харин С.Н. А Н А Л И ТИ ЧЕС КО Е РЕШ ЕН И Е ДВУХФАЗНОЙ ЗА Д А ­
ЧИ СТЕФАНА С ТЕП ЛО ВЫ М  ПОТОКОМ  НА ГРАНИЦЕ

Интегральные функции ошибок (функции Хартри) использованы для 
решения краевых задач для уравнения теплопроводности. Аналитические 
решения некоторых классических задач в областях с фиксированными 
границами получены в простой форме, а для задач в областях с движущ и­
мися границами найдены приближенные решения с оценкой погрешности 
приближения с помощью принципа максимума. Наиболее важным резуль­
татом этой работы является аналитическое решение двухфазной задачи 
Стефана с заданным тепловым потоком, которое найдено в виде рядов 
по функциям Хартри. Получены рекуррентные формулы для вычисления 
коэффициентов этих рядов, сходимость которых доказана.
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div(a(r)grad(u)) =  f . Мы будем использовать это уравнение в качестве ма­
тематической модели стационарного распределения температуры. В тех­
нологических процессах актуальной является задача определения темпе­
ратуры на одной из границ цилиндрического слоя, если исследователю 
доступна для наблюдений другая граница. М атематическая модель в слу­
чае постоянного коэффициента сводится к задаче Коши для уравнения 
Лапласа, которая является классическим примером некорректной зада­
чи (пример Адамара). В прямоугольной области решение задачи может 
быть получено аналитически в виде ряда [1], но это решения является 
экспоненциально неустойчивым по отношению к возмущению начальных 
данных, поэтому это решение непригодно для численной реализации. Так 
как наша задача является некорректной, мы будем применять методы ква­
зирешения [2, 3] и регуляризации [4], применяемые за последние десяти­
летия для решения обратных и некорректных задач. Стандартным прие­
мом в численном решении обратных задач является метод минимизации 
функционала невязки каким-либо градиентным методом, как это сделано, 
например, в работе [5]. Однако, аналитические методы имеют преимуще­
ство перед численными по точности и позволяют провести детальный ана­
лиз результатов в зависимости от параметров задачи. В работе [6] впер­
вые получены аналитические формулы для регуляризованного решения 
начально-краевой задачи для уравнения Л апласа в прямоугольнике. Ме­
тод основан на решении системы необходимых условий минимума функци­
онала невязки. Решение этой системы построено аналитически и проведен 
детальный анализ результатов в зависимости от параметров регуляриза­
ции и данных задачи. В настоящей работе мы реализуем этот подход для 
решения обратной задачи для двумерной установившейся теплопроводно­
сти в цилиндрически-слоистой среде. Не ограничивая общности, мы будем 
рассматривать однородные краевые условия, так как для линейных задач 
неоднородные условия могут быть сведены к однородным стандартным 
методом.

1. П о с т а н о в к а  за д а ч и

Д ля определенности, будем считать, что известна температура и поток 
тепла на внешней границе и требуется восстановить значение температуры 
на внутренней границе цилиндра. Заметим, что все наши дальнейшие рас-
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суждения справедливы также, если данные заданы на внутренней границе 
и требуется найти решение на внешней границе.

Пусть R i, R 2 — внутренний и внешний радиусы цилиндра высотой 
H , материал цилиндра неоднороден и коэффициент теплопроводности — 
кусочно-постоянный и зависит только от радиуса r. Требуется найти неиз­
вестную температуру на внутренней границе цилиндра r = R i, если воз­
можно измерить поток тепла и температуру на внешней границе.

Дадим математическую формулировку задачи. Стационарное распре­
деление температуры в цилиндрическом слое в случае цилиндрической 
симметрии описывается эллиптическим уравнением вида

Здесь a(r) — коэффициент температуропроводности среды предпола­
гается известным. Мы рассмотрим случай, когда функция a(r) кусочно­
постоянная с одним разрывом при r = R;3- В технологических процессах 
такое описание моделирует 2-х слойную тепловую изоляцию цилиндра. 
Будем рассматривать цилиндрически-симметричный случай.

Тогда с учетом представления коэффициента теплопроводности a (r ) в 
виде

уравнение (1) сводится к уравнению Л апласа внутри каждого слоя

на стыке слоев требуется выполнение условия непрерывности тепловых 
потоков

(r, z) e  Q, (1)

где
Q = {(r ,z )  | r  e  (R i, R 2), z e  (0 , H )}.

a

(r,z)  e  Q, r = R 3 , (2)

du du
a2T~ (3)u l  n =  u l  _ D  ,  n , ai —\r-R3- 0 l r - R3+0 dr  r=R3-0 dr  r=R3+0

при начальных и краевых условиях

u (r, 0) =  0 , u (r, H ) =  0 , (4)
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ди
u ( R 2 , z ) =  s(z), — (R 2 , z ) =  p(z).  (5)

При этом функция на границе r = R \

u ( R \ , z )  = q(z) (6)

подлежит определению.
Итак, сформулируем постановку обратной задачи.
Требуется найти граничные значения q(z) = u ( R i , z )  функции u(r ,z ) ,  

удовлетворяющей уравнению (2), краевым условиям  (3), (4) и данным Ко­
ши  (5).

2. Р а с ч е т н ы е  ф о рм у л ы

Будем решать задачу методом квазирешения [2], а именно, минимизи­
руем функционал невязки вида

H н
1 Л  _  , , „ 2  , . 1

Һ ... , ^ v , (z)
0 0

J(q) = 1  I (ur (R 2 , z; q) — p(z) )2dz  +  1  в  f  q2 (z)dz  —  min . (7
2  J 2  J q(z)

Следуя работе [6], можно показать, что необходимые условия минимума 
функционала (7) выражаю тся в виде следующей системы уравнений:

Д и  =  0, A v  = 0, (r, z) Е Q, r = R 3,

du du dv dv
a iT -dr = a2 T - r=R3—0 dr , ai —r=R3+0 dr = a2 —r=R3- 0 dr r=R3+0

u(r, 0) =  0, u ( r , H ) =  0, v(r, 0) =  0, v ( r , H ) =  0, (8)

v ( R i ,z)  = 0, a ( R 2 ) v ( R 2, z) — ur (R 2, z) = —p(z),

u ( R 2 , z )  = s(z) , P u ( R \ , z )  = a (R \ )v r (R \ , z ) .

Можно показать, что функционал (7) является сильно выпуклым [5], 
[7]. Тогда необходимые условия минимума являю тся такж е и достаточ­
ными, поэтому решение системы (8) дает одновременно решение задачи 
минимизации функционала.
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Построим решение задачи (8). Будем искать решение задачи (8) в виде 
рядов:

ГО 1 ГО т
u ( r , z ) = Y ^  Ul (r) sin v ( r , z ) = Y ^  Vl(r) sin П і .  (9)

l=1 l=1

Чтобы функции (9) являлись решениями задачи (8), они должны удо­
влетворять уравнениям

- ( r u l )  — X2u l = 0, ~(ru l )' — \ 2vl =  0, (10)

где Л =  n l / H , и краевым условиям вида

Vl (Ri)  = 0, a(K2)vl (R 2 ) — u'l(R2 ) = —pl, 

ul (R 2) =  Sl, в щ  (R i) — a (R i)v '(R i)  =  0.
(11)

Кроме этого, должны выполняться условия сопряжения на внутренних 
границах

a 1u'l = a2ul
т=Яз- 0  l

, a 1vl
т=Яз+0

= a2 vl
r=R3 - 0  l

(12)
r=R3+0

Введем вспомогательные задачи Коши для функций U(r), W (r ) ,  V (r) 
на отрезке (R 1, R 2) при каждом l :

1(rU') '  — Л2 и  =  0, U (R 2 ) = 0, U ' (R 2 ) = 1,

U (R 3 +  0) =  U (R 3 — 0), a 2U '(R 3 +  0) =  a 1U' (R 3 — 0). 

1 ( r W ' ) '  — Л2 W  = 0, W  (R 2 ) = 1, W ' ( R 2 ) = 0,

W ( R 3 +  0) =  W ( R 3 — 0) , a 2W ' (R 3 +  0) =  a 1 W '(R 3 — 0).

^ ( r V ')' — Л2V =  0 , V ( R 3 ) =  0 , V '(R3) =  1,
r

V (R 3 +  0) =  V (R 3 — 0) , a2 V ' ( R 3 +  0) =  a 1V '(R 3 — 0).

(13)

(14)

(15)
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Уравнения для функций U, V, W  после замены x  = \ r  приводятся к 
уравнению Бесселя

d 2R  1 d R  „
д Х 2  +  Х д Х  -  R  - 0 ' (16)

Поэтому мы можем выписать функцию U(x)  через общее решение урав­
нения (16) в виде

U(x)  = С и Io(x)  +  D uKo(x ) ,  x  e  (XR3 , XR 2 ),
(17)

U(x)  = CU 110 (x) +  d U k 0 (x), x  e  (XR 1 , XR 3 )

при условиях

U'(R 2 ) = XC u I0 (XR2 ) +  XD uK0(XR 2 ) = XC uI i (X R 2 ) -  X D u K i ( X R 2 ) = 1,

(18)

(19)

U ( R 2 ) = Си I 0 (XR2 ) + D u  M X R 2 ) = 0 

и условиях сопряжения

U'(R3 +  0) =  XCuIi(XR3) -  XDu K i(XR3) =

U'(R3 -  0 ) = X C iU)Ii(XR3) -  XD[U)Ki(XR3),

U (R 3 +  0) =  Cu I 0 (XR3 ) + D u  K 0 (XR3 ) =

U ( R 3 -  0) =  {C(U)I 0 (XR3 ) + D { p K 0 (XR3 )).
a2 a2

Условия (18), (19) определяют произвольные константы C u , D u , C(j i , 
D в формулах (17). Аналогично решаются задачи Коши для функций 
W, V, а произвольные постоянные для них определяются из линейных ал­
гебраических систем

W ' ( R 2 ) = X C w I i ( X R 2 ) -  X D w K i ( X R 2 ) = 0,

W  (R 2 ) = C w  I 0 (XR2 ) +  D w  K 0 (XR2 ) = 1 ,

W ' ( R 3 +  0) =  X C w I i ( X R 3 ) -  X D w K i ( X R 3 ) =
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=  W'(R3 — 0) =  ЛСцг 11 (ЛRз) — Л Ә $ К 1 ^ 3 ), 

W  (R 3 +  0) =  C w  Io(ЛRз) +  D w  Ko(ЛRз) =  —  W  (R 3 — 0) =

V  '(R 1) =  Л ^  h ^ R 1 )  — ЛDv K 1 ^ R 1 )  =  1, 

V (R 1) =  C v  I o ^ R { )  +  D v  K o ^ R 1) =  0, 

V  ' ( R 3 — 0) =  Л ^  Il(Л R з) — >^Dv K l(Л R з) =  V '(R 3 +  0) =  

=  Л С ^ І ^ з )  — ЛDV1)K l(Л R з), 

V (R 3 — 0) =  C v Io(ЛRз) +  D v  Ko(ЛRз) =  — V (R 3 +  0) =  
a1 

=  01 (cv i}I o № )  +  DV1)Ko(ЛRз)).

Будем искать коэффициенты рядов (9) для каждого l в виде линейных 
комбинаций полученных вспомогательных решений

По построению частичные суммы рядов (9) с коэффициентами в виде 
(20) удовлетворяют уравнениям (10) и условиям сопряжения (12).

Задаем некоторое число гармоник L  и разложим в ряд Фурье данные 
Коши (4), (5), вычислим коэффициенты pl,Sf.

Чтобы удовлетворить краевым условиям в (8), подставим ряды (9) и 
суммы (21) в краевые условия и учтем данные Коши для каждой из ф унк­
ций U, V, W. Тогда получим систему уравнений, определяющую постоян­
ные A, B ,  С  для каждого значения l,

a2 B V  (R 2) — A  =  —pl, С  =  si, p A U  (R 3) +  p C W  (R 3) — a2 B  =  0.

a 2

— (CW]I o ^ R 3 )  +  DW Ko ̂ R :i)) 
a 2

и

u l (r) =  A U (r) +  C W ( r ) ,  vl (r) =  B V ( r ) . (20)

(21)
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Отсюда следует, что

C = s i, A  = a 2B V  (R 2 ) + pi,

= —в и  (Rs)pi — e s i W  (R 3 ) 
a2 ( e V ( R 2 )U ( R 3 ) — 1) , (22)

A  = —e s i V  (R2)W  (R 3 ) — Pi 
e v  (R2)U (R 3 ) — 1

После вычисления функций ui(r), vi(r) по формулам (20) мы можем 
вычислить частичную сумму ряда (9) при r = R i  и приближенно найти 
искомую функцию q(z)

3. ЧИСЛЕННЫЙ А л го р и тм  и ПРИМЕРЫ

Д ля того, чтобы численно реализовать разработанный нами метод ре­
шения обратной задачи, мы должны последовательно выполнить следую­
щие этапы расчета:

0 этап. Чтобы получить данные Коши для рассматриваемой задачи, 
мы должны сгенерировать синтетические данные -  решение прямой зада­
чи при некоторой заданной функции q(z).  Сначала мы должны решить 
прямую задачу с известной q(z), получить значения p(z),  а затем решать 
обратную задачу так, как если бы нам была неизвестна функция q(z), а 
функция p(z)  была известна. П рямая задача легко решается методом раз­
деления переменных. Единственной ее особенностью является то, что на 
внутренней границе r = R 3 мы долж ны удовлетворить условиям сопряже­
ния.

В случае разрывного коэффициента теплопроводности мы используем 
представление решения в каждом слое, аналогичное (17),

ui(Xr) = C h ( \ r )  + D K 0 (Xr), r Е ( R 3 , R 2 ),

u i(x) = C i I 0(Xr) + D i K 0(Xr), r Е ( R i , R 3), X = n l /H ,  l = 1 , . . . ,  L

q(z) = u ( R i , z )  = ^ 2  u i (R i ) s in  H (23)

(24)
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и запишем условия на границе слоев при r = R 3

CI0(XR3) + DK0(XR3) = CiI0(XR3) + D K 0 (X R 3 ) ,
(25)

a2 [CIi(XR3 ) -  D K i ( X R 3 )] = a i [ C i h ( X R 3 ) -  D K i ( X R 3 )] 

и краевые условия при r = R i и r = R 2 

C i I 0 (XRi) + D i K 0 (XRi) = qi,
(26)

C I 0 (XR2 ) +  D K 0 (XR2 ) =  pi .

Система (25), (26) определяет константы для каждого слоя и позволяет 
построить решение в виде (24) для каждого слоя.

Далее мы последовательно выполняем следующие этапы расчета.
1 этап. Задаем некоторое число гармоник L  по z. Разложим в ряд 

Фурье граничные измерения (5), вычислив коэффициенты сумм (21).
2 этап.  Находим коэффициенты C u , D u , C ц \  D ^  из системы (18),

(19), аналогично вычисляем C w , D w , C $ , D $ , C v , D v , C y \ D y \
3 этап. Вычисляем коэффициенты A, B ,  C  по формулам (22) с учетом 

выражений (17) для вспомогательных функций U, V, W.
4 этап.  Вычисляем значения щ ( R i ) по формулам (20).
5 этап.  Вычисляем сумму (23), которая и есть искомое приближенное 

решение задачи (8).
Приведем примеры численного расчета данной задачи.
На рисунке 1 мы показываем один из вариантов расчета поля темпе­

ратуры в вертикальном сечении цилиндра в координатах r, z  для двух­
слойной среды с параметрами R i  = 2, R 2 = 3, R 3 = 2.5, ai = 10, 0,2 = 1,
L  = 20.

Приведем пример восстановления функции на неизвестной границе для 
двухслойной среды. На рисунке 2 мы приводим вариант, когда слой имел 
разрыв при r = 2.5 с коэффициентом диффузии, равным 10 во внутреннем 
слое и 1 — во внешнем. Относительная ошибка при этом составила всего 
лишь 2.4 х  10- 5 , поэтому линии визуально не отличимы.

На рисунке 3 мы показываем менее благоприятный вариант расчета 
при тех ж е параметрах, что и на рисунке 2.
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и

Рис. 1: Распределение температуры в вертикальном сечении цилиндра на 
сетке 40 х  40 для двухслойной среды.

З і--------------------- 1----------------------1----------------------1----------------------1----------------------

Рис. 2: Восстановление гладкого граничного условия для двухслойной сре­
ды.
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Рис. 3: Восстановление температуры на внутренней границе двухслойной 
среды при разрывной неизвестной функции.

Расчеты показывают, что разработанный нами метод позволяет с вы­
сокой точностью решать задачи Коши для уравнения Л апласа в цилин­
дрическом слое в случае гладких данных задачи. Отметим, что метод не 
позволяет с хорошей точностью восстановить разрывные функции.
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Муканова Б.Г., Кулбай М.Н. Ц И Л И Н Д РЛ ІК ҚАБАТТАЛҒАН ОРТА- 
ДА ГЫ  ЛАПЛАС ТЕҢ Д ЕУ І ҮШ ІН Ж А Л ҒА С Т Ы РУ  ЕСЕБІ: КВАЗИ Ш Е- 
Ш ІМ ҚҮ РА С ТЫ РУ

Цилиндрлік қабатталған ортада стационар диф ф узия моделі үшін 
жалғастыру кері есебі қарастырылады. Д иф ф узия коэффициенті бөлік- 
телген түрақты  деп қабылданады. Цилиндрдің сыртқы қабатындағы Ко­
ши берілгендері бойынша цилиндрдің ішкі шекарасындағы температу- 
раның стационар өрісін қалыпқа келтіру керек. Есеп квазишешім және 
түтқырсызды қ функционалын регуляризациялау әдісіне сүйеніп шешіледі. 
Түтқы рсы зды қ функционалы минимумының қаж етті ш арттар жүйесі 
үшін минимайзерге арналған аналитикалық формулалар қүрастырылған. 
Формулалар сандық түрде алынып есептік эксперименттер тізбесі жүзеге 
асырылған.

Mukanova B.G., Kulbay M.N. CONTINUATION PROBLEM  FOR 
TH E LAPLACE EQUATION IN CYLINDRICAL LAYERED MEDIA: 
CONSTRUCTION OF TH E QUASISOLUTION

The continuation inverse problem for a steady-state diffusion model іп a 
cylindrical layer is considered. The diffusion coefficient is supposed to be a 
piecewise constant function. It is required to determ ine stationary tem perature 
field a t the inner boundary of the cylinder under Cauchy d a ta  given on the 
outer boundary of the cylinder. The problem is solved by the m ethod of 
quasisolution and residual functional regularization m ethod. For the system 
consisting of the necessary conditions for a minimum functional of the residual 
analytical formulas of the minimizer are derived. The formulas are numerically 
calculated and series of the numerical experiments are done.
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ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ВЕТВЯЩЕГОСЯ 
ПРОЦЕССА В СЛУЧАЙНЫЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ

Изучаются однотипные ветвящиеся процессы Гальтона-Ватсона с дробно­
линейным законом размножения. Известны асимптотические свойства ве­
роятности невырождения процесса за фиксированный момент времени. 
Получены асимптотические свойства вероятности невырождения процесса 
в случайный момент наблюдения в критическом и близких к критическо­
му случаях.
Ключевые слова: вероятность невырождения, случайный момент, дроб­
но-линейное распределение, тауберова теорема.

В в е д е н и е

Исчезновение распространенных фамилий известных людей привлека­
ло много внимания в середине XIX-го столетия. В 1874 году появилась 
работа Ватсона и Гальтона "Задачи о вырождении фамилий". Потом ма­
тематическая модель Гальтона и Ватсона (в дальнейшем будем употреб­
лять термин: процесс Гальтона-Ватсона) в течение многих лет не привле­
кала к себе внимания. Последующие исследования принадлежат Фишеру 
(1922, 1930). Использовал эту модель в генетике Холдейн (1927). Впервые
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полное и корректное определение вероятности вырождения для процес­
са Гальтона-Ватсона было дано Стеффенсеном (1930, 1932). В 1938 году 
А.Н.Колмогоров определил асимптотическое поведение вероятности того, 
что фамилия продолжает существовать после большого числа поколений. 
Л отка (1931, 1939), Семенов (1934), Ш окли и Пирс (1938) использовали 
идею Гальтона и Ватсона в теории химических (неядерных) цепных реак­
ций, в задачах изучения размножения электронов в электронном детектор­
ном устройстве. Далее список продолжили Хокинс и Улам (1944), Эверетт 
и Улам (1948) и так далее.

Одна из недавно опубликованных работ посвящена процессу Гальтона- 
Ватсона с дробно-линейным распределением (см. [1]). Асимптотическое по­
ведение вероятности невырождения процесса Гальтона-Ватсона с дробно­
линейным распределением в неоднородной среде изучалось в работе [2].

Очень удобной интерпретацией ветвящихся процессов Гальтона-Ват- 
сона является их описание в терминах эволюции популяции частиц. Про­
цесс начинается с одной частицы. Обозначим эту начальную частицу че­
рез Z q. Эта частица имеет единичную продолжительность жизни. К концу 
жизни частица производит случайное число потомков £ в соответствии с 
распределением P (£ =  к) = p k , к =  0 ,1 , . . . .  К аж дая новая частица такж е 
имеет единичную продолжительность жизни и к концу жизни порождает 
(независимо от других частиц) случайное число потомков в соответствии 
с распределением p k , к =  0 ,1 , . . . .  Таким образом, при n  > 0

Zn+1 = ( Т '  +  ■■■ +

где £(пП — число потомков i-ой частицы n -го поколения (i = 1, 2 , . . . ,  Zn ), 
причем £(пП одинаково распределены при всех i =  1, 2 , . . .  и n  =  0,1, 2 , . . . ,  
и независимы.

Закон размножения частиц дается через производящую функцию 

f  (s) = Y ^  Pk sk, N <  1 .
k=0

Среднее число частиц вычисляется через производящую функцию ц  = 
f  ;(1). Сравнивая среднее число частиц ц  с единицой, получим классифи­
кацию ветвящихся процессов Гальтона-Ватсона:
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•  если ц  > 1, то процесс называется надкритическим,

•  если ц  < 1, то процесс называется докритическим,

•  если ц  =  1, то процесс называется критическим.

Хорошо известно, что для критических процессов Гальтона-Ватсона 
справедлива следующая предельная теорема (см., например, [3], 49 стр.)

Т е о р е м а  1. В  критическом случае, когда ц  = 1, если производящая функ­
ция удовлетворяет условию f /;(1) =  2B £  (0, то), то имеет место следу­
ющая асимптотика вероятности невырождения процесса за n  поколений

P ( Z n =  0) ~  , n  ^  то.
B n

То есть имеется асимптотическое поведение вероятности невырожде­
ния за фиксированный момент наблюдений. А что, если мы будем наблю­
дать процесс в случайное время T ? Какова вероятность невырождения 
критического процесса Гальтона-Ватсона с дробно-линейным распределе­
нием, наблюдаемого в случайное время? И какая будет вероятность невы- 
рождения процессов, близких к критическим в случайный момент време­
ни?

Рассмотрим, для простоты, однотипный ветвящийся процесс Гальтона- 
Ватсона с дробно-линейным распределением, так как для этого случая 
многие вычисления упрощаются.

Распределение числа потомков для дробно-линейного ветвящегося про­
цесса Гальтона-Ватсона задается соотношениями

\  k-1 Лm 1
Ро = ho; pk = hi  —   — ------ , к = 1 , 2 , . . . .

V1 +  m /  1 +  m

Тогда производящая ф ункция имеет вид
s

f  (s) = ho + hi
1 +  m  — m s  ’

где m  — положительная константа, h i =  1 — ho — вероятность того, что 
частица будет иметь хотя бы одного потомока, с вероятностью ho частица 
не имеет потомков и среднее число потомков равно ц  = f  ;(1) =  h i (1 +  m).
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Закон размножения за n  поколений сохраняет свойство дробно-линейности 
(см. [4], 6 стр.)

f  (n)(s) = h0l) +  h j
1 +  m (n) — m (n)s

где
( n)в надкритическом случае, когда j  > 1, вероятность равна h 1 =

и 1 +  m (n) = 4— ,pn - q 1 - q  ’

( n)в докритическом случае, когда j  < 1, вероятность равна h 1 =
и 1 +  m (n) = q-pn

q-pn ^  ̂ 1 — q-1 >

(n) 1•  в критическом случае, когда j  =  1, вероятность равна h\  = j+mn и 
1 +  m (n') =  1 +  mn,

где q = j+m~ho, h j 1̂ является P (Zn = 0) вероятностью невырождения.
Аналогом теоремы 1 для ветвящегося процесса Гальтона-Ватсона с 

дробно-линейным распределением является теорема 2.

Т е о р е м а  2. В  критическом случае, когда j  = 1, верна следующая аси­
мптотика вероятности невырождения дробно-линейного процесса Галь- 
тона-Ватсона за n  поколений:

P ( Z n =  0) ~  , n  ^  ж.
m n

У читывая эту теорему, получим аналогичный результат для вероят­
ности невырождения дробно-линейного процесса Гальтона-Ватсона в слу­
чайный момент наблюдения.

Пусть T  ~  Geom(p) — случайное время распределения геометрически, 
то есть P ( T  = n) = p(1 — p)n . Наша цель — найти асимптотические свой­
ства вероятности невырождения дробно-линейных ветвящихся процессов 
Гальтона-Ватсона в случайный момент наблюдения T .

Во втором разделе даются асимптотические свойства вероятнос­
ти невырождения критических дробно-линейных ветвящихся процессов 
Гальтона-Ватсона в случайный момент наблюдения T . Из результата вид­
но, что в случайный момент наблюдения вероятность невырождения от­
личается от случая теоремы 2 на ln n  (учитывается, что p  порядка 1 /n ). В
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полученном нами результате вероятность невырождения становится боль­
ше за счет ln n. Почему больше? Случайный момент T  меньше момента n. 
Значит вероятность невырождения больше. Может быть, случайный мо­
мент T  больше момента n, но с малой вероятностью P ( T  > n) = (1 — p)n 
(хвост геометрического распределения). Поэтому, в среднем, T  меньше мо­
мента n , что и делает вероятность невырождения больше.

В третьем разделе рассматриваются близкие к критическому случаю 
процессы и их вероятности невырождений в случайный момент времени.

1. О с н о в н о й  р е зу л ь т а т  д л я  к р и т и ч е с к о г о  п ро ц е с с а

Д ля краткости, вероятность невырождения в случайный момент на­
блюдения обозначим через 1 — Qp , так  как она зависит от параметра p. 
Она находится по формуле полной вероятности

1 — Qp = P (Z t  = 0) = J2 P ( T  = n ) P (Z t  =  0| T  = n).
n=0

Заметим, что условная вероятность P (Z t  =  0| T  = n) совпадает с вероят­
ностью невырождения P ( Z n = 0).

Дадим определение медленно меняющейся функций и приведем тау- 
берову теорему из [5], 513 стр., она нам понадобится для доказательства 
теоремы 4.

О п р е д е л е н и е  1. Заданная на (0, то) положительная функция L  назы­
вается медленно меняющейся на бесконечности в том и только в том  
случае, когда она удовлетворяет условию

L(tx)  
L(t)

при t ^  то для любого x  > 0.

Т е о р е м а  3. Пусть an > 0 и пусть ряд

F(s)  = ^ 2  ansn
n=0
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сходится при 0 <  s < 1. Если функция L  медленно меняется на беско­
нечности и 0 <  р < то, то каждое из двух соотношений

F(s)  ~  1 . l ( - ^ )  , s 1—, (1)
1 ; (1 — s)p U  — s  ’ 1 ;

и 1
ao + ai + . . .  + an ~  Г (р +  1) n pL(n) ,  n  ^  то, (2)

влечет другое.
Далее, если последовательность an монотонна и 0 < р < то, то вы­

ражение  (1) равносильно соотношению

an ~  Г Т Т n p - i L(n),  n  ^  то. 
р

Т е о р е м а  4. Вероятность невырождения критического дробно-линейного 
ветвящегося процесса Гальтона-Ватсона в случайный момент наблюде­
ния  удовлетворяет соотношению

1 — QP ~  — Р ln Р- 1 , Р ^  0. m

Доказательство теоремы 4.
Эту теорему будем доказывать с помощью тауберовой теоремы. Веро­

ятность невырождения за n  поколений в критическом случае равна

p  (Zn =  0) =  1
1 +  m n

У читывая эту формулу, получим формулу вероятности невырождения в 
случайный момент времени для критического случая

1 — Qp = P  (Z t  = 0 ) =  p  £  (1 Р)
1 +  m nn=0

Далее, применяя Тауберову теорему, получим асимптотику для веро­
ятности невырождения 1 — Qp. В нашем случае an = j+mn,,s =  1 — Р. 
Имеем

1 1 1 1 ,  
1 — —  + 1 , 0  + . . .  +  ~  ln n, n  ^  то.1 +  m  1 +  2m 1 +  m n  m

n
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Сравнивая это выражение с (2), замечаем, что р =  0, L(n) = 1 / m  ln n. По 
утверждению теоремы 3, (2) влечет (1). Тогда имеет место соотношение

^  (1 — P)n 1 , - 1p y  ------------ ~ — p  ln p , p —  0 +  .
1 +  m n  mn=0

Это завершает доказательство данной теоремы. □

2. Б л и зк и е  к  к р и т и ч е с к о м у  с л у ч а ю  п ро ц е с с ы

Интересен случай, когда j  = j (p )  в зависимости от p стремится к еди­
нице, то есть j ( p )  1 при p  0.

Учитывая выражение для q, перепишем вероятность P ( Z n = 0) в сле­
дующем виде в надкритическом и докритическом случаях:

j n
P  (Zn =  0) =  j

1 + m(1 + j  + . . .  + j n -1)

Отсюда
^  ( j(1  — p))n

1 — Qp — p /  ~i ------------------------ іг • (3)
n 1 +  m(1 +  j  + . . .  + j n -1)n=o

Т е о р е м а  5. Пусть j  < 1. Если 1- ^ p  — c при p 0, тогда для веро­
ятности невырождения процесса в случайный момент наблюдения верно 
соотношение 1

1 — QP ~ — p  ln p - 1 , p —  0. m

Т е о р е м а  6. Пусть j  > 1. Если  p(p 1 — c при p —  0, тогда для веро­
ятности невырождения процесса в случайный момент наблюдения верно 
соотношение 1

1 — QP ~ — p  ln p - 1 , p —  0.m

Доказательство теоремы 5.
Рассмотрим отдельно вероятность 1 — Qp в докритическом случае при 

j  < 1. Нас интересует асимптотическое поведение вероятности невырож­
дения (3) в случайный момент времени T , когда 1 — с при p —  0, то
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есть при достаточно малых p  для , ,  для Уе > 0, 3p., Ур < р£, выполняется 
следующее неравенство 1 — (c +  e)p < ,  < 1 — (c — e)p.

Из оценки для ,  получим 1 — (1 +  c +  e)p < , ( 1  — p) < 1 — (1 +  c — e)p. 
С помощью последнего неравенства и ,  < 1 оценим ряд снизу

^  ( ,(1  — p))n > p  (1 — ( 1 +  c +  e)p)n >
^  1 +  m(1 +  a +  . . .  +  un -1 ) ^  1 +  m nn=0 n=0

te/pJ 1 f £ dx
> (1 — (1 +  c +  e)p)e/pp  ->  (1 — (1 +  c +  e)p)e/pp  ------------------------>

1 +  m n  0 p +  m xn=0 0

>  — (1 — (1 +  c +  e)p)£/pp(ln p -1 +  ln me).

Отсюда
1 — Q p- (1+c+e)e

limp^o - r - ^ p  > --------------  . (4)p p  ln p -1 m

Разделим равенство (3) на две суммы 

/ te/pJ

р = p  /  ^ 1 +  —(1 +  a  + . . .  +  a n -1 )
- L - Q = J  V  (a(1 — p))n IQp p [ 2-^ 1 +  m (1 +  и +  + 1 ,n i )

(a (1 — p ))

n=0

+ / 1 +  —(1 + и  + . . .  +  , n-1)
n= t£/pJ + 1

Оценивая сверху сумму и ряд, мы видим, что основной вклад дает сумма

Y J (u(1 — p))n < (1 — ( 1 +  c -  e)p)n <
^  1 +  m(1 +  и  +  . . .  +  an -1 ) ^  1 +  m n u . /pn=0 n=0

< p  E  p + m x  j ,  M 1-,c+.)p) < p f  1 +  Г  -------------------------------- ' <
x„=0 p + m x ne . /p4 1-(c+.)p) J0 p + m x e . /p4 1-(c+.)p)

< p (  — ln p -1 +  1 +  - ( p  +  mee / /pln(1-(c+ .)p)Л  . 
m m

n
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Заметим, что limp^ 0 e£/pln(i (c+£ p̂  =  e £(c+£). Таким образом, чтобы до­
казать

г -  1 — Qp ^  1 (5)limp^ ^ — j-j < — , (5)
Р ln Р-1 m

достаточно показать, что предел ряда при р  ^  0 будет равен 0. 
Действительно,

У  У  (^(1 — p))n =
^  1 +  m i - Kn < ^  1 , ™ 1-K /p

n=\e/pJ+i 1 +  m  -  n=\e/pJ+i 1 +  m ~ -

1 ( i(1  — p ) y /p

1 +  jmK (1 — i £/p) 1 — M1 — p)
<

<  ______ 1 — i  (1 — (1 +  c — e)p)£/p ^
< P m(1 — (c — e)p)£/p (1 +  c — e)p

c е-(1+с-£)£
p  0.

m e -(c-£)£ 1 +  c — e

Отсюда получим, что p m— <Cc-s)s e стремится к 0 при p ^  0 и ф ик­
сированном e . Полученные оценки (5) и (4) доказываю т данную теорему 
при e ^  0. □ .

Доказательство теоремы 6.
Теперь рассмотрим надкритический случай. Изучим асимптотическое 

поведение вероятности невырождения (3) в случайный момент времени T ,
и(р)-1 пкогда £-i£p—  ^  c при p  0, то есть при достаточно малых p для ц  при 

Ve > 0 3 p£, V p < р£ имеем следующее неравенство: 1 +  (c — e)p < ц  < 
1 +  (c +  e)p.

При ц  > 1 и при помощи неравенства 1 — (1 — c +  2e)p <  ц(1 — p) < 
1 — (1 — c — 2e)p сначала оценим ряд снизу

^  Q =  Р у  ^ 1 — p))n >
Qp 0 1 +  m(1 +  i  +  . . .  +  i n - i ) ~n=o

^  ( 1 — p)n , £/P ^  1>  Р У -----------      >  p(1 — p)£/P 7 ------------
_  Jn 1 +  m n(1 +  (c +  e)p)£/p ~  Jn 1 +  m£nn=0 v v ' ' n=0
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где m e =  m(1 +  (с +  e)p)e/p =

p ( i _  p)e/p [ey  p > p*1 —p)e/p t d y  >
p +  m^x^ I yp  +  mexn meXn =0

p(1 — p)e/p , _1 Ч
> --------------- (ln p 1 +  ln e m e) .

m e

Следовательно,

у 1 — Qp ^l i m _ 0 —----- ^  >
p ln p -1 m e e(c+e) "

Отсюда при e 0 получим нужное нам неравенство. Оценим ряд (3) 
сверху, для этого представим его в следующем виде:

1 — Qp =  >>( Е  1 +  m ( X ; p^  j n - . )  +n=o

+  Е  ( j(1  — p))
1 +  m(1 +  j  + . . .  +  j n-1)  n=le/p\+1

Заметим, что основную роль играет первая сумма

( j(1  — p ))"  (1 — (1 — с — 2e)p)p  V  ^ ----------   <  p  V  ^ ^ <
"= o 1 +  m(1 +  j  +  -  +  j " - 1) n=o

Le/pJ 1
<  p  t ~,--------<  p1 +  m nn=o

Отсюда найдем

1 1 p +  me
— ln p -1 + 1  +  - --------
m m

n m  %  <  - ,
p^o p ln p -1 m

p

e-e

n
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так как

\П
у л  (р (1 — p))n ^  1 V  (1 (1 " 2 -)p)r
2 -  1 +  m Ц—  ^  1 +  m („e/ p _  1) 2 ^  (1 — (1 — c — 2£)p)

n=[e/p\ + 1 1 +  m  M-1 -  '  n=[e/p\+1

<

H — 1 (1 — (1 — c — 2e))£/p
m(p1£/p — 1) (1 — c — 2e)p ~

H — 1 (1 — (1 — c — 2e))£/p
m(1 +  (c — e)p)£/p (1 — c — 2e)p

ce-£(1-c-2£)
p —  0.

m e(c-£)£(1 — c — 2e) ’

cp-£(1 — c—2i
П°лучим p те(с- ф  (1-c_ 

рованном e). Это заверш ает доказательство теоремы. □
У читывая множитель p, получим p ^ ^ -£ ( £ ( 1 c ^ £) —  0, p —  0 (при фикси-
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Ш аймерденова А.К. К Е ЗД Е Й С О Қ  БАҚЫ ЛАН ҒА Н УАҚЫ ТТАҒЫ  
ТАРАМ ДАЛАТЫ Н Ү Д ЕРІС ТЕ РГЕ АРНАЛҒАН Ш Е К Т ІК  ТЕО РЕМ А- 
ЛАР

Көбеюдiң бөлшек-сызықты заңы бар бiртектес Гальтон-Ватсон та- 
рамдалатын үдерiстерi қарастырылған. Уақыттың бекiтiлген сәтінде- 
г і  үдерiстiң жоғалмау ықтималдығының асимптоталық қасиеттерi бел- 
г і л і .  Бақылаудың кездейсоқ сәтінде үдерістің жоғалмау ықтималдығының 
асимптоталық қасиеттері ерекше және ерекшеге ж ақын ж ағдайларда та- 
былған.

Shaimerdenova A.K. LIM IT THEOREM S FOR BRANCHING PROCESS 
AT RANDOM M OM ENT

There are studied single-type Galton-W atson processes w ith linear-frac­
tional reproduction laws. Asym ptotic properties of survival of probability of 
the process at fixed tim e are well known. Asym ptotic properties of survival 
probability of the process a t random  moment for critical and close to  critical 
cases have been found.
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ХРОНИКА

На базе Кызылординского государственного университета имени Кор- 
кы т Ата 24-26 октября 2013 года состоялась М еждународная научно­
практическая конференция "Современная математика: проблемы и при­
ложения," посвященная научно-педагогической деятельности выдающе­
гося ученого-математика Асана Дабсовича Тайманова, доктора физико­
математических наук, академика АН КазССР, основоположника казах­
станской школы по математической логике. Работа конференции вклю­
чала три пленарных и три секционных заседания по трем секциям. На 
конференции было представлено 108 научных сообщений, из них пленар­
ных — 21 доклад, секционных — 87 докладов. Перед началом конференции 
был издан сборник научных трудов.

Член-корреспондент НАН Р К  Б.С.Байжанов
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