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ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ И ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ ТЕРМОУПРУГИХ СТЕРЖНЕЙ. 

1 СТАЦИОНАРНЫЕ КОЛЕБАНИЯ

Построены фундаментальные и обобщенные решения уравнений связан­
ной термоупругости в пространственно-одномерном случае, описывающие 
динамику стержней с учетом их термоупругих свойств при продольных 
колебаниях. Рассмотрен случай стационарных колебаний, для которых на­
ряду с аналитическими формулами приведены графики расчетов матрицы 
фундаментальных решений, характеризующих термонапряженное состоя­
ние стержня при действии сосредоточенных силовых и тепловых источни­
ков колебаний.
Ключевые слова: термоупругость, динамика, фундаментальное решение, 
стационарные колебания.

Стержневые конструкции широко используются в строительстве и ма­
шиностроении в качестве опор зданий, соединительных и передаточных 
звеньев для конструктивных элементов самых разных машин и механиз­
мов. В процессе эксплуатации они подвергаются переменным механиче­
ским и термическим воздействиям, которые создают сложное напряженно- 
деформированное состояние в конструктивных элементах, зависящее от их 
температуры, и влияющее на их прочность и надежность. Поэтому опре­
деление термонапряженного состояния стержневых конструкций с учетом
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6 Л.А. Алексеева, М.М. Ахметжанова

их механических свойств (в частности, упругости) относится к числу акту­
альных научно-технических проблем. Последнее требует разработки эф­
фективных методов решения уравнений и краевых задач динамики термо­
упругих стержней, которые описываются системами дифференциальных 
уравнений смешанного гиперболо-параболического типа. Основные дости­
жения в этом направлении связаны с построением класса частных решений 
уравнений термоупругости на основе методов разделения переменных и 
интегральных преобразований [1,2]. При этом чаще вначале определяется 
температурное поле без учета упругих деформаций, а затем определяется 
напряженное состояние на основе закона Дюамеля-Неймана. Это направ­
ление исследований получило название несвязанной термоупругости, ко­
торая достаточно хорошо описывает медленные деформационные процес­
сы. Однако при больших скоростях деформаций происходит нагрев среды 
в отсутствии внешних тепловых источников, поэтому для таких процессов 
следует учитывать деформационные члены в уравнениях для температур­
ного поля, то есть решать уравнения связанной термоупругости. Здесь 
строятся фундаментальные и обобщенные решения уравнений связанной 
термоупругости в пространственно-одномерном случае, описывающих ди­
намику стержней с учетом их термоупругих свойств при продольных коле­
баниях. Рассмотрен случай стационарных колебаний, для которых наряду 
с аналитическими формулами приведены графики расчетов матрицы фун­
даментальных решений, характеризующих термонапряженное состояние 
стержня при действии сосредоточенных силовых и тепловых источников 
колебаний для разных значений термоупругих констант среды и частот.

1 У равнения  д в и ж ен и я  терм оупругого  с т е р ж н я

Рассмотрим термоупругий стержень, который характеризуется линей­
ной плотностью р, скоростью распространения упругих волн в стержне с 
и термоупругими константами и к [1, 2].

Исследуем продольные перемещения сечений стержня и(х, t) и темпе­
ратурное поле в стержне Ө(х, t), которые описываются системой гиперболо­
параболических уравнений вида

pc2u,xx - р и ,tt -үӨ,х +pFi(x,  t) =  0, (1 )

Ө,хх к—1Ө,t -nu,x t  +F2 (x, t) =  0.
Термоупругое напряжение в стержне а определяется соотношением Дюа-

М атем атический  ж урн ал  2014. Том 14. № 2 (52)



Фундаментальные и обобщенные решения уравнений динамики 7

меля-Неймана:
а = рс?и,х -үӨ. (2)

Здесь Fi — продольная компонента внешней силы на единицу длины; 
F 2 (х, t) — величина, характеризующая количество выделенного тепловы­
ми источниками тепла на единицу длины за единицу времени. Всюду
ui,x — ~qX , ui ,t — ~Qt ' ' ' , u i — U'! и2 — Ө-

Требуется построить решение системы уравнений (1) при Fi, F 2 при­
надлежащих классу обобщенных функций медленного роста S !(R2) [3] с 
носителем {х G R i , t  > 0}.

2 Матрица  ф ундам ентальны х  реш ени й  и ее прео бра зо ва н и е  
Фу рье

Матрица фундаментальных решений Uj (х, t) — это решение системы 
уравнений (1) при Fj = 5(x)5(t)5j,, k = 1, 2, где 5j — символ Кронекера.

Физический смысл ее компонент: U^(x, t) — это перемещение в стержне 
при действии импульсной сосредоточенной силы (в точке x  =  0): Fi =  
5(x)5(t), F2 = 0;

U2(x, t)  — это перемещение в стержне при действии сосредоточенного 
импульсного температурного источника: Fi = 0 ,  F 2 =  5(x)5(t);

U2 (x, t)  — это температура стержня при действии импульсной сосре­
доточенной силы: Fi =  S(x)5(t), F2 = 0;

U2j(x,t) — это температура стержня при действии сосредоточенного 
импульсного температурного источника: Fi = 0 ,  F 2 =  5(x)5(t).

Для ее построения используем прямое и обратное преобразование Фу­
рье по x, t , которое для регулярных функций имеет вид:

и(£,ш) = J J  u(x, t)  еі(^х+ші')dxdt,
R3

u(x, t)  =(2n) 2 J J  и((,ш) e і(£х+ші:)dxdt.
(3)

R 3

В пространстве преобразований Фурье, как следует из (1), трансфор­
манта Фурье Uj (£,ш) матрицы фундаментальных решений U3k (x, t)  удо-

М атем атический  ж урн ал  2014. Том 14. № 2 (52)



8 Л.А. Алексеева, М.М. Ахметжанова

влетворяет следующей системе уравнений:

(w2 -  е2І 2) Uj +  iY c tUj +  Sj = 0, 
Р (4)

П&Щ  +  (iwn 1 -  £2) Uj  +  5j = 0.

разрешая которую, получим

j  = 1, 2,
(5)

где определитель системы равен

Д(С, w) =  (С2 -  ik 1 w)(c2( 2 -  w2) - (6)

Графики действительной и мнимой части комплексной трансформанты 
матрицы фундаментальных решений представлены на рисунках 1, 2.

Численное восстановление обратного преобразования Фурье по вто­
рой формуле (3) невозможно, так как трансформанта Фурье (5) или (12) 
представляют собой целый класс фундаментальных решений, которые оп­
ределяются с точностью до решения однородной системы (1) (Fj(x,t) = 
0, j  = 1, 2). В вычислительном плане это проявляется в наличии неин- 
тегрируемых особенностей при действительных (С, w), что делает интегра­
лы при обратном преобразовании расходящимися. Для построения ориги­
нала следует выбрать определенные регуляризации формулы (5), которые 
определяются свойствами матрицы Uj (x,t).  В частности, необходимо, что­
бы

ном для исследования виде. Для этого разложим Д(С, w) на множители

Д(С, w) = c2C4 -  w (w +  ik 1c2 +  іүц) С2 +  ik 1w3 =  c2 (£2 -  A^ (£2 -  A2) ,

Uj (x, t) = 0 при t < 0. (7)

Для выбора регуляризации Uj (C,w) представим матрицу в более удоб-

(8)

МАТЕМАТИЧЕСКИй ж урн ал  2014- Том Ц. № 2 (52)



Фундаментальные и обобщенные решения уравнений динамики 9

Здесь Аі,А2 (соответственно верхнему и нижнему знакам) — корни квад­
ратного относительно С2 уравнения

А(С,и) =  0,

которые зависят только от трех параметров среды: а  — үп и в  = с2к -1 и 
с:

Аі,2 — 2~2 ^ и  + i (а + в)  ^  \ / ( и  + i (а — в))  — 4 а в |>. (9)

Их размерность [а] — [в] — [и]. Их асимптотика
a) при и  ^  ж:

А1 ~  ^  ’ А2 ~  %iU2 r , (10)

b) при и  ^  0:
. 3iu (а +  в ) А iu (а +  в)  (11)
Аі ~  2с2 ’ А2 ~  2с2 ’ (11)

Используя представление А(С,и)  в (7), получим из (5) U к в более удоб­
ном для восстановления оригинала виде

2 = j  (С2 — і и к -1) + %үб2U2 —
(Аі — A2) И с 2 — Аі) (с2 — А2 ь  (12)

Uj = +  (С2с2 — и2)$2 f  1 1
(A1 — A2) I  (С2 — A1) (С2 — А2)

Выражениям, стоящим в числителях этих формул в пространстве ориги­
налов, соответствуют следующие дифференциальные операторы:

5{ (С2 — іик  1) +  i£j832 i=± 8{ (к 1dt — дхдх) — д  

Сиф!  +  (С2с2 — и 2)ё32 і=± —ц5{dxdt — 532(е2дхдх — dtdt)
2 х ’ (13)

Поэтому для восстановления оригиналов следует построить оригиналы 
функций

1 j  — 1,2, (14)
(С2 — A2 (и)) ’

М атем атический  ж урн ал  2014■ Том 14■ № 2 (52)



10 Л.А. Алексеева, М.М. Ахметжанова

в

Рис. 1: Компоненты действительной (FU ) и мнимой ( IU ) части Uj (£,w) 
(Y =  1, с = 1, k = 1, п =  1)

М атем атический  ж урн ал  2014. Том 14. № 2 (52)
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FIJW ll(E) 0.4

ID W Il®  Q

а

0.222

FUW21(£p.l66
  0133
IUW21(^)oill 

*  *  •

б

O.B

0.4 

0.2
FUW12(g) e
IUW12f£~>

- 0 .3

- 0.6 

-  o.a
-  3

- Ю - Л - Л - 4 - 2  i> 2  A  «  S. 10

в

Рис. 2: Компоненты действительной (FUW) и мнимой (IUW) 
Uj (£,ш) при и  =  1 (ү =  1, A =  1, k =  1, п= 1)

части
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12 Л.А. Алексеева, М.М. Ахметжанова

c2

Ai(w) -  A2(w) w J ( w  +  i (a  -  в ) )2 -  4ав
(15)

Выбрав соответствующие регуляризации этих функций и восстановив их 
оригиналы, можно построить исходную матрицу на основе свойств преоб­
разования Фурье производных и сверток обобщенных функций.

3 Матрица  ф ундам ентальны х  реш ени й  при стационарны х  
гарм онических  колебаниях

Построим неполное преобразование Фурье по переменной С матрицы
Ц  (C, w) 

Uj (x,w) = F- 1  [U j  (C,w)

которая описывает решения системы уравнений (1) при действии гармони­
ческих по времени сосредоточенных источников сил (i = 1) и тепла (i = 2) 
вида

Fj = 5lj ]e-iut5(x), k , j  = 1,2. (16)

Ее следует использовать при решении периодических по времени задач с 
частотой w .

Обозначим

Г  (С, A) = (С2 -  A)- 1 , Г  (С, A) = Fx №(x, A)].

Для восстановления этой функции и оригиналов компонент матрицы фун­
даментальных решений воспользуемся леммой.

Л е м м а  1. Функция sin имеет обобщенное преобразование Фурье вида:

sink \x\
k + 712----U, ) • (17)(С2 -  (k + i0)2) (С2 -  (k -  i0)2)

Доказательство. Заметим, что классического преобразования Фурье эта 
функция не имеет, поскольку не стремится к нулю при x -— ±го. Для 
определения преобразования Фурье запишем ее в виде

sin k \ x\ sin kx
_ = ^ ~ sgn(x).

и
1

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ж урн ал  2014■ Том 14■ № 2 (52)



Фундаментальные и обобщенные решения уравнений динамики 13

Используя свойство непрерывности преобразования Фурье обобщенных 
функций [3], получим

СЮ 0
Ғх [sgn(x)] — — lim I  e ^ + ^ d x  +  lim I  e ^ + ^ d x  — £——+0 J £——+0 J

О

1- (  1 1lim —------- + —-----
£—+0 ү iC — £ iC +  £

£— +0

1 1
—i I -r— : +

(18)

С +  io C — io

Воспользуемся свойством преобразования Фурье при сдвиге аргумента [3], 
получим

Ғх sgn(x)e: і х dx — — i
1

+
1

С ±  к +  i0 С ±  к — i0

(берется соответственно либо верхний, либо нижний знак). Отсюда следует

Ғх [sin(k |х|)] —

— -0 , 5
1

+
1

С +  к +  i0 С +  к — i0

— к
1

+  0, 5

+

1
+

1
С — к +  i0 С — к — i0

1

С2 — (к +  i0)2 С2 — (к — i0)

Лемма доказана.
Далее, в смысле леммы 1, будем писать

sin к 1x1 1
_ ~  — Ғ

2
КС2 — к2) \

^  ^ (x ,  A) —
sin x

□

(19)

Причем, в силу свойства синуса, риманова поверхность функции ^ (x ,  A) 
по A однолистная, совпадает с комплексной плоскостью. То есть значение 
функции не зависит от выбора знака радикала.

Используя свойства преобразования Фурье производных, получим

sgn(x)cos к Ixl —F- 1

25(x) — к sin kx  —Ғ -̂1

—2іС 
(С2 — к2) 

2С2 
і_(С2 — к2) J

(20)

2

М атем атический  ж урн ал  2014■ Том 14■ № 2 (52)



14 Л.А. Алексеева, М.М. Ахметжанова

Используем формулы (19), (20) при обратном преобразовании по С компо­
нент матрицы Uj(£,w)  (19). В результате получим

U { x -U) = 2(a ! ' -  A2) Х 

х { iuK- 1 ^ sin —̂  - s i n— + ( V A j s i n  \x\ V a1 -  VA2sin x  V A 2 ^  -

- ! Й §  H x V Aj -  c o s x ^ ) ,

Uj  ( x ,w ) =  1
2(A1 -  A2)

f . j r j  (  Д -  ртЛ ( ) 2 ( s in \ x \ ^ j  sin \ x \ ^ \  j +х <y iw^oj ( ĉos x y A 1 -  cos x \ / A 2J sgn(x) -  w ^ -------- -—= -—x z —  J oJ2+

+c2 ( v A j sin \x\ \ f  Aj — V/A2sin j  • (21)

В точке x = 0 компоненты фундаментальной матрицы U непрерывны:

Uj (±0,w) =  Uj (w) = 0, k , j  = 1, 2, (22)

а ее производные

dxUj (x,w) =
A  -  iwn j )
—  ------- (cos x \ /  Aj -  cos x \ /  A2 ) +  cos x \ /  A2

2(A1 -  A2)
Y

^cos x  v A  -  cos x y A ^  +  cos x \ [ \ 2 

( a /A1 sin \x\ \JA 1 — V/A2sin \ x\ л / Х ^  o02,

sgn(x)0j -

2(A1 -  A2)

0 T~Tj ( л = j  iwn (л/Х! sin \x \VA~1 -  \ A  sin \ x \лД2)
dxU2 ( x ,u>) = -01 2 (A1 -  A2) +

+Ojj sgn(x) { w  a1^  fcos x \ f \ l  -  cos x y A )  -  c2 cos x y A }
12(A1 -  A2) V /  J
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Фундаментальные и обобщенные решения уравнений динамики 15

терпят разрыв первого рода:

~ • 1 - - с2
u i ,х (± 0,и)  — ±  2  $I , U2 ,х (± 0,и)  — ±  Y  $2 (23)

(верхнему знаку соответствует левый предел в нуле, нижнему — правый).
На рисунках 2 (а, б, в) представлены реальная и мнимая часть ком­

понент U2 (x,u)  при и  — 1 при условных расчетных параметрах термо­
упругой среды, указанных в надписях к рисунку. Для каждой компоненты 
один рисунок, который наглядно иллюстрирует доказанные выше анали­
тические свойства U2 . При этом параметры среды существенно влияют 
на характер колебаний стержня. Так, на рисунке 2 (а, б) показаны про­
дольные колебания стержня при тех же термоупругих параметрах, за ис­
ключением увеличенного на порядок к . На рис. 2а графики иллюстрируют 
смещения стержня в начале периода колебаний и через четверть периода 
под действием сосредоточенной силы, а на рис. 2б — смещения при дей­
ствии сосредоточенного теплового источника.

Увеличение частоты колебаний действующих источников возмущений 
формируют ярко выраженные колебательные процессы в стержнях (см. 
рис. 3а, б). Здесь левые рисунки описывают перемещения в стержне, а 
правые — изменение температуры. Как видим, увеличение частоты коле­
баний теплового источника генерирует упругие колебания стержня, в то 
время как сама температура в стержне этим колебаниям не подвержена 
(см. рис. 3г).

4 СТАЦИОНАРНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ТЕРМОУПРУГОГО СТЕРЖНЯ

Тензор U2 (x, и)  следует использовать для решения задач стационарных 
колебаний стержней с фиксированной частотой. В частности, если дей­
ствующие массовые силы и тепловые источники представимы в виде

где Ғ2 — регулярные обобщенные функции, то перемещения и температура 
в стержне определяются формулой

F2 (x, t )  — F2 (x) exp(—іиі), j  — 1, 2, (24)

U2 ( x , t ) — exp(—iut) Uk(x — v,u)Fu(y)dy,  j  — 1, 2, (25)/
— CO
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16 Л.А. Алексеева, М.М. Ахметжанова

Рис. 3: Компоненты Uj (x,u)  при и  =  1 (ү= 0.1, с =  1, k =  1, п= 1) 
М атематический ж урнал 2014. Том 14. № 2 (52)



Фундаментальные и обобщенные решения уравнений динамики 17

б

Рис. 4: Компоненты U j (x, и) при и  =  1 (ү =  0.1, с =  1, к =  10, п= 1)
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а

б

в

г

Рис. 5: Компоненты Uk(x , u ) при и — 10 (ү— 0.1, с — 1, k — 
М атематический ж урнал 2014■ Том 14■ № 2 (52)
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Интегралы существуют, если Fk(x) имеют ограниченный носитель, либо
убывают при x  — ±го быстрее, чем exp(—a |x|), а — max{|ImAk|}.

k=1,2
При периодических внешних воздействиях негармонического вида 

функции, описывающие действующие источники, можно разложить в ряд 
Фурье по времени вида F2 (x, t) — ^  F n (x) exp(iunt).

n
Перемещения, напряжения, температура и тепловой поток в стержне тоже 
разлагаются в аналогичный ряд

u(x, t)  — ^  un (x) e x p ^ ^ t ) ,  Ө(x,t) — ^  Өn(x) exp(iunt),
n n

где {ип} — частотный спектр внешних воздействий, определяе­
мый периодом колебаний действующих источников возмущений. 
В силу линейности для построения решения задачи следует по­
строить решение для каждой гармоники e x p ( i^ t)  в виде (25).
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Алексеева Л.А., Ахметжанова М.М. ТЕРМОСЕРПІМДІ ӨЗЕКТЕР- 
ДІҢ ҚОЗГАЛЫС ТЕҢДЕУЛЕРІНІҢ ФУНДАМЕНТАЛДЫҚ ЖӘНЕ 
ЖАЛПЫЛАНГАН Ш ЕШ ІМДЕРІ. 1 СТАЦИОНАРЛЫҚ ТЕРБЕЛІСТЕР

Бойлық тербелістер кезіндегі өзектердің термосерпімді қасиеттерін ес- 
кере отырып қозғалуын суреттейтін кеңістіктік-бірөлшемді жағдайдағы 
байланысқан термосерпімділік теңдеулерінің фундаменталдық және жал- 
пыланған шешімдері қүрастырылған. Стационарлық тербелістер үшін ана- 
литикалық формулалармен қатар, тербелістердің шоғырланған күштік 
және жылулық көздерінің әсері кезіндегі өзектің термокернеүлік күйін 
сипаттайтын фундаменталдық шешімдер матрицасының есептемелік гра- 
фиктері келтірілген жағдайы қарастырылған.

Alexeyeva L.A., Akhmetzhanova M.M. FUNDAMENTAL AND GENE­
RALIZED SOLUTIONS OF THE EQUATIONS OF DYNAMICS OF 
THERMOELASTIC CORES. 1 STATIONARY FLUCTUAnONS

There are constructed the fundamental and generahzed solutions of 
the equations of connected thermoelasticity іп a spatial one-dimensional 
case describing dynamics of cores at longitudinal fluctuations and their 
thermoelastic properties. The case of stationary fluctuations is considered, 
for which the analytical formulas and the results of calculations of the 
fundamental matrix characterizing the thermo-stressed state of a core at action 
of concentrated power and thermal sources of fluctuations are given.
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О Р А З Р Е Ш И М О С Т И  Н Е Л О К А Л Ь Н О Й  З А Д А Ч И  С 
И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы М И  У С Л О В И Я М И  Д Л Я  С И С Т Е М Ы  

У Р А В Н Е Н И Й  Г И П Е Р Б О Л И Ч Е С К О Г О  Т И П А

Рассматривается нелокальная задача с интегральными условиями для си­
стемы уравнений в частных производных гиперболического типа в пря­
моугольной области. Установлены достаточные условия существования 
единственного классического решения задачи в терминах исходных дан­
ных. Предложен алгоритм нахождения приближенного решения и доказа­
на его сходимость к точному решению нелокальной задачи с интегральны­
ми условиями для системы гиперболических уравнений.
Ключевые слова: система гиперболических уравнений, интегральное усло­
вие, классическое решение, однозначная 'разрешимость.

Введение

Математическое моделирование различных физических явлений при­
водит к нелокальным задачам с интегральными условиями. Задачи с ин­
тегральными условиями возникают при изучении процессов распростра­
нения тепла [1—3], физики плазмы [4], технологии очистки кремниевых 
плат от примеси [5], влагопереноса в капиллярно-пористых средах [6— 
8]. Использование интегральных условий вместо краевых условий задачи
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для дифференциального уравнения оказалось весьма удобным аппаратом. 
Впервые систематическое изучение нелокальных задач, в которых вместо 
классических краевых условий задается связь между значениями искомой 
функции на границе области и внутри нее, проведено в [9]. Нелокальные 
задачи с интегральными условиями для гиперболических уравнений стали 
изучать сравнительно недавно, некоторые классы задач и библиографию 
можно посмотреть в [10-18]. Получены условия классической, обобщенной 
разрешимости задачи с интегральными условиями для гиперболических 
уравнений. В работах [19, 20] рассматривалась нелокальная краевая зада­
ча с интегральным условием по одной из переменных для системы гипер­
болических уравнений со смешанной производной. Установлены необходи­
мые и достаточные условия корректной разрешимости исследуемой задачи 
в терминах исходных данных и предложены алгоритмы его нахождения.

Для преодоления ряда трудностей, связанных с исследованием задач с 
интегральными условиями, наиболее естественным является сведение их к 
обычным нелокальным условиям. Однако, это не всегда удается. В настоя­
щей работе нелокальная задача с интегральными условиями для системы 
гиперболических уравнений на основе метода введения функциональных 
параметров сведена к задаче Гурса для системы гиперболических уравне­
ний с параметрами и функциональным соотношениям. Получены условия 
существования единственного классического решения изучаемой задачи в 
терминах исходных данных. Предложен алгоритм построения приближен­
ных решений и доказана его сходимость.

П остановка  задачи  и о с н о в н о й  резу льта т

Рассматривается система гиперболических уравнений со смешанной 
производной

д д х  = A( t , x)  —  +  B( t , x )  —  +  C( t , x )u  +  f  (t , x ), (t , x ) e  (0, T ) x (0,w), (1)
d 2u du du

с интегральными условиями

a

(2)
0
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b
У  u( t , x)dt  = р (x ), x  e  [0,ш], (3)
о

где u(t ,x)  = col(u,\(t, x ) , u2 ( t , x ) , . . .  , un (t ,x))  — неизвестная функция, 
(n x ^ -м атрицы  A(t ,x) ,  B( t , x) ,  C(t , x) ,  n  - вектор-функция f  ( t ,x)  непре­
рывны на — =  [0,T] x [0,ш], n  - вектор-функция ф(t ) непрерывно диффе­
ренцируема на [0,T], n  - вектор-функция ф(x ) непрерывно дифференци­
руема на [0, ш], 0 < a < ш, 0 < b < T .

Предполагается, что функции ф(t ) и ф(x ) удовлетворяют соотношению

b a

!тл = / v i x ) d x -
о о

П у сть \\u\\0 = m ax  ||u ( t ,x ) ||.
(t,x)£Q

— du(t,  x)
Функция u(t ,x)  e  C (—, R n), имеющая частные производные — ^ —  e

e C (—, Rn), x) e  C (—, Rn), d ^ ( t  x) e  C (Q, Rn), называется класси-
dt dtdx

ческим решением задачи (1)—(3), если она удовлетворяет системе уравне­
ний (1) и интегральным условиям (2), (3).

В предлагаемой работе исследуются вопросы существования и един­
ственности классического решения задачи (1)—(3), способы построения 
приближенных решений. Для этого применяется метод введения допол­
нительных функциональных параметров, предложенный в работах [21­
22] для решения нелокальных краевых задач для систем гиперболических 
уравнений со смешанной производной. Нелокальная задача (1)-(3) в од­
номерном случае изучалась в работах [12, 15-16]. При предположениях 
непрерывной дифференцируемости коэффициентов уравнения были по­
лучены условия классической разрешимости рассматриваемой задачи [12]. 
В настоящей работе от коэффициентов системы гиперболических уравне­
ний требуется только непрерывность в рассматриваемой области. Путем 
введения новых неизвестных функций задача (1)-(3) сводится к эквива­
лентной задаче, состоящей из задачи Гурса для системы гиперболических 
уравнений с функциональными параметрами и интегральных соотноше­
ний относительно введенных параметров. Предлагается алгоритм нахож­
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дения приближенного решения исследуемой задачи и доказывается его 
сходимость. Установлены коэффициентные условия существования един­
ственного классического решения задачи (1)—(3).

Пусть A(x) =  u(0,x),  /J.(t) = u(t, 0), a = u(0, 0). В задаче (1)-(3) осуще­
ствим замену функции u(t, x ) : u(t, x) = U(t, x) +  A(x) +  ц( t ) — a и переходим 
к следующей эквивалентной задаче:

д2ц ди ди
d td x  = A(t,  x) d x  +  B(t,  x) —  +  C(t, x)u  +  A(t, x)A'(x)  +  B(t,  x)fi(t) +

+C(t,  x)A(x)  +  C(t,  x)^( t )  — C(t,  x)a  +  f  (t, x),

U(t, 0 ) = 0 ,  t e  [0,T],

U(0, x) = 0, x  e  [0, ш],
a a

J u ( t , x ) i x  + /  Ar n *  + am —aa = m - t e  m ,

(4)

(5)

(6)

(7)

J  u( t , x)dt  + bA(x) + j  fi(t)dt — ba = p(x),  x  e  [0,ш]. (8)
0 0  

Задача (4)-(6) при фиксированных A(x), fi(t), a является задачей Гурса 
относительно функции u(t ,x)  в области Q. А соотношения (7), (8) позво­
ляют определить неизвестные параметры A(x), fi(t), а, где функции A(x), 
fi(t) удовлетворяют равенству A(0) =  fi(0) = а.
_ . Л du(t , x)  _  du(t ,x)
Введем новые неизвестные функции v(t ,x)  = —  ----- , w(t ,x)  =   ---  и

dx dt
запишем ее решение в виде системы трех интегральных уравнений

t
U(t, x) = j { A(t , x)U(r, x) + B ( t , x )W(t , x) +  C(r,  x )U(t , x) + A(t , x )A\ x )  + 

0

+B(r,  x)jj,(r) + C(r,  x)A(x)  +  C(r,  x)^( t )  — C(r,  x)a + f  (r, x ^ dr, (9)

X

w(t, x) = J  j  A ( t , £)U(t, 0  +  B(t ,  £)w(t, 0  +  C(t,  i)U(t, £) + A(t,  0 A ' ( 0  +

b b
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+B(t ,C)Mt)  +  с ( t , O H O +  c (t , O K t )  — C(t ,£)a + f  ( t,£ )} dC, (10)

t

m , x )  = f  w(T,X)dT. (H )
0

Из соотношений (7), (8) при t =  0, x  =  0 с учетом условий (5), (6) и 
равенства а = А(0) =  ^(0) получим

a b

j  A(x)dx = •0(0), У  ji(t)dt = p(0).  (12)
0 0

Из условий (7), (8) с учетом (12) соответственно находим

a
1 1  

H(t) = —  u( t , x)dx  +—  [0(t) — 0 (0 )]+  a, t £ [0,T], (13)
a J a

0

b
1 11 1

A(x) = — ь  u( t , x)dt  + ь W(x) — ^>(0)] +  a, x  £ [0,w]. (14)
0

Продифференцировав соотношение (13) по t, соотношение (14) — по x, 
получим

a
1 1  

fi(t) = —  w(t , x)dx  +— 0(t),  t £ [0,T], (15)
0

b
1 1

A(x)  = — ь  u(t ,x)dt  + ^^' (x) ,  x  £ [0,w]. (16)
0

Проинтегрируем соотношение (7) по t от 0 до b (или (8) по x  от 0 до 
a при выполнении условия согласования данных) и учитывая равенства 
(12), получим представление неизвестного параметра а в виде

b a b

а = ~b j  J U(t,x)dxdt + -0 (0 )  +  b^(0) — 1 J 0(t)dt.  (17)
0 0 0
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Таким образом, имеем замкнутую систему уравнений (9)—(11), (13)— 
(17) для определения неизвестных v(t ,x) ,  w(t ,x) ,  u( t ,x) ,  (( t ) ,  A(x), ( ( t) , 
A'(x), a.

Если известны (( t) ,  A(x), (( t ) ,  A'(x), a, то из (9)—(11) находим функ­
ции u(t ,x),  w(t ,x) ,  u( t ,x) .  Обратно, если известны функции u(t ,x),  w(t ,x) ,  
u(t ,x) ,  то из системы уравнений (13)—(17) можем найти ( ( t) ,  A(x), (( t) ,  
A'(x), a. Так как неизвестными являются как u(t,x),  w(t ,x) ,  u(t ,x) ,  так и 
(( t) ,  A(x), (( t ) ,  A'(x), a, для нахождения решения задачи (4)—(8) исполь­
зуем итерационный метод. Четверку ((*(t), A*(x), a*, u*(t ,x))  — решение 
задачи (4)—(8), определяем как предел последовательности ( ( (k)(t), A(k\ x ) ,  
a (k), u (k)(t, x)), к =  0 ,1, 2 , . . . ,  по следующему алгоритм у:

Шаг-0. а) Полагая в правой части системы (17) u(t , x)  = 0, находим 
начальное приближение a (0). Затем из системы уравнений (13)—(14), по­
лагая в правой части u(t , x)  =  0, a = a (0), находим ( (0)(t), A(° \ x ) ,  а из 
системы (15)—(16), полагая в правой части w(t ,x)  = 0, v( t , x)  = 0, нахо­
дим ( (0) (t), A,(0\ x ). b) из системы интегральных уравнений (9)—(11) при 
(i(t) = ( (0)(t), A(x)  = A/(0)(x), ( ( t )  = ( (0)(t), A(x) = A(0)(x), a = a (0),
находим u((0')(t ,x),  u (0\ t , x ) ,  w (0\ t , x ) .

Шаг-1. а) Предполагая в правой части системы (17) u(t ,x)  = u (0\ t , x ) ,  
находим a (1). Затем из системы уравнений (13)—(14), полагая в правой 
части u(t , x)  = u (0\ t , x ) ,  a = a (1), находим ( (1)(t), A(1)(x), а из системы 
(15)—(16) полагая в правой части w(t ,x)  = w (0\ t , x ) ,  u(t ,x)  = u (0\ t , x ) ,  
находим ( (1)(t), A/(1)(x). b) из системы интегральных уравнений (9)—(11) 
при ( ( t )  = ( (1)(t), A’(x) = A/(1)(x), ( ( t )  = ( (1)(t), A(x) = A(1)(x), a = a (1), 
находим v (1\ t , x ) ,  u (1\ t , x ) ,  w (1\ t , x ) .

И так далее на А;-шаге находим функции a (k), ( (k\ t ) ,  A(k\ x ) ,  ( (k\ t ) ,  
A/(k)(x), U(k)(t, x), U(k)(t, x), w (k)(t, x), к = 1 , 2 , ___

Условия следующего утверждения позволяют установить сходимость 
предложенного алгоритма и однозначную разрешимость задачи (1)—(4).

Т ео р ем а . Пусть
i ) матрицы A( t ,x) ,  B( t , x) ,  C(t , x) ,  вектор-функция f  (t ,x) непрерыв­

ны на —;
ii) вектор-функции ф(t ), p(x)  непрерывно дифференцируемы на [0,T],
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[0,и], соответственно, и удовлетворяют соотношению

b a
/ 0(t )dt  = ^>(x)dx;

iii) выполняется неравенство

1 1
q(a, b) =  max(T, и) [a +  в  +  3 x l{ a b # 2  (e a — 1) (e — 1) +

+  m ax^- h eHT [eHa — 1], - ^ HеНш [eHb — 1]) } < 1,eHT \eHa — 1 1 ,1 1  
> a ^  J b H

где a  =  ||A ||0, в  =  \ \ B ||0, ү =  \ \C||0, H  =  max(1, a  +  в  +  ү ) .
Тогда задача (1)-(3) имеет единственное классическое решение. 

Доказательство.  Используя 0-шаг алгоритма, определим а (0):

а(°) =  -

b
1 1 1 

0(0) +  ^ (0) — o b ]  0( t )dt 'b ab
0

Из систем (13), (15) и (14), (16) находим / (0)(t), /I(0)(t) и A(0)(x), A'(0)(x):

M(0)(t) =  ![0 ( t)  — 0 (0 )]+  a (0), /I(0)(t) = 1 0(t),  t £ [0,T],
a a

A(0)(x) =  1 [^(x) — ^>(0)] +  a (0), A'(0)(x) =  b^ ' (x) ,  x  £ [0,и].

Решая систему интегральных уравнений (9)—(11) при найденных значени­
ях параметров, находим U(0) (t ,x),  U(0) (t, x ) , £U(0) (t, x ) .

Имеют место оценки

||U(0)(t,x ) || <  max(T, u ) M e H(x+t),

||£U(0)(t, x)|| <  max(T, u ) M e H(x+t),

||U(0)(t, x)|| < max(T, w)MeH(x+t),

где M  =  a  max ||A'(0)(x)|| +  в  max ||/i(0)(t)|| +  ү max ||A(0)(x)|| +  
xe[0,w] te[0,T] xe[0,w]

a
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+ 7 1̂ [0̂ |̂ Н(‘(0)№11+ 1 l |a (0)ll + ll f  ||о.
Находя последующие приближения из k-го и к + 1-го шагов и оценивая 

их разности, получим

||a (k+1) — a (k)|| < \ J  J  llv(k\ t , x )  — v,(k 1')(t,x)lldxdt,  (18)
0 0

l l f (k+1)(t) — f (k)( t) l l<
a

< U  llu(k)(t ,x) — U(k~1)(t,x)lldx + | |a (k+1) — a (k)ll, (19)
0

a

l l f (k+1)(t) — f  (k)(t)|| <  a y  HU(k)(t ,x) — w (k~1\ t , x ) l ldx ,  (2 0 )
0

llA(k+1)(x) — A(k)(x)ll <
b

< U  llU(k)(t ,x) — U(k~1)(t,x)lldt + lla(k+1) — a (k)ll, (21)
0

b
||A/(k+1)(x) — A/(k)(x)ll < b j  llU(k)(t ,x) — U(k- 1)(t,x)lldt, (22)

0

ll'U(k+1')(t ,x) — 'U(k')(t,x)ll < m a x ( T , u ) { a  max ||A/(k+1)(x) — A/(k)(x)|| +
I xe[o,w]

+ в  max l l f (k+1)(t) — f (k)(t)|| +  4  max HA(k+1)(x) — A(k)(x)ll +
te[o,T ] -x€[0,w|

+ max l l f (k+1)(t) — f (k)(t)ll + | |a (k+1) — a (k) ||] \ e H (x+t), (23)
te[o,T] J J

llwv(k+1')(t ,x) — w (k')(t,x)ll < m a x ( T , u ) { a  max ||A/(k+1)(x) — A/(k)(x)|| +
I xe[o,w]

+ в  max l l f (k+1)(t) — f (k)(t)|| +  4  max ||A(k+1)(x) — A(k)(x)ll +
t£[0,T ] -x€[0,w|
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+  max | | / (k+1)(t) — / (k)(t)|| +  | |a (k+1) — a (k)||] | e H(x+t), (24)

||U(fc+1)(t, x) — U(k)(t, x)|| <  max(T, w) { a  max ||A'(k+1)(x) — A'(k)(x)|| +
I xe[0,w]

+ в  max ||/i(k+1)(t) — i (k)(t)|| +  4  max ||A(k+1)(x) — A(k)(x)|| +
te[0,T ] ■xG[0,w]

+  max | | / (k+1)(t) — / (k)(t)|| +  | |a (k+1) — a (k)||l l e H(x+t). (25)
te[0,T] J J

Пусть

A k+1 =  m a ^  max ||A'(k+1)(x) — A'(k)(x ) ||, max ||/I(k+1)(t) — /i(k)(t)||,
W[0,w] te[0,T]

max ||A(k+1)(x) — A(k)(x)||, max | | / (k+1)(t) — / (k)(t)||, | |a (k+1) — a (k)|| 
xe[0,w] te[0,T]

Тогда из соотношений (18)—(22) с учетом оценок (23)—(25) получим основ­
ное неравенство

Ak+ 1  < q(a,b)Ak.

Из условия q(a, b) < 1 вытекает сходимость последовательности Ak при 
к оо к A*. Отсюда получаем равномерную сходимость последовательно­
стей / (k)(t), i (k)(t), A(k)(x), A'(k)(x) и сходимость последовательности a (k) 
при к ^  о  соответственно к /* (t), /I*(t), A*(x), A'*(x) и a*. Функции /* (t), 
A*(x) являются непрерывными на [0,T], [0,и], соответственно. На основе 
оценок (23), (24), (25) установим равномерную сходимость последователь­
ностей U(k)(t, x), w(k)(t,x ), u (k)(t, x), относительно (t, x) £ Q к функциям 
U*(t,x), W*(t,x),  u*(t,x),  соответственно.

Оценим разности между точным и приближенным решениями задачи
(4)-(8) k

rn a x ^ * ( i )  — ^ » ^  1 — i O L m , (26)

max ||A*(x) — A(k)(x)|| < [q(a,b)]kM,  (27)
xe[0,w] 1 — q(a, b)

||a* — a (k)| | <  [q(a’b)]^  M,  (28)
1 — q(a, b)
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\\u*(t,x) — u (k)(t,x)\\ < тах(Т,ш){а + в  + 3ү}ен(х+і') } q(a,!>̂ \ ) M.  (29)
1 — q(a, b)

Очевидно, что функция u*(t,x)  является непрерывной на —. Таким обра­
зом, четверка функций ((*(t), A*(x), a* ,u*(t, x)) является решением задачи
(4)—(8).

Единственность решения задачи (4)—(8) доказывается от противного. 
Из эквивалентности задач (1)—(3) и (4)—(8) следует существование един­
ственного классического решения задачи (1)—(4) u*(t,x) = u*(t ,x)+A*(x) + 
( * ( t ) +  a*.

Теорема доказана. □

З а клю чение

Таким образом, нелокальная задача с интегральными условиями для 
системы гиперболических уравнений (1)—(3) путем введения новых функ­
циональных параметров A(x), (( t ) ,  a как значений искомой функции u(t, x) 
на характеристиках t =  0, x = 0, в точке (0, 0), и осуществления замены 
u(t, x) = u(t, x) = A(x) — (( t )  +  a сводится к эквивалентной задаче, состоя­
щей из задачи Гурса для системы гиперболических уравнений с функци­
ональными параметрами и интегральных соотношений относительно па­
раметров. Построен алгоритм нахождения решения полученной задачи и 
доказана его сходимость. Получены условия существования единственного 
классического решения задачи (1)—(3) в терминах матриц A, B , C , чисел 
Т , ш, a, b.
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Асанова А.Т. ГИПЕРБОЛАЛЫ Қ ТЕКТЕС ТЕҢДЕУЛЕР Ж Ү Й Е С  
ҮШШ ИНТЕГРАЛДЫ Қ Ш АРТТАРЫ БАР БЕЙЛОКАЛ ЕСЕПТЩ  ШЕ- 
Ш Ш Ш Д Ш  ТУРАЛЫ

Гиперболалық тектес дербес туындылы теңдеулер ж үйес үшш инте- 
гралдық шарттары бар бейлокал есеп қарастырылады. Есептщ жалғыз 
классикалық шешiмiнiң бар болуының жеткшжта шарттары бастапқы 
бершмдер термишнде тағайындалған. Ж уы қ шешiмдi табу алгоритмi 
үсынылған және оның гиперболалық теңдеулер ж үйес үшш интегралдық 
шарттары бар бейлокал есептщ дәл шешiмiне жинақтылығы дәлелденген.
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Asanova A.T. ON A SOLVABILITY OF THE NONLOCAL PROBLEM 
WITH INTEGRAL CONDITIONS FOR SYSTEM OF THE EQUATIONS 
OF HYPERBOLIC TYPE

The nonlocal problem with integral conditions for system of the equations 
in partial derivatives of hyperbolic type in the rectangular domain is 
considered. Sufficient conditions of the existence of unique classical solution 
of the problem in the terms of initial data are established. The algorithm 
of finding of the approximate solution is offered and it convergence to the 
exact solution of nonlocal problem with integral conditions for system of the 
hyperbolic equations is proved.
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ВОЗДЕЙСТВИЕМ

Рассматривается линейная двухточечная краевая задача для систем на­
груженных дифференциальных уравнений с импульсным воздействием. 
Предлагается численная реализация метода параметризации с использо­
ванием метода Рунге-Кутта 4-го порядка решения задач Коши для обык­
новенных дифференциальных уравнений.
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В ведение

В последние годы интерес к изучению нагруженных дифференциаль­
ных уравнений неуклонно возрастает, и они находят многочисленные при­
менения в задачах практики. Значительный вклад в развитие теории на­
груженных уравнений внесли работы А. М. Нахушева [1, 2]. Работы
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А.М. Нахушева и его учеников способствовали интенсивному и системати­
ческому изучению краевых задач для нагруженных дифференциальных 
уравнений. В работе [3] предложен численный метод решения системы 
обыкновенных нагруженных дифференциальных уравнений с начальны­
ми и неразделенными многоточечными условиями. В работе [4] при пред­
положении существования и единственности решения предлагаются алго­
ритмы, основанные на идее переноса краевых условий. Перенос осуществ­
ляется решением матричных задач Коши для нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений.

Математическое моделирование эволюции реальных процессов с крат­
ковременными возмущениями, длительностью которых можно пренеб­
речь, приводит к необходимости исследования дифференциальных уравне­
ний с импульсным воздействием. Различные задачи для таких уравнений, 
методы их решения и другие вопросы теории импульсных систем рассмот­
рены многими авторами (см. [5]—[9]). Известно, что наличие импульса су­
щественно влияет на свойства решений обыкновенных дифференциальных 
уравнений.

В статье [10] на основе метода параметризации [11] найдены коэффи­
циентные признаки однозначной разрешимости линейной краевой задачи 
для систем обыкновенных дифференциальных уравнений с импульсным 
воздействием и построены алгоритмы нахождения решения этой задачи.

В настоящей работе рассматривается двухточечная краевая задача для 
системы нагруженных дифференциальных уравнений с импульсным воз­
действием. Точки нагружения являются также точками импульсного воз­
действия. Для ее исследования и решения применяется метод парамет­
ризации. Интервал разбивается на части и вводятся дополнительные па­
раметры как значения решения в начальных точках полуинтервалов. По 
матрицам нагруженного члена, краевого условия и условия импульсного 
воздействия составлена система линейных алгебраических уравнений от­
носительно параметров. Коэффициенты и правая часть системы опреде­
ляются решениями задач Коши для линейных обыкновенных дифферен­
циальных уравнений. Из системы находятся значения искомой функции 
в начальных точках полуинтервалов. Предлагается численная реализация 
алгоритма метода параметризации. Задачи Коши для обыкновенных диф­
ференциальных уравнений на полуинтервалах решаются методом Рунге-
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Кутта 4-го порядка. Численная реализация метода параметризации иллю­
стрируется примерами.

1 П остановка  задачи

На отрезке [0, T ] рассматривается линейная двухточечная краевая за­
дача для систем нагруженных дифференциальных уравнений с импульс­
ным воздействием

m(IX ж_
—  =  Ao(t)x + ^ 2 Aj(t)  lim x(t) + f i t ) ,  t e  (0 ,Т)\{Өі,Ө2, . . . ,Өт}, (1)dt t— j -+0

j= i j

Box(0) +  Cox(T) = d, d e  Rn , x e  Rn , (2)

B i lim x(t) — Ci lim x(t) = ші , ші e  Rn , i = 1,m, (3)
t^Si-0 t^Bi+0

где Aj(t)  — матрицы (n x  n)- порядка, j  =  0, m, и n -мерный вектор f  (t) 
кусочно-непрерывен на [0, T ] с возможными разрывами первого рода в 
точках t = Өі , i = 1,m. B j , C j , j  = 0,m,  — постоянные матрицы размер­
ности (n x n), 0 = Ө0 < Ө1 < Ө2 < . . .  < Өт < Өт+1 = Т , \\x\\ = m ax \xi \,in
\\A(t)\\ =  m a ^  \aik(t)\.

i k=1
Через P C ([0,T],Өі , Rn) обозначим пространство кусочно-непрерывных 

функций с нормой \\x\\i =  max sup \\x(t)\\.
i=0,m te[0i ,0i+1)

Решением задачи (1)—(3) является дифференцируемая на [0,T], кусоч­
но-непрерывная вектор-функция x(t), которая удовлетворяет нагружен­
ному дифференциальному уравнению (1) на [0,T] за исключением точек 
t = Өі , i = 1,m,  граничному условию (2) и условиям импульсных воздей­
ствий в фиксированные моменты времени (3).

2 Схема м етода  парам етризации

Отрезок [0, T ] разбивается на полуинтервалы точками нагружения: 
m+i

[0, T ) =  l j  [Өг - і,Өг). Введем пространство C ([0,T],ӨГ, Rn(m+1)) систем
r=1

функций x[t] =  (x1( t ) , x2( t ) , . . .  , x m+1(t)) таких, что функции x r (t), r =
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Численная реализация метода параметризации решения 39

1,m  +  1, непрерывны на [0r - i ,0r) и имеют конечный левосторонний пре­
дел _______

lim x r (t), r = 1,m  +  1, с нормой ||ж[-]|І2 =  max sup \\xr (t)||.
t^Or-0 r=1,m+1 te[9r-ifir)

Сужение функции x(t) на [Өг - і, Өг), r = 1,m  +  1, обозначим через x r (t), 
r = 1, m  +  1.

Введя дополнительные параметры \ r = x r (Өг - і), r = 1, m  + 1, и на 
каждом подуинтервале [Өг - і, Өг), r = 1,m  +  1, произведя замену ur(t) = 
x r (t) — \ r , r = 1, m  +  1, получим краевую задачу с параметрами \ r :

j  m
~dt = A0 (t) (ur (t) + Ar) + A j (t)Aj+1 + f( t) ,  t е  [Өг-1 ,Өг'), (4)

j=1

ur (Өг-1) = 0, r = 1,m + 1, (5)

B 0 X1 + C0 \ m + 1  + C0 lim um+ 1 (t) =  d, (6)t ^ T -  0

Bi lim ui(t) + B K i  — Ci \ i + 1 = Pi, i = 1, m. (7)
і^Өі -  0

Решением задачи (4)—(7) является пара (Л, u[t]) с элементами Л =  
(Al,A2 , . . . , Am+ 1 ) е  Mra(m+1), u[t] = (u 1 ( t) ,u 2 ( t ) , . . . , u m + 1 (t)) S C ([0,Т],Өг, 
Rra(m+1)), где функции ur(t) непрерывно дифференцируемы на [ӨГ- 1 ,ӨГ), 
r = 1,m  +  1 и при Ar = Л* удовлетворяют системе нагруженных диффе­
ренциальных уравнений (4) и условиям (5)—(7).

Задачи (1)—(3) и (4)—(7) эквивалентны. Если пара (A, u[t]), где А =  
(Ab A2, . . . . ,Am+ 1 ) е  Mra(m+1), A[t] =  (A1 (t),A2 ( t ) , . . . ,Am+ 1  (t)) е  C ([0,T], 
Өг, Rra(m+1)) — решение задачи (4)—(7), то функция x(t), определяемая 
равенствами A(t) =  Ar (t) + Ar , t е  [ӨГ-1,ӨГ), r = 1 ,m  +  1, A(T) =  
Am+ 1  +  lim um+1 (t), будет решением исходной задачи (1)—(3). И наоборот,

если функция x(t) является решением задачи (1)—(3), то пара (A,u[t]), где 
Л =  ( x ^ 0), x (Ө1) , . . . ,  x ^ m+1)), u[t] = (x(t) — x ^ 0),x(t)  — x (Ө{),. . . ,  x(t) — 
x ^ m+{)), будет решением задачи (4)—(7).

Используя фундаментальную матрицу X r (t) дифференциального ура-
dx _______

внения —  =  A(t )x  на [Өг-  1 ,ӨГ), r = 1 ,m + 1, решение задачи Коши (4), 
dt
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(5) запишем в следующем виде:

t* m
Ur(t) = X r(t) X - 1 (r) ^Ao(t )Xr + ^ 2  Aj(r)Xj+i  +  f  ( t ) )  dr, (8)

өГ-1 j =1

t E [ӨГ-1,ӨГ), r = 1,m  +  1.

Подставляя правую часть (8) в краевое условие (6) и условия импульса 
(7), получим следующую систему алгебраических уравнений относительно 
параметров Xr, r = 1, m  +  1 :

B 0 X1 + Co Î  + Xm+l(T) j  X - + i ( t )A o ( t ) d ĵ Xm+1 + CoXm+l(T)x
ө

T Tm
X J  X m+1(r ) Y ^  A j (Т )Xj+1dT = d -  C0X m+1(T) J  X m+I(r  ) f  (r )dт, (9)

Ө j=1өт
Өі* m

В іХ і (Өі) J  X - 1 ( t ^ A0( r )Xi + A j (r)Xj+1^ dr + B iXi -  CiXi+l
Өі-i  j 1

Өі
= фі -  BiХі(Өі) (  X i 1 ( r ) f  (r)dr, i = 1,m.  (10)

Өі-і

Обозначив через Q *(Ө) матрицу, соответствующую левой части систе­
мы (9), (10) и введя вектор

Ғ*(Ө) = (d -  CoXm+i(T) T X - 1 ( r ) f  (r)dr, P1 -  В іХ і(Ө і ) j 1 X - 1 ( r ) f  (r)dr,
Өт Өо

■■■,Pm -  B m X m ^m )  f  X - 1 (t  ) f  (r )dr) ,
Өт — 1

запишем систему (9), (10) в виде

Q*^)X  = Ғ*(Ө). (11)

Ө
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Нетрудно установить, что разрешимость краевой задачи (1)—(3) экви­
валентна разрешимости системы (11).

Решение системы (11) Л* =  (Л̂ , Л^,. . . ,  Л^+1) £ Rn(m+1) состоит из 
значений решений исходной задачи (1)—(3) в начальных точках полунтер- 
валов, то есть Л* = x*(0r-1 ), r = 1, m  +  1. Если известно Л* =  (Л1, Л*,. . . ,  
Лт+i) — решение системы (11), то решение краевой задачи (1)—(3) опре­
деляется равенствами

t  m
x*(t) = X r ( і)Х- 1 (Өг-і)Л*г + X r (t) J  X r- 1( r ) ^  (т )Л*+і +  f  (t)] dr,

Ө r — 1 j =

t £ [ӨГ-1,ӨГ), r = 1 ,m  +  1, (12)

X*(T) = Xm+1 (T  )Xm+1 (Өт) Лт+1 +

T m
+ Xm + 1 (T) I X - + 1 (r ) [ £  Aj (Т)Л*+ 1  +  f  (r )] dr. (13)

Ө j=1өт
Таким образом, в этом случае получаем решение линейной двухточечной 
краевой задачи для систем нагруженных дифференциальных уравнений с 
импульсным воздействием (1)—(3) в аналитической форме (12), (13).

3 Ч исленная  реа л и за ц и я  метода  парам етризации

Как видно из уравнений (9), (10), коэффициенты и правая часть си­
стемы (11) составляются с помощью решения задач Коши

dz ____ _______
— = A 0(t)z + Aj  (t), z ^ r-1) = 0, j  = 0,m, r = 1,m  +  1, (14)

dz _______
— = Ao(t)z + f  (t), z ^ r - 1 ) = 0, r = 1,m + 1. (15)

Предлагается следующая численная реализация метода параметриза­
ции, основанная на решении задач Коши (14), (15) методом Рунге-Кутта 
4-го порядка.

Пусть имеем разбиение 0 =  Өо < Ө1 < Ө2 < . . .  < Өт < Өт+ 1  = T . 
Каждый полуинтервал [Ө- 1 ,Өі), i = 1 ,m  +  1, делим на Ni частей, при­
ближенные значения коэффициентов и правой части (11) найдем, решая
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матричные и векторные задачи Коши методом Рунге-Кутта 4-го порядка 
с шагом hi = (Өі -  Өі-\)/Мі, i = 1,m  +  1 на каждом i-ом интервале. Тогда 
получим следующую приближенную систему алгебраических уравнений 
относительно параметров X:

Qe №)X = - Ғ Һ(Ө), X E Rn(m+1), h = (h i ,h2 , . . . ,hm+i) .  (16)

Решая систему (16), найдем Xh E Rn(m+1). Как было отмечено выше, 
величины Xе = (Xе , Xе, , . . . ,  X m+i) E R n(m+1') являются значениями при­
ближенного решения задачи (1)—(3) в начальных точках полуинтервалов: 
x h (Өо) = X{ , x h (Өі) = X h , . . . , x h (Өm) = Xm+v Из формул (12), (13) 
следует, что приближенные значения решения в остальных точках полу­
интервалов определяются решениями задач Коши

m
dx = Ao(t)x + ^ 2  Aj(t)Xh+i + f  (t), t E [Өг- i ,Өг), r = 1,m + 1, (17)

j=i

x ^ r-1) = Xh, r = 1,m + 1. (18)

Используя метод Рунге-Кутта 4-го порядка при решении задач Коши 
(17), (18) мы найдем численное решение задачи (1)—(3).

В качестве иллюстрации предложенной численной реализации метода 
параметризации рассмотрим следующие примеры.

4 П рим еры

На [0, T ] рассмотрим линейную двухточечную краевую задачу для си­
стем нагруженных дифференциальных уравнений с импульсным воздей­
ствием

dx
—  =  Ao(t)x + Ai(t)  lim x(t) + f  (t), t E [0,T]\{Ө{\, (19)
dt t—>Өі+o

B ox(0) + Cox ( T ) = d, d E R2, x  E R2, (20)

B 1 lim x(t) -  C1 lim x(t) = p 1, p 1 E R2. (21)
t—Өі— t—Өі +o
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З адача  1. Пусть

Т = 1 .  Ө14  A 0 = ( ;  ; ) ,  ^  ( 0 1 ) ,  B 0 = ( 0 1

B 1 = ( 0  0 )  • C0 = ( —  0 )  C 1 = ( 0  0 )  • d = —

P1 = ( —У  ■ f = f  — m 4) при t е [0-1/2) •

f  ( t ) = ( ——— +  + // ') при t е  [l / 2 , 1] .

В рассматриваемой задаче фундаментальной матрицей дифференци­
альной части уравнения (19) является матрица

(  1 e2t
X  w  = и  U

Дополнительные параметры Ar , r = 1, 2, обозначим A1 := x(0), A2 

x(1/2),  в начальных точках полуинтервалов произведем замену u 1 (s) 
x(s) — A1, s е  [0,1/2), u2(s) = x(s) — A2, s е  [1/2,1). Тогда получим

u1(t) =

1 1 2t 1 1 2tI  + _ e2 t ----- + -  e2t '
2 2 2 2
1 1 2t 1 1 2t

1 —  + — e —  + — e J \  2 2 2 2 /

A1+

+

/ t 2 t 1
+

1
4 — 4 — 8 8
t 2 t 1

+
1

V 4 — 4 — 8 8

2t

2t

1 . 1  2 t \~ — 7 +  т  e4
1
4

2t
A2 +

+

t2 1 1-- + 1 + -  — - e
8 8 8
2 t 1 1

2t

t2 t 1 1 2t
 + — + — — — e

8 4 8 8

t е
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U2(t) =

/ t 2 t 9
+

3
4 -  4 - 16 4
t 2 t 11

+
3

V 4 -  4 - 16 4

,2t— 1

,2t- 1

t , 3 2t 1
2 -  1 + 4 е

1
- - - -  +  -  е2—  

2 2 +  4 е

Л2 +

+
7t

t2 1 9
~  +  t + --- — —— е
8 32 16
2 t 7 91 +

 
■ I + --- -  —  е4 32 16

2t-1  ̂

/
2t-1

t
1

1
2

Краевое условие и условия импульсного воздействия решения при t =  1/2 
приводят к следующей системе линейных алгебраических уравнений от­
носительно параметров:

( 1 0 -1 -  3 е16 4е 1 - 3  е \2 4е
0 1 11 _  3 е16 4е - 3  е4 е

1 + 1  е2 ^ 2  е е|̂<N+1 -2 1  +  1 е16 ^  8 е 1 е4 е

V - 1  +  1 е2 ^ 2  е 1 +  1 е 2 ' 2е - 3  +  1 е16 ^  8 е - 3 +  1 е j2 4е /

{  Ап \  

А12 

А21 

У А22 )

(  _5-----9 е \' 3 2  16е
11
32 16е

- 21 +  1 е32 ^  8 е

V - 32 +  8е /

Отсюда найдем значения параметров, которые обозначим через А* ,̂ i , j  
1, 2,

А11 = 0 , А12 =  0 , А21 =  1/2, А22 =  1/4.

Единственным решением задачи (19)—(21) является вектор x*(t):

x ( t ) =  0 +
1 е2

- 1  е2і
1/2

(1 -  2т)е-2т/2 dr = t

t
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х

t
х / (1 -  2т2)е-2т/2

1/2 -  т
2 \ „-2т dT

0

В первом примере нам удалось построить фундаментальную матри­
цу дифференциальной части рассматриваемого обыкновенного дифферен­
циального уравнения. Это в совокупности с вычисляемостью интегралов 
позвилило с помощью алгоритма метода параметризации построить реше­
ние задачи в явном виде.

З адача  2. Пусть

Здесь марица дифференциальной части уравнения (19) является пере­
менной и построить фундаментальную матрицу не удается. В этом слу­
чае используем численную реализацию алгоритма метода параметриза­
ции. Приведем результаты численной реализации алгоритма при разбие­
нии интервала [0,1] с шагом Һ = 0.5 и разбиении [0,1/2], [1/2,1] с шагом
hi = Һ2 = 0.025:
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t x1(t) x2(t) t X1(t) x2(t)
0 0.00000001 0 0.5 0.50000001 0.25

0.025 -0.02437499 0.02499999 0.525 0.525 0.275625
0.05 -0.04749999 0.04999999 0.55 0.55000001 0.3025

0.075 -0.06937499 0.07499999 0.575 0.57500001 0.330625
0.1 -0.08999999 0.09999999 0.6 0.60000001 0.36

0.125 -0.10937499 0.12499999 0.625 0.62500001 0.390625
0.15 -0.12749999 0.14999999 0.65 0.65000001 0.4225

0.175 -0.14437499 0.17499999 0.675 0.67500001 0.455625
0.2 -0.15999999 0.19999999 0.7 0.70000001 0.49

0.225 -0.17437499 0.22499999 0.725 0.72500001 0.525625
0.25 -0.18749999 0.24999999 0.75 0.75000001 0.5625

0.275 -0.19937499 0.27499999 0.775 0.77500001 0.600625
0.3 -0.20999999 0.29999999 0.8 0.80000001 0.64

0.325 -0.21937499 0.32499999 0.825 0.82500001 0.680625
0.35 -0.21937499 0.32499999 0.85 0.85 0.7225

0.375 -0.23437499 0.375 0.875 0.87500001 0.765625
0.4 -0.23999999 0.4 0.9 0.90000001 0.81

0.425 -0.24437499 0.425 0.925 0.92500001 0.85562499
0.45 -0.24749999 0.45 0.95 0.95000001 0.90249999

0.475 -0.24937499 0.475 0.975 0.97500001 0.95062499
0.5 -0.24999999 0.5 1 1.00000001 0.99999999

Решением второй задачи является вектор x*(t) =
t2 t

при t е

[0,1/2), x*(t) = ( t 2 ) при t е  [1/2,1] и справедлива оценка

max \\x*(tj) — x ( t j )|| <  0.000000007.
j=1,40
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Бакирова Э.А., Қадырбаева Ж .М . ИМПУЛЬСТЖ ЭСЕР! БАР Ж Ү К- 
ТЕЛГЕН ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР ҮШШ EKI НҮКТЕЛI 
Ш ЕТТЖ  Е С Е П Т  Ш ЕШ УДЩ  ПАРАМЕТРЛЕУ ЭДЮ Ш Щ  ЕСЕПТЖ  
Ж Ү ЗЕГЕ АСЫРЫЛУЫ

Импульстік әсерi бар жүктелген дифференциалдық теңдеулер жүйесі 
Үшін сызықты ею нүктелi шеттік есеп қарастырылады. Ж әй дифферен- 
циалдық теңдеулер үшін Коши есептерін шешуге 4-ші ретті Рунге-Кутта
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әдісі қолданылатын параметрлеу әдісінің есептік жүзеге асырылуы 
үсынылады.

Bakirova E.A., Kadirbayeva Zh.M. NUMERICAL IMPLEMENTATION 
OF THE PARAMETRIZATION METHOD OF SOLVING OF TWO-POINT 
BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR LOADED DIFFERENTIAL EQUA­
TIONS WITH IMPULSE EFFECT

A Ііпеаг two-point boundary value problem for a system of the loaded 
differential equations with impulse effect is considered. W ith the help of the 
Runge-Kutta 4-th order method to solve the Cauchy problem for ordinary 
differential equation the numerical implementation of the parametrization me­
thod is proposed.
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РАЗНОСТНО-ДИНАМИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ С ПАРАМЕТРОМ ПРИ НАЛИЧИИ РЕЗОНАНСА

На основе метода непрерывной нормализации исследуются нелинейные 
разностно-динамические системы (РДС) в критическом случае, непрерыв­
но зависящие от параметра. Ставится задача о сильной устойчивости, ко­
гда характер устойчивости РДС в окрестности изолированных значений 
параметра сохраняется. Для резонанса нечетного порядка получены усло­
вия сильно асимптотической устойчивости и неустойчивости.
Ключевые слова: непрерывная нормализация, сильная устойчивость, ре­
зонанс четного порядка, прохождение через резонанс.

В ведение

Рассматриваются разностно-динамические системы (РДС), непрерыв­
но зависящие от параметра, в случае, когда в рассматриваемой области 
значений параметра характеристические уравнения системы первого при­
ближения имеют m-пар комплексно-сопряженных корней, по модулю рав­
ных единице.

При изменении параметра ц  вблизи резонансного значения цо, при ко­
тором система обладает внутренним резонансом, возможны различные из­
менения свойства устойчивости. Ставится задача о сильной устойчивости,
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когда характер устойчивости системы в точке po сохраняется в некоторой 
окрестности этой точки.

Для резонанса нечетного порядка получены условия сильно асимпто­
тической устойчивости и неустойчивости.

1 Основны е  о п ред ел ен и я  и постановка  задачи

Рассмотрим автономную РДС

Xn+i =  A (p) Xn +  f  (p ■ Xn) , n e  N,  p e  G, (1)
где x n e  R m , А — квадратная матрица размера m  х  m, непрерывно зави­
сящая от p e  G, f  (xn) — аналитическая вектор-функция, представимая 
в виде

f  (p,Xn) = f (k) (p ,Xn) ,
\k\= 2

где f (k) (p, Xn) = ^  f j  (p) ■ Xjn — форма k - порядка с непрерывным f j  (p) 
\j \=k

в G.
Будем говорить, что РДС (1) устойчива (неустойчива) в точке po e G, 

если тривиальное решение системы (1) при p = po устойчиво (неустойчи­
во) по Ляпунову [1].

О п р ед ел ен и е  1. Устойчивая (неустойчивая) РДС  (1) в точке po e  G, 
называется сильно устойчивой (неустойчивой) в этой точке, если суще­
ствует такая е-окрестность точки po e  U£ (po) С G, что система (1) 
устойчива (неустойчива) в каждой точке p e  U£ (po)-

Предполагается, что РДС (1) такова, что в области G матрица A (p) 
имеет m-пар непрерывных по p  комплексных собственных чисел

Xk = e x p ( - i ^ k  ( p ) ) , k = l , m ,

и приводима в G к непрерывной по p  диагональной матрице [2]. Через Z+m 
обозначим множество m-мерных векторов, компоненты которых — целые 
неотрицательные числа. Если l e  Z+m то

m
l = (l i , l 2 , . . . , l m)  , s = l , m ; \l\ = 2̂ lj ■

j=i
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О п р ед ел ен и е  2. Говорят, что РДС  (1) в точке уо е  G обладает внут­
ренним резонансом L-го порядка, если существует вектор l Е Z+1 , ls — 
взаимно простые и такие, что при у  = у о

(Л У°) = 2̂, lj $  = 0 (mod 2п) , \l \ = L '; Ч>° = <Р (Уо) =  {<Ръ ■■■,^°т) ■ (2)

В предлагаемой работе рассматриваемая задача связана с изучением 
влияния малой вариации значений параметра на свойство устойчивости

Как известно из [3-7], эффективным методом исследования устойчиво­
сти системы (1) при фиксированных значениях параметра (как резонанс­
ных, так и нерезонансных) служит предварительное преобразование ее к 
нормальной форме до нужного порядка. Когда уо нерезонансная, то в ее 
малой окрестности нормализация будет непрерывной по у. Это означает, 
что характер устойчивости системы сохраняется в окрестности уо.

Если значение уо резонансное, то структура нормальной формы меня­
ется при прохождении параметра у  через уо. Поэтому для рассматрива­
емого класса систем наибольший интерес представляет задача о сильной 
устойчивости в окрестности уо. В этом случае возникает вопрос о суще­
ствовании для системы (1) непрерывной по у  нормальной формы.

2 Н еп реры вн а я  п о  парам етру  но рм а льн ая  форма

При предположениях, сделанных в п.1, РДС (1) можно записать в виде

где Л (у) = (5VT exp (i$ v))m , 5VT — символ Кронекера. Здесь zn Е Rm, 
черта сверху означает комплексную сопряженность.

m

j=i

РДС (1).

Zn+1 = Л(у)  Zn +  f  (zn, Zn, у) , (3)

\p\+\q\=l

функции $ s (у) и f f ’q (у) непрерывны в G.
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Нашей целью является преобразование РДС (3) к специальной простой 
(нормальной) форме, впервые предложенной в [4] для систем без парамет­
ра.

Для непрерывных РДС подобные преобразования применялись мно­
гими авторами, обзор работ которых содержится в [8]. Применим к (3) 
обратимую замену переменных:

Zn = Уп +  h (yn,Vn,V) = H  (Уп,Упр  • (4)

В результате РДС (3) перейдет в систему

Уп+i =  H -1 о (Л (р) +  f ) о H  (Zn,Zn,р)  (5)

(где знак "о" означает суперпозицию). Особый интерес для нас представ­
ляет случай, когда правую часть (5) можно представить в виде:

H -1 о (Л (р) +  f ) о H  (Zn,Zn,p) = Л (р) Уп  +  ф (р ,Уп ,Уп ) , (6)

где ф имеет структуру, аналогичную f  в (3).

Л е м м а  1. Если в окрестности U х G, где U = {\уп \ < е}, имеет место 
неравенство

\h (Р,Уп,Уп) \ < 1> (7)
тогда правая часть (5) представима в виде (6), где

_  ж k _
ф (Р, Уп, Уп) = Е  ( - h )  о [Л (Р) h (Р, Уп, Уп) -  /0ч

k=0   (8)
-  h(p ,  Л (р) Уп , X (р) • Уп) +  f  р  H,  H)] •

Доказательство. Поскольку для V (yn , р) Е U х G выполняется условие 
(7), то имеет место разложение

Ж
h  - 1 =  [ i+ h ] -1 = J 2 - h ) k .

k=0

Используя его, получим соотношения

ж k
н -1 о [Л(р)+ f ] о H  (р,Уп,Уп) = Л ( р )  Уп + Е  ( -h )  о {Л(р)  Уп+

k= 0  _
+Л (р) h (р, Уп , Уп) -  h (р, Уп , Л (р) Уп) + f  (р, н , н ) } ,
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откуда следует (8). Лемма доказана. □
Таким образом, при выполнении условий леммы 1 рассматриваемое 

преобразование (4) является обратимым и связывает решения систем (3) 
и (5).

Рассмотрим условия, при которых преобразованное уравнение линей­
но, то есть в (6)

ф =  0 . (9)

Из структуры ф следует, что тождество (9) выполняется тогда и только 
тогда, когда разрешимо функциональное уравнение типа Шредера [9]

Л (p) h (p, yn, Уп) -  h(p ,  Л (p) yn, Л (p) yn) + f  (p, H , H ) = 0  (10)

для УуП \yn e  U . Как известно, разрешимость уравнений (10) зависит от 
структуры матрицы Л (p) .

Положим

T f  =  £  ( - h ) k о { f { p , H , H )  -  f  (p, yn, yn)} . 
k=o

Тогда после последовательного проведения серии замен переменных 
H 2 , H 3 , . . . ,  Hk , то есть

Zn = (1 + Һ2 ) О (1 +  Һ3) О . . .  О (1 + hk) О (p, Уп , Уп ) = Hk (p, Уп , Уп ) , (11)

где hq (p , Уn, Уп ) = Е  h(k’l) (p) УП УП РДС (3) можно привести к виду
\k+l\=q

k -i
Уп + 1  = Л (p) yn +  ^  [Tv f  ]lv О (p, yn ,Уп ) + T k f ,  (12)

T =1

где [Tvf ] v — вектор-формы порядка \lv \.
Определим структуру [TTf]lv о (p,yn , yn) в зависимости от Л(p).  
Применяя к (3) Пт преобразования для нахождения H v , получим

Л (p) hv p  у^ Уп) -  hv p  л У̂  ЛУп) =

= [T V-if  (p,yn ,yn)]V =  F (v) (p,yn ,yn) ,
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где F (т) (у,Уп ,Уп) = ^ 2  Fk,lуП У1п . В эквивалентном функциональном
\k+l\=T

уравнении Шредера (13) уравнения для коэффициентов hk’1 имеют вид

[exp(i$s (у) — exp (у) (к — l))] h (k,l') = Fkj, $  Е R m, к ■ l Е Z+1 . (14)

О п р ед ел ен и е  3. Пары векторов (k,l) , к = l +  5s, и соответствующие 
им коэффициенты s уравнений РДС  (3) и преобразований HT называются 
резонансными, если существуют такие у  Е G, что

(k — l — 5s, $  (у)) = 0 (mod 2 п ) , (15)

где Ss — s -й орт в Z+1.

Множество всех резонансных пар векторов s-го уравнения обозначим 
через NG . Для пары векторов (к, l) при к = l +  5s всегда имеем (к — l ,$)  = 
2кп (Уу Е G), и они образуют множество Щ , которое определяет члены 
тождественного резонанса [5]. Обозначим N s = N ^  (J Щ . Из (13) с учетом 
(14) имеет место

Л е м м а  2 (о р азр еш и м о с ти  у р ав н ен и я  Ш редера  [10]). Пусть в (14) 
Fk,i (у) непрерывны в G. Тогда уравнение (13) разрешимо относительно 
форм h (T) (у ,Уп,Уп), если к ,l Е N s, а при к ,l Е N s уравнение (13), вообще 
говоря, не разрешимо.

Это означает, что по отношению к HT преобразованные резонансные 
члены т-го порядка правой части РДС (3) являются инвариантными, то 
есть справедлива

Т е о р е м а  1 (о н о р м ал и зац и и ). При любых значениях непрерывных по 
у  нерезонансных коэффициентов в системе (3) непрерывные резонансные 
коэффициенты могут быть в ней подобраны такими, что будет суще­
ствовать непрерывное в G преобразование П =  lim n T, переводящее си-T
стему (3) в нормальную форму. Непрерывная нормальная форма будет 
получена, если положить в (3) все нерезонансные коэффициенты равны­
ми нулю, то есть она будет иметь следующую структуру:

yn+1 =  Л (у) yn + yn Ху a q+&Wn +  Ху а Ыyn yn ,
\q\>i (k î)eNG (16)

Wn = (win, ■ ■■,nw mn) , wsn — ysn ■ y sn ■
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Пусть точка po и порядок единственного младшего резонанса равен 
2L + 1, причем po — изолированный корень сравнений (15). В качестве 
области G возьмем столь малую окрестность точки p o, что в проколотой 
окрестности G* нет резонансов порядка < 2L +  3.

При этих условиях младшие резонансные члены в G* будут иметь поря­
док 2L [9], поэтому структуры обычной и нормальных форм будут совпа­
дать до членов 2L — 1. И если решение задачи устойчивости в G не зависит 
от членов порядка выше 2L — 1, то наличие в точке po внутреннего резо­
нанса не влияет на решение задачи о сильной устойчивости, связанной с 
наличием в системе резонанса порядка 2L +  1, и мы будем считать, что в
(16) \q\ = L.

При сделанных предположениях, ограничиваясь приведением к непре­
рывной нормальной форме до членов (2 N + 1)-го порядка включительно, 
получим следующую систему:

yn+i =  Л (p) yn + a  (p) уП + yn Е  ap (p) и П + (\yn\ + 1  ,
V J (17)

\l\ = 2 N  +  1 > 3,

где a ( p ) , ap ( p ) , О^ — непрерывны в G.
РДС (17) охватывает точечное преобразование, изучавшееся в [3], и по­

лучается из (16) из соображений о структуре младших резонансных чле­
нов, аналогичных в [7].

3 И сследование  у с т о й ч и в о с т и  м одельной  (у к о ро чен н о й ) си­
стем ы

Рассмотрим модельную РДС

Уп+ 1  = Л (p) yn + a  (p) yl- Ss, (18)

\l\ = 2 L  +  1. Введем в рассмотрение 2 х m  - матрицу

Ti sin Ti Г2 sin Т2 . . .  Гт Sin Tm
Vi COS Ti Г2 COS T2 . . .  Tm COS Tm

где
as (p) = as (p) + ibs (p) = VsetTs(^ \
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а  (р)

/  а 1 (р) \  
а1 (р)

(19)

\  а т (р) )
и определители

Отождествим углы Tk (р) с точками единичной окружности и введем 
разбиение всех модельных систем на непересекающиеся классы A, B, C, D 
со следующими геометрическими признаками:

A: Точки Ts (р) не сливаются в одну, и существует диаметр круга та­
кой, что все точки Ts (р) расположены строго по одну сторону от него, не 
совпадая с концами диаметра при Vр \р Е G .

B : Существует только такой диаметр круга, что часть точек Ts (р) сов­
падает с концами диаметра, а остальные лежат по одну сторону от диа­
метра для Vр Е G (заметим, что на обоих концах диаметра должны быть 
точки Ts (р), иначе имеем случай A).

C : Все точки Ts (р) расположены на концах некоторого диаметра круга 
(для Vр Е G).

D : Для любого диаметра круга существуют точки Ts (р), лежащие по 
разные стороны от него (для Vр Е G).

C1: Все точки Ts (р) совпадают.
C2: На обоих концах диаметра имеются точки Ts (р).
D 1 : Существует тройка точек Tk1, Tk2, Tk3 таких, что треугольник 

A k1 k2k3 — остроугольный.
D 2 : Любая тройка различных точек Ts образует прямоугольный тре­

угольник.
В случае D подслучай D 2 фактически означает, что все Ts (р) концен­

трируются на окружности в четырех точках, являющихся концами двух 
взаимно перпендикулярных диаметров. Добавление любой отличной от 
них точки Ts переводит случай D 2 в D 1 , так как образуется остроуголь­
ный треугольник. Случай D 1 возможен при m  > 4. Если m  = 1, то отнесем 
этот случай к C1. При m  = 2 возможен либо случай A (T2 = T1 T +  п), либо 
случай C. Если при некотором s ls = 0, но a s = 0, то угол Ts не определен.
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В указанной классификации участвует столько точек Ts, сколько отлич­
ных от нуля коэффициентов a s. Если некоторые a s = 0, то s-ое уравнение 
(18) имеет вид A u sn =  0 и u sn = C > 0. Вводя эти значения в остальные 
уравнения системы (18), получим систему того же вида, с теми же значе­
ниями Ts (p), что и в исходной, но меньшей размерности. Это позволяет 
при исследовании системы (18) считать, что все a s = 0. При исследовании 
полной системы от этого предположения откажемся. Возвращаясь к вве­
денной классификации, нетрудно видеть, что существует такая нумерация 
компонент уП в системе (18), что условия A — D  можно переписать в виде:

A* : Ti < T2 < . . .  < Tm <Ti  + п.

B* : (3j /2 < j  < m)(Ti  < T2 < . . .  < Tj < Tj+ 1  < . . .  < Tm = Ti + п) .

C* : (Vs) (Ts = T i ) .

C* : (3j /2 < j  < m)(Ti  = T2 = . . .  = Tj < Tj+ 1  = . . .  = Tm = Ti + п) .

D* : a) (3 j / 2  < j  < m) (t i  < T2 < . . .  <Ti  + п < Tj < . . .  < Tm);

б) (3 k i < k 2 < k3̂  ( Aklk2 A k2 ks A klks)

D* : (3 i, j, k)(Ti  = . . .  =  Ti, Ti+i = . . .  = Tj = Ti + п /2  , Ti+i = . . .  = Tk =
Ti + п, Tk+i = . . .  = Tm = Ti + п /3) .

Считаем указанную нумерацию выполненной. Дополним проведенную 
геометрическую классификацию алгебраической характеристикой случаев 
Ci* и Dj*.

Л е м м а  3. Условия C*,D* эквивалентны следующим условиям:
C** : а) rank M  = 1, б) (Vi j ) (sign aiaj = 1 sign bibj = 1).
C2* : а) rankM  = 1, (3 i , j ) (sign aiaj = —1 sign bibj = —1).
D** : (3 k ik 2 k 3 ) (sign Akik2 = sign =  —sign A k 2k3).
D ** : а) (3 s i , S 2 S3 SA) (rank M k k  =  1, rank Mk3k4 = 1, rank M ^ k s  =  2)

b) sign ak1 aki+ 1  = —1 или sign bk1 bki+ 1  = —1, i = 1, 3.

Доказательство. Докажем эквивалентность условий C* и C**. Для этого 
нужно показать, что C * ^  C** и C** ^  C*.
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1. C** ^  C*. Так как rank M  = 1, то (3 k j)  A j  =  0. Из (20) тогда 
следует, что Tk (у) — Tj (у) = 0 или п, учитывая, что sign aka,j =  1 из 
с (19) получаем, что Tk (у) = Tj (у).

2. C* ^  C**. Равенства Tk (у) = Tj (у) позволяют с помощью (20) 
сделать вывод, что rank M  = 1. Из (19) следует, что sign akaj = 
1  (signbkbj = 1) ( 3 ^ ).

Таким образом, C* ~  C**. Аналогичным образом доказывается, что 
C* ~  C**, D* ~  D**. Докажем теперь, что D* ~  D**.

D * ^  D**. При выполнении D* существует остроугольный треуголь­
ник A t^  Tk2 Tk3 , образованный тройкой точек Tkj на единичной триго­
нометрической окружности. Каждому треугольнику можно поставить 
в соответствие достаточно определенную упорядоченную тройку чисел 
sin(Tkx,Tk2), sin(Tk2,Tk3 ), sin(Tk3,Tk±), с помощью которой составим "схему 
знаков": sign sin(Tkx ,Tk2 ) ; sign sin T 2 ,Tk3 ); sign sin (Tkx ,Tk3 ) , где (Tk ,Tj) — 
длина дуги круга, соответствующая движению точки Tk к точке Tj против 
часовой стрелки (так как (Tk,Tj) =  2п — (Tj,Tk)). Составим "схему знаков" 
для остроугольного треугольника. Проведем через вершину Tk1 диаметр 
круга dk1 . Так как треугольник остроугольный, то точки Tk2 и Tk3 лежат 
по разные стороны от диаметра, тогда будем иметь:

а) либо 0 < (Tk1 ,Tk2 ) < п ,  и тогда п < (Tk1 ,Tk2 ) < 2п,
б) либо п < (Tk1 ,Tk2 ) <  2п, и тогда 0 < (Tk1 ,Tk2 ) <  п.
Проведем теперь диаметр dk2 с учетом того, что Tk2 и Tk3 лежат по 

разные стороны от dk2 . Если справедливо а), то п < (Tk1 ,Tk2 ) <  2п, и тогда 
0 < (Tk1 ,Tk2 ) < п. Следовательно, в случае а) "схема знаков" имеет вид 
(+; +; —). Если справедливо б), то п < (Tk2 ,Tk3 ) < 2п, и "схема знаков" — 
( —; —; +). В общих случаях "схема знаков" гарантирует выполнение D **, 
что легко установить с помощью (20).

D** ^  D*. Если выполняется D**, то треугольник ATk1 Tk2 Tk3 имеет 
"схему знаков" (+ ;+ ; —) или ( —; —;+ ) отсюда следует, что треугольник 
остроугольный, так как предположение о том, что он тупоугольный, дает 
"схему знаков" , отличную от указанных. Остается заметить, что свойство 
D * и "схема знаков" остроугольного треугольника не изменятся при из­
менении нумерации чисел a s (у) и связанных с ним определителей Ak1k2 
и точек Tkj. Это проверяется непосредственно.
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Таким образом, из леммы П.1 [3] следует, что D * ~  D**. Лемма дока­
зана. □

Как следует из [5], при р = р  в большинстве случаев РДС (18) обла­
дает семейством решений вида

m
Vo =  ^ 2  Y0Usn, Usn = ysnysn, Y0 =  const. (21)

s=1
Необходимым и достаточным условием устойчивости систем (18) при 

р = i 0 служит наличие среди решений (21) знакоопределенных. В случае 
неустойчивости все решения (21) знакоперемены. Лишь при l = 2 в случае 
B * РДС неустойчива и не имеет решений вида (21). Для существования 
среди решений (21) знакоопределенных необходимо и достаточно выполне­
ние условия D (1 0 ) и C* (1 0 ). В случае неустойчивости B* среди решений 
(21) имеются знакопостоянные.

Рассмотрим матрицу M. Из равенства Д ^.^ = \_®kjа кг] sin (ткг — т .  
следует, что при выполнении условий D ,C * B * имеем rank M  (р) = 2, в 
остальных случаях rank M  (р) = 1.

Т е о р е м а  2. Если в области G матрица C сохраняет ранг и число от­
личных от нуля компонент векторов а (р) = (a1 (р) , 0 2  (р) , . . . , a n (р)) 
или b (р) = (b1 (р) , b2 ( р ) , • • • ,bn (р)), превосходит ранг матрицы M, то 
система (18) имеет семейство непрерывных по р решений

m
V  (р,Шп) = ^ 2  Ys (р) u sn, р е  G, V  (р0 ,Шп) = V0. (22)

s=1
Д ля  того, чтобы среди них имелись знакоопределенные в G, необходимо 
и достаточно выполнение условий D* (р) или C* (р).

Доказательство. Прежде всего, можно убедиться, что предположения о 
ранге матрицы выполняется, если выполнены условия D ( ^ )  , B * (р0). При 
выполнении условий C* (р0) , C* (рі) из этого предположения следует вы­
полнение условий C* ( р ) , C* (р), поскольку возможный переход случаев 
C*,C2 в D, B* при р = р 0 связан с изменением ранга матрицы M. Вычис­
лим первую разность ДУп в силу (18)

m
ДУп = ^ 2  Ys a  I sin ( ^ —^s) r \ i 2 .

s= 1
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Если AVn =  0, то Vn будем называть решением (18). Разыскивая реше­
ние (18) в виде (22), получим, что параметры j s должны удовлетворять 
системе уравнений

M  ■ ү =  0, (23)

имеющей ненулевые решения, если m  > rank M . В связи с этим отметим, 
что rank M  =  1 в случае C и подслучае C*, в остальных случаях rank M  =  
2. Общее решение (23) можно записать в виде

Yfs 1 A s1 s2 (As2s3 Yfs3 +  A s2 73) Ys2 A s1 s2 (ys3 A s2s1 +  A s2 ү3) , (24)

где si, S2 выбраны так, что выполнены условия в скобках, компоненты век­
тора Y j s3 — свободные параметры решения. Если выполняются условия 
D (уо), то существуют такие к 1 , к 2 ,кз, для которых в точке уо справедливо 
соотношение D*, сохраняющееся и в области G. Из (24) непосредственно 
следует, что положительные решения системы (23) существуют только при 
выполнении условия D *. Значения свободных параметров, дающих строго 
положительные решения системы, должны удовлетворять условиям

Yk > 0 (к =  к 1 , к2 , кз) , Yk3 > m a x i  A k2 р , Ak1P , 0 І  ■ (25)
l A k2k3 A k3k1 J

При выполнении C2* (у о) соотношения D * нарушаются при любом вы­
боре к , к2, к3, и среди решений системы (23) нет строго положительных, 
а среди (22) — знакопеременных (при выполнении C2* (у о) все решения
системы (22) знакопеременные). Пусть теперь rankM  =  1. Считая, для
определенности, ү (у) =  0, вместо системы (23) рассмотрим уравнение

M y  * =  0- (26)

Если выполняется условие C2 (уо), то хотя бы для одной пары коэф­
фициентов ak1, ak 1 в точке уо выполняется равенство

sign ak1 bk2 =  —1, (27)

сохраняющееся в G. Общее решение системы (26) при условии (27) имеет 
вид

Y* =  —(Y*1 ) - 1 ( ak2 Y*2 + 2  Y*ak) ■ (28)
k=k1 k2
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Выбирая ү* (k = k i ) согласно условию

Үк > 0(k  = k i k2 ),  Y*1 > max j  -  Y*ak, 0} ,
k=kik2

получим строго положительное решение уравнения (22). При выполнении 
условия C *, условие (27) нарушается для k i , k 2 , и уравнение (26) не имеет 
положительного решения. Тем самым теорема доказана. □

4 С ил ьн а я  у с т о й ч и в о с т ь . Б иф уркация

Наряду с системой (17) будем рассматривать РДС вида

Уп+ i = Л (p) yn + yn ^  a (p)u pn + О^ ( \yn\2 L+2) . (29)
\p\=L

РДС (29) получается при обычной нормализации РДС (3) в области G* 
и является эквивалентной системе (3) в области G*. Как следует из п. 2 
коэффициенты ap в системах (16) и (29) при L > 2 совпадают. Следует 
отметить, что если в системе (17) О^ непрерывны в G, то в системе (29) 
Оц ^  ж при p ^  po за счет коэффициента при членах порядка 2L — 1. 
При \l\ = 2  этим свойством обладают уже коэффициенты a (p (\р\ = 1 ) , в 
связи с чем (29) будет семейством вида (22). Вычисляя первую разность 
функции Vn в силу РДС (16) и учитывая, что Vn — решение РДС (18), 
будем иметь

AVn = 2 £  (ү (p) , Re a (p)R eЛ ^ )  + Re a (p)Re Л (p)) иП+&в +
. \p\= \  (30)

+O  (\yn\2L+3) = [AVn] + O.

Если форма [AVn]^=^ 0 (2L+2)-го порядка в конусе иП > 0 знакоопреде­
ленная, то в достаточно малой окрестности po Е G, то есть в G*, AVn будет 
знакоопределенной. Обозначим через Co множества тех векторов ү (po), 
для которых форма [AVn]^=^ 0 определенно-отрицательна (ясно, что Co 
может быть и 0). Обозначим через Wo множество решений системы (23) 
при p = po , а через Wo+ — множество положительных решений. Заметим,
что Wo+ = 0 при выполнении условий D (po) и C*.
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Т е о р е м а  3. Пусть система (17) такова, что
1) при у  Е G* rank M  сохраняется;
2) C  =  0.
Система (17) сильно асимптотически устойчива в точке уо, если а) 

выполняются условия D  (уо) или C* (уо) и C^ Р| W+ =  0. Система (17) 
сильно неустойчива в точке у , если б) выполняется одно из условий D  (у) 
или C* (у) и (W ^ W ^) =  0.

Доказательство. Справедливость теоремы вытекает из теоремы 1 и тео­
рем второго метода Ляпунова [1]. Рассмотрим, например, случай а). Из 
условия 2) следует, что существует вектор үо, такой, что форма [AVn] 
определенно отрицательная, условие а) гарантирует существование в се­
мействе (22) знакоопределенного решения Цо РДС (18), первая разность 
которого в силу (17) будет определенно-отрицательной (что определяет­
ся формой [AVn] ). Условие 1) и теорема 1 позволяют утверждать су­
ществование непрерывной по у  функции Ляпунова, удовлетворяющей в 
каждой точке области G условиям теоремы Ляпунова об асимптотической 
устойчивости. Аналогично рассматривается случай б), в котором исполь­
зуется знакопеременное решение V  (у, wn) системы (18). □
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Бапаев К.Б. ПАРАМЕТРЛІ АЙЫРЫМДЫҚ-ДИНАМИКАЛЫҚ 
Ж ҮЙЕНІҢ РЕЗОНАНС ЖАГДАЙДАГЫ ОРНЫ ҚТЫ ЛЫ ҒЫ

Параметрден үздіксіз тәуелдi болатын сызықты емес айырымдық- 
динамикалық жүйелер (АДЖ ) дүдәмәл жағдайда үздіксіз нормалдау әдісі 
негізінде зерттеледі. АДЖ -дің орнықтылығының сипаты параметрдің оқ- 
шауланған мәндерінің аймағында сақталғанда күшті орнықтылық туралы 
есеп қойылады. Тақ ретті резонанс үшін күшті асимптоталық орнықтылық 
пен орнықсыздық шарттары алынған.

Bapaev K.B. ON THE STABILITY OF THE DIFFERENCE-DYNA­
MICAL SYSTEMS WITH THE PARAMETER IN THE PRESENCE OF 
RESONANCE

On the basis of the method of continuous normalization the nonlinear 
difference dynamical systems (DDS) continuously depending on a parameter 
are studied in the critical case. There is set the problem of the strong stability, 
when the stability of DDS in isolated neighborhood of parameter values are 
preserved. For odd order resonance there are obtained the conditions of strong 
asymptotic stability and instability.
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1 MORREY SPACES

Morrey spaces were introduced by C. Morrey in [1]. Here we consider the 
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©  V.I. Burenkov, M. Lanza de Cristoforis, N.A. Kydyrmina, 2014.
Keywords: Morrey spaces, approximation
2010 Mathematics Subject Classification: 46E35

mailto:burenkov@cf.ac.uk
mailto:mldc@math.unipd.it
mailto:nurgul-k@mail.ru


Approximation by C ^  functions in Morrey spaces 67

D e f in it io n  1. Let Q be a Lebesgue measurable subset of Rn . Let 1 < p < + ж , 

0 < Л < n /p  and wx (p) =  |  P 1  ^  > 1 1] . Denote by Mp(Q) the space of

all real-valued measurable functions on Q, for which

II/ІІМ^П) =  SUp \\w\ (p)\\f ||Lp(£(iE,p)nn)llL^(0,^) < Ю’
xEQ

where B(x,  p) is the open ball of radius p > 0 centered at the point x  e  Rn . 

Clearly, M0(Q) = Lp(Q). Also, M̂n p̂(Q) = L^(Q ).
By results in [2], [3] it follows that for Л < 0 or Л> n /p  the space Mp (Q) 

is trivial, this is consists only of functions equivalent to 0 on Q.
We find convenient to set

\f  \p,P,p,Q = Sup Ww\ (r )llf \\Lp(B(x,r)nn)\\Lx (0,p) VP e]0, + to[ 

for all measurable functions /  from Q to ]0, + ж [.

D e f in it io n  2. Let Q be an open subset of Rn . Let p e  [1, + ж ], Л e  [0, n [. 
Then we define as the little Morrey space with the exponents Л, p is the subspace

M * ’0(Q) = ^ /  e  Mp(Q) : Pino \ f  \p,x,p,n = 0}

of M^(Q).

E x am p le  1. Let 0 < Л < n/p.  Then
1) the function \x\a e M p ( B ( 0 ,1)) if  and only if a  > Л — n/p.
2) the function \x\a e M p ’0( B (0,1)) if  and only if a  > Л — n/p.

Lemma 1. Let Q be an open subset of Rn, p e  [1, + ж ]. Let Л e [0,n/p]. Then 
M p ’°(Q) is a closed proper subspace of M^(Q).

Proof. Let f  e  Mp (Q), {fj}j£N be a sequence in M p’° (Q), which converges to 
f  in M p (Q). We want to prove tha t f  e  M ^ ’° (Q).

Let e > 0. Since f j  ^  f  as j  ^  ж, there exists N\ e  N, such that

£
\ f  — fk\+^,\,p,Q < 2  V k > Ni.
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By definition 2 there exists 5 > 0, such that if p g]0, 5[, then

l/w i\p,\,p,n < 2 '

Since /  = /  -  / ni +  / ni , we have

£ £
\/ \p,X,p,n < \ /  — / Ni I +^o,A,p,  ̂ +  | / Wi\p,X,p,n < 2 +  2 =

for all p g]0, 5[. □

Lemma 2. Let Q be an open subset of  R” . Let 1 < p < + to 7 0 < A < n/p.  
Then M b(Q) С Lp(Q).

Proof. Let /  G M b (Q). We note that

wb(P)W/ Wbp(B(x,p)nn) < У  Нм^П) < те for all (x , p ) G q x ]0, + to [.

Since w\(p) = 1 for p > 1, we obtain

W/\\ьр(В(х,р)ПП) < W/ІІМ*(П) < for all ( x , p) G Q x [1, + те[-

By taking supremum in p > 1 we get

W/WLp(Q) < W/ ІІМ^П)' □

C o r o l l a r y .  Let Q be an open subset of R” . Let 1 < p < + to 7 0 < A < n/p.  
Then

W/ 11м (̂п) =  т а м  sup sup p-X \\f WLp(B(x,p)rn), Wf IIlp(q) f • 
p U en o<p<i J

Denote by C£°(Q) the space of infinitely continuously differentiable func­
tions on Q with compact support.

D e f in it io n  3. I f  ф G L 1(R” ) and t g]0, +те[, we denote by фг(-) the function 
from R” to R defined by

ф^(х) = t - ^ ( x / t )  У x G R”
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Lemma 3. Let p E [1, + o [ 7 0 < X < n /p  and f  E M p ’°(Rn). Then

lim fXB(o,k) = f  in M ^  (Rn).к^ж

Proof. Consider for 0 < p < 1 the norm

llf x B(0,k) -  f  ІІМ (̂К") =  sup Ww\ (r)Wf x B(0,k) -  f  WLp(B(x,r))WLx,(0^) =p x€Rn

=  sup Ww\ (r) WfWLp(B(x,r)\B(0,k))WL^(0,ж) < 
x€Rn

< sup WwX(r)WfWLp(B(x,r))WL^(0,p) + m ax{p-A, 1}WfWLp(Rn\B(0,k)) =
xeRn

= \f  \p,\,p,vn +  p A||f  WLp(Rn\B(0,k)) •

Let k o ,  then since f  E Lp(Rn) (by Lemma 2) and p < o  we have

,lim WfWLp(Rn\B(0,k)) = 0. к^ж

Therefore, for all 0 < p < 1

^  WfxB(0,k) -  f  IMp^R") < \f  \p,A,p,Rn •

By passing to the limit as p ^  0, since f  E M p ’°(M.n), we have

^  WfxB(0,k) -  f  11 m£ (Rn) =  °>

or equivalently
,lim WfXB(0,k) -  f  M (R n) =  0. □к^-ж p

2 T he main theorem

We denote by Cub(Q) the Banach space of uniformly continuous and 
bounded functions on Q with the sup norm in Q.

For an arbitrary nonempty set Q С Rn we denote by cl(Q) the closure of 
Q. Then we have the following result of approximation by convolution.
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T h eo re m  1. Let ф G C^°(R”), f  ф ^ с ^  = 1. Then the following statements
Rn

hold.
(i) Let p G [1, +те], A G [0 ,n /p ]. I f  /  G M ^ (R ”) and £ > 0, then the 

function /  * фе from R” to R defined by

/  * Фе = J  / (x -  у)ф£(у)йу У x G R”

belongs to M b(R”) П C °°(R” ) and

W/* фе\\м^(Жп) < 11ф\Li(Rn) г) p )

Г Ь,0 /"ГЛ)”

У /  G m £( r ”).

(ii) Let p G [1, +те], A G 0, ” . I f  /  G Mp ’ (R” ) and £ > 0, then /  * фе

belongs to m £ ’0(R”) П C °°(R” ).
(iii) Let p G [1, +те[. I f  /  G M p ’°(Wn), then /  * фе belongs to M p’°(Wn) П 

C °°(R” ) П Cub(R”) for all £ g]0, +те[ and

e^0

(iv) Let p G [1, +те[. Then

lim /  * фе = /  in Mb(R”)

cAм^(шn)C^(R”) = M ^ ( R ”).

(1)

(2)

Proof. (i) Let /  G M b (R” ) and £ > 0, then

wX(P)W /* фе\\Lp(B(x,p)) < wb(P) / (І  -  У)фе(У)йу <

LP,i (B(x,P))

< wb(P) J  W/(£ -  y )WLp,s (B(x,p)) Ш у ^ у  =
B(0,e)

= wb(P) \ \фе(у ) ^ у ) sup W/(C -  У)WLp£(B(x,p)) =
Vn J
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=  wp(p) ( /  \ф(У) \ ІУ ) SUP \\f ( Z) \\Lp(B(x-y,p)) =
U  )  yeB(0e)

=  wP(P) ( /  \ф(У ) ^ У ) sup \\f \\Lp(B(z,p)) <
V" ) zeB(xe)

< wp(p) \ \Ф (у ) ^ у ) sup I f  \\Lp(B(z,p)) for all p e]0, + ж [.
\ J I zeR"
Ж" /

Thus, we have

< У \Ф\dx ) и/И 
R"

\\f  * фе\\м£(Ж") < I I \Ф \dx I \\f  \m^(R") V f  e  MPp(Rn)-

(ii) Let f  e  Mp ’ (Rn) and e > 0. In the proof of statement (i) we have 
proved that

wP(r)\\f  * фе\\Lp(B(x,r)) <

wp(r) \ \ф ^ ) \ d x 1 sup If\Lp(B(x,r)) for all r e]0, + ж [.
\ J / xeR"R"

Moreover,

wp( r ) l f  I\Lp(B(x,r)) < \ f  \p,p,p,R" Vx e  Rn r e]0,p[, 

and thus, by taking the supremum on x e  Rn , we have

Hence,

wp(r) sup \\f  \\Lp(B(x,r)) < \f  \ p,P,p,R" V r e ]0 ,p [-
xeR"

sup wP(r)\\f  * фе\\Lp(B(x,r)) < \ \ H x) \d x )  \f  \ p,w,p,R" ,
re]0’P[ V "  J
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and
lim \ f  * Фе\р,\ ,рд .п  = 0  V f  E Mp 0 (Rn)p^0

(iii) Let n > 0. Since f  E Mp '0, there exists pv > 0 such that

-1

\f  \p,\,p,Rn < n i 1 + f  \ф(у ) \ау )  V p E\0 ,Pn ]•

Then we have

sup Wp(r)Wf -  f  * ФеWLp(B(x,r)) <
(x,r)€Rn x\0,pn [

< sup Wp(r)Wf WLp(B(x,r)) +  sup Wp(r)Wf * Фе|ІLp(B(x,r)) <
(x,r)€Rn x]0,pn[ (x,r)€Rn x]0,pn[

P,Rn< \ f  \pn ,X,p,Rn + ^ y ^ d y j  \f  \pv p
Wn /

= \f  \Pnp,p,Rn U  +  y  \ ф(у ) \ dy \ < n (3)

for all e e ]0, + o [ .
Further, we have

sup Wp (r) Wf -  f  * ФеWLp(B(x,r)) <
(x,r)€Rn x [pn,+ж[

< sup Wp(r) Wf -  f  * ФеWLp(Rn) for all e >  0. 
\ re[Pn >+ж[ J

Since f  E Lp(Rn) (by Lemma 2) and p E [1, + o [  and J  \Ф(у)\dy =  1,
Rn

standard properties of approximate identities of convolution imply that

Й 0  Wf -  f  * Фе WLp (Rn) = 0.
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Thus, there exists en > 0, such that

sup Wp(r) Wf -  f  * ФеWLp(Rn) < П Ve  e]0, ev].
\ re [Pn >+ж[ J

So, we obtain

sup Wp( r )Wf -  f  * ФеWLp(в(x,r)) < П Ve  e ]0 ,ev]• (4)
(x,r)ERn x [pn,+ж[

By combining inequalities (3) and (4) we have

sup Wp( r )Wf -  f  * ФеWLp(в(x, r)) < П Ve  e ]0 ,ev].
(x,r)GRn x [0 ,+ж[

Hence,

е 0lim0 f  * Фе =  f  in M p(Rn).

(iv) Clearly, C°°(Rn) is contained in Mp '° (Rn). Since Mp,0(Rn) is closed 
in M p(Rn) (by Lemma 1), we obtain

cMpA(Rn)C°(Rn) С cM p(Rn)MpP’0(Rn) =  M p,0(Rn).

Now let f  E MP’0 (Rn). Then for all k E N

fXB(0,k) * Ф1 E C ° ( R n).

Next, using (i) of Theorem 1, we obtain

WfxB(0’k) * Ф1 -  f  IMp^R^ < 

< W(fxB(0’k) -  f )  * Ф1 IMp^R^ +  Wf * Ф1 -  f  11 Mp (Rn) <

< WfxB(0’k) -  f  11 Mp (Rn) W Ф W Li (Rn) +  Wf * Ф 1 -  f  IMp^Rn).

By Lemma 3
WfxB(0’k) -  f  11 Mp (Rn) =  0

and by (ii i) of Theorem 1

lim Wf * Ф i -  f  IM^Rn) = 0.к^ж к p
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So, we obtain that

,lim \\f XB(0,k) * ф 1 — f  IImp'(R") =  0- k ^ °  k p 4 '

Thus, f  e  clM^(R")C(?°(Rra) and equality (2) holds. □

R em ark . The limiting relation (1) does not hold for all f  e  MpP(Rn). For
example, p и p_и ч

\x\ p XB(0,i) * фе ^  \x\ p XB(0,i) in MP (Rn)

as e ^  0. p "
Indeed, function \x\ p XB(0,i) * фе belongs to C°°(Rn). I f

P _ " P   " 4

\x\ p XB(0,i) * фе ^  \x\ p XB(0,i) in Mp (Rn) ,

then by (iv) of Theorem 1 \x\P-" XB(0i)  e  clMA(R")C°°(Rn) =  Mp,0(Rn), 
which is not true (see Example  1).
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Буренков В.И., Ланца де Кристофорис М., Кыдырмина Н.А. МОРРИ 
К ЕЩ С Т Ю Н Д Е П  ФУНКЦИЯЛАРДЫ ШЕКСТЗ ДИФФЕРЕНЦИАЛДА- 
НАТЫН ФУНКЦИЯЛАРМЕН ЖУЫҚТАУ

Бүл жүмыста шектелген жиындарда классикалық Морри кеңістігі- 
мен бiрдей болатын Морри кеңістігінің 6ір нүсқасын қарастырамыз. Бүл
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кеңістіктің әр6ір элементiн шексiз дифференциалданатын функциялармен 
жуықтауға болмайтындықтан, біз осы кеңістіктің ішкі кеңістігін анықтай- 
мыз, оны Морридың "кіші" кеңістігі деп атаймыз. Онда Морридың "кі- 
ші" кеңістігінің функцияларын шексіз дифференциалданатын функция­
лармен жуықтауға болады.

Буренков В.И., Ланца де Кристофорис М., Кыдырмина Н.А. ПРИ­
БЛИ Ж ЕН И Е БЕСКОНЕЧНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫМИ ФУНКЦИЯ­
МИ В ПРОСТРАНСТВАХ МОРРИ

В данной работе мы рассматриваем вариант пространства Морри, ко­
торый совпадает с классическим пространством Морри на ограниченных 
множествах. Поскольку не каждый элемент этого пространства можно 
приблизить бесконечно дифференцируемыми функциями, мы определяем 
подпространство этого пространства, которое назовем "малым" простран­
ством Морри. Тогда функции из "малого" пространства Морри можно 
приблизить бесконечно дифференцируемыми функциями.
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КОНВЕРГЕНТНОСТЬ ПРОГРАММНОГО 
МНОГООБРАЗИЯ СИСТЕМ НЕПРЯМОГО УПРАВЛЕНИЯ

Рассматривается задача построения устойчивой системы управления, под­
верженной внешним воздействиям. Найдены достаточные условия конвер- 
гентности нелинейных систем непрямого управления в окрестности про­
граммного многообразия.
Ключевые слова: конвергентность, программное многообразие, системы  
непрямого управления.

В в е д е н и е

В работе [1] построено множество систем дифференциальных уравне­
ний, имеющих заданную интегральную кривую. Построение таких систем, 
получило дальнейшее развитие в работах [2-7], как задача построения 
систем дифференциальных уравнений, для которых гладкое многообра­
зие Q.(t), определяемое пересечением гиперповерхностей u ( t ,x )  = 0, где 
и Е R s, x  Е Rn (s < n) — векторы, является интегральным. Построению 
систем автоматического управления по заданному многообразию, когда 
нелинейность является скалярной, посвящены работы [3-7].

Заданная программа u ( t ,x )  = 0 точно выполняется лишь при условии, 
если начальные значения вектора состояния системы удовлетворяют ра­
венству u(to,Xo) =  0. Но эти равенства не всегда могут быть выполнены.

©  C.C. Ж уматов, 2014.
Keywords: convergentnees, program manyfold, indirect control systems
2010 Mathematics Subject Classification: 34K20, 93C15, 34K29

mailto:sailau.math@mail.ru


Конвергентность программного многообразия систем 77

Поэтому при построении систем программного движения, на программное 
многообразие накладываются дополнительные условия, такие как устой­
чивость, оптимальность, конвергентность, а также другие требования на 
качество переходного процесса.

В работах [8-10] исследовались свойства конвергентности нелинейных 
систем дифференциальных уравнений и систем автоматического управле­
ния в окрестности нулевого положения равновесия. Конвергентность ос­
новных нелинейных систем управления в окрестности программного мно­
гообразия рассмотрена в [11].

В настоящей статье исследуются качественные свойства программного 
многообразия нелинейных систем непрямого управления. Строятся диф­
ференциальные системы заданной структуры по заданному программно­
му многообразию. Рассматривается задача построения устойчивой систе­
мы управления, подверженной внешним воздействиям. Найдены достаточ­
ные условия конвергентности нелинейных систем непрямого управления в 
окрестности программного многообразия.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим задачу построения устойчивой системы управления следу­
ющей структуры, подверженной внешним воздействиям:

x  = f  (t , x ) -  Bi£ -  g ( t ) , £ =  <p ( с ) , с  = P Tи  -  Ri£, t e  I  =  [0, to) , (1)

по заданному (n — «)-мерным гладким интегральным многообразием Q (t), 
определяемым векторным уравнением

где B 1 e  Rnxr, P  e  R sxr, (R 1 > 0) e R rxr — матрицы, x e  Rn — вектор 
состояния объекта, f  e  Rn — вектор-функция, g e  R s — вектор внешних 
возмущений, и  e  R s — вектор, s < n, £ e  R r — вектор-функция управле­
ния по отклонению от заданной программы, удовлетворяющая условиям 
локальной квадратичной связи в угле [0, К ]

и  (t, x) = 0, (2)

^>(0) =  0 Л 0 < с тф(а) < с тК с  ;

К  = diag || k 1, . . . , k r II , К  = К т > 0, (3)
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и дифференцируемая по а и —— удовлетворяет условию
да

Ni < д— < N 2 , Ni = d iag \ \n i , . . . ,U r  || (i = 1, 2), N 2 >> 0. (4)

В пространстве R n выделим область G (R):

G (R) = {(t,x)  : t £ I  Л II— (t, x) \| <  р < то} . (5)

Учитывая необходимое и достаточное условия того, что многообразие 
Q будет интегральным для системы (1), имеем

— = F  ( t , x , —) — B£ — Hg (t) , B  = H B 1; £ = — (а) ,

rn д —
а = P T — — R i £, H  =

d x
Здесь F  (t, x, —) — вектор-функция Еругина, удовлетворяющая усло­

вию F  (t,x ,  0) =  0. Полагая, что F  = —A —, —A £ R sxs — гурвицева мат­
рица, получим

— = —A — — H B £ — Hg (t) , £ = — ( а ) , а = P T— — R i£. (6)

О п р е д е л е н и е  1. Будем говорить, что программное многообразие Q(t) 
обладает свойством конвергенции относительно вектор-функции —, ес­
ли в области (5) определены все — (t, to ,—o) при t > to и существует един­
ственное решение n(t) начальной задачи для системы уравнений (6), удо­
влетворяющее условию

lim —(t, t0 , —0) — n(t) = 0.

О п р е д е л е н и е  2 . Будем говорить, что программное многообразие Q (t) 
обладает свойством экспоненциальной конвергенции относительно век­
тор-функций — и £ при t ^  то, если в области (5) существуют N  > 
0, а  > 0 такие, что выполняется неравенство

\\zi (t) — Z2 (t)|| <  N  \\zi (to) — Z2 (to) I exp[—a  (t — to)] (t > to ) , (7)

для любой — (to,xo) и — (а), удовлетворяющей условиям (3), (4), где ||z ||2 =
II—II2 +  ll£ll2.
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Ставится задача: установить условия конвергентности программного 
многообразия Q (t) нелинейных систем непрямого управления относитель­
но вектор-функции и  и £.

Т е о р е м а , Пусть линеаризованная система (6) асимптотически устой­
чива при нелинейной функции ф(а), удовлетворяющей условию (3), (4) и 
для ф(а) = ца, у  Е [0, K ] существует положительноопределенная функ­
ция V(и,  £) > 0, производная которой в силу системы (6) является от­
рицательноопределенной ( -  V =  W (и, £) > 0) и для произвольного t > to 
выполняется соотношение (7).

Тогда программное многообразие Q (t) обладает свойством экспонен­
циальной конвергентности относительно вектор-функций и  и £.

Доказательство. Рассматриваются два произвольных решения системы 
(7) u i( t ) , и 2 (і), i i ( t)  и ^2 (t), ai(t), a2 (t).

Введя следующие переменные:

w  = Ui (t) -  U2 ( t ) , Z = Cl (t) -  6  ( t ) , Y =  a i (t) -  a 2 ( t ) , (8)

систему (6) преобразуем к виду

w  = - A w  -  HBZ, Z = Ф(ү), Y = P T w  -  R l Z- (9)

Система (9) рассматривается как линейная часть некоторой системы, 
когда отношение входа и выхода нелинейной части удовлетворяют усло­
виям

Ml < < N 2 при Y(t) = 0.
Y(t)

Возьмем две сферы

||z(to)||2 =  ||u(to)||2 +  ||C(to ) ||2 =  R 2,

I|z(t0)||2 =  І Н ^ ) | |2 +  ||C(t0)||2 =  s 2, R > > s .

Для системы (9) V zo на сфере R  существует момент времени t = t0, 
при котором справедливы соотношения

||z(t0 ,to ,zo)| =  s, ||z(to,to,Zo)|| < s V t > t o .
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Пусть выполняется t* =  sup t0.
zo

Для системы (9) строим функцию Ляпунова

ү
V(т, Z) =  т тL qw +  2 т т L 1 (  +  ( TL 2(  +  J  >̂т > 0, (10)

где

L Lo L 1

LT L 2 > 0, в  =  diagH^b ■ ■ ■, @r I > 0.

Производная этой функции по времени t , в силу системы (9) имеет 
следующий вид:

Здесь

—V  =  т т G0m  +  2тт G 1(  +  ( Tg ( +

+ 2 т т G2ф(ү) +  2(тG2ф(ү) +  фтрф > 0.

Go =  A  Lq +  Lo A; G 1 =  L 0B  +  A  L 1 ; g =  B L 1 +  LqB t

G2 =  —L1 +  2 Ат  Р в ; G3 =  —L2 +  b T Р в ; р =  e R 1; 

Go G 1 G2

> 0 .

(11)

Go G 1 G2
G = GT g G3

GT GT P
На основании свойств (3) и (4) и структуры обратной связи ү справед­

ливы следующие оценки:

0 < ! ^ TedY < ||ү ||2; 0 < |ф ||2 < k1 ЦүН2;
Ү

I
o

Р1| т | 2  +  ^1||С II2
(12)

!р2І|т ||2 +  V2 |

где k 1 =  min{ki }, в1 =  {ві} (i =  1, 2, . . . , r ) ;  ki — собственные числа 
матрицы К , а р 1 , р2 и V1 , V2 определяются так:

т т P P тт т т P P тт
р 1 =  min тш=о т т т

-; р2 =  max тш=о т тт

2
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. СTR R TZ ZTR R TZ
v i = m n ^ ^ - ; V2= m = x ^ ^ .

В силу положительной определенности V  (см. (10)) и —V  (см. (11)) с 
учетом оценок (12) имеют место соотношения

A i( |M |2 +  НС\\2) < V  < А2(||ш||2 +  ||ZI2), (13)

g i( IM |2 +  ||Z II2) < —V < g2 ( IM |2 +  IIZ II2). (14)

Здесь
\ • f 7 I @ik i 7 I Pik i 'lAi = mm {li +  ——  pi; li +  ——  v i ) ,

\ U , e ik i  . , в к  xA2 =  max {I2 +  ——  P2 ; I2 + —2 ~V2 ) ,

gi = min{1 +  к — 1pi ; 1 +  k iv i },

g2 =  max{1 +  к — 1 p2 ; 1 +  kiV2 },

где li, I2 , и gi , g2 — наименьшие и наибольшие значения собственных чисел 
матриц L  и G соответсвенно.

Пусть ||z ||2 =  ||ет||2 +  ||ZЦ2. Тогда принимая во внимание соотношения 
(13) и (14), получим оценки

n - i Vo exp a i ( t  — to) < Hz!2 < n - i Vo exp a 2 (t — to), (15)

где
Y0

Vo =  z]t Lzo +  J  —TedY; zo =  z(to); Yo =  Y (to); 
o

=  g2 ; =  g1a i =  —ү -  ; a 2 =  —ү - .
Ai A2

Откуда учитывая соотношения (13), будем иметь

||z(t)||2 < n2nl l Hz(to)H2 exp 2a (t — to)

или
||z(t)|| <  N ||z(to)|| expa(t  — to) t > to, (15)
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где N  = у /П2П1 1 а  = а2/2.
Следовательно, Q(t) асимптотически устойчиво в целом относительно 

вектор-функции и, когда нелинейность ф(а) удовлетворяет условиям (3), 
(4), и оно экспоненциально устойчиво. Система (9) имеет единственное
решение в окрестности программного многообразия в силу неравенства
(15). Таким образом программное многообразие Q(t) автоматических си­
стем непрямого управления экспоненциально конвергентна.

Заметим, что на основании оценок на сфере выполняется неравенство

||z(t)||2 < П2П-1 ||z(to) | 2 ө х р 2 а^  -  to). (16)

При t = t$ из (16) получаем

П2П—111z(to) ||2 exp2а(t0 -  to) =  s2,

откуда следует условие быстродействия регулятора [7]

, , — i , R2n2t o =  t0 -  t0 =  - а - sup 1n ,
2 r  s2ni

где to — заданное время.
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Ж үматов С.С. ТУРА ЕМЕС БАСҚАРУ Ж Ү Й ЕЛЕРШ Щ  БАҒДАР- 
ЛАМАЛЫҚ КӨПБЕЙНЕСШ Щ  КО Н В ЕРГЕН ТП П .

Сыртқы әсерге үшыраған орнықты басқару жүйелерш түрғызу есебi 
қарастырылады. Бағдарламалық көпбейне маңайында тура емес сызық- 
сыз басқару жүйелершщ конвергенттiгiнiң жеткiлiктi шарттары алынды.

Zhumatov S.S. CONVERGENTNESS OF PROGRAM MANYFOLD OF 
INDIRECT CONTROL SYSTEMS

The problem of construction of the stable control systems with extremal 
influences are considered. The sufficient conditions of the convergentness to 
nonlinear system of indirect control in the neighborhood of program manyfold 
are obtained.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЖИЗНЬ

М е ж д у н а р о д н а я  н а у ч н а я  к о н ф е р е н ц и я

" Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У Р А В н Е н И Я  И М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я  Ф И З И К А "  ,

1 1 - 1 2  а п р е л я  2 0 1 4  г .

11-12 апреля 2014 г. в Институте математики и математического моде­
лирования была проведена Международная научная конференция "Диф­
ференциальные уравнения и математическая ф изика", приуроченная ко 
Дню науки. Конференция была посвящена 75-летию со дня рождения ака­
демика НАН РК, доктора физико-математических наук, профессора Ста­
нислава Николаевича Харина и 60-летию доктора физико-математических 
наук, профессора Дулата Сыздыкбековича Джумабаева.

Научная программа конференции включала следующие направле­
ния: обыкновенные дифференциальные уравнения, интегро-дифферен- 
циальные уравнения, уравнения с частными производными, уравнения 
математической физики, математическое моделирование, а также другие 
разделы, связанные с теорией дифференциальных уравнений.

Работа конференции проходила в двух секциях: секция 1 — диффе­
ренциальные уравнения, секция 2 — уравнения математической физики. 
Было предсталвено более 100 тезисов докладов из Казахстана, Узбекиста­
на, Украины, США. Заслушано 6 пленарных и 57 секционных докладов. В 
рамках конференции 12 апреля был проведен круглый стол на тему: "Роль 
метода параметризации в решении краевых задач для дифференциальных 
уравнений и перспективы его развития".

Доктор физико-математических наук, 
профессор А.Т. Асанова
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ДУ ЛА Т С Ы З Д Ы К Б Е К О В И Ч  Д Ж У М А Б А Е В  
(к 60-ЛЕТИЮ со  д н я  р о ж д е н и я )

В апреле 2014 года исполни­
лось 60 лет доктору физико-мате­
матических наук, профессору Ду- 
лату Сыздыкбековичу Джумабае-
ву.

Джумабаев Дулат Сыздыкбе- 
кович родился 11 апреля 1954 го­
да в пос. Кантаги Туркестанского 
района Южно-Казахстанской об­
ласти. С 1961 по 1971 гг. учил­
ся в средней школе №386 г. Тур­
кестан. В 1971 году поступил 
на механико-математический ф а­
культет Казахского государствен­
ного университета им. С.М. Ки­
рова на отделение математики. В 
1976 году с отличием окончил уни­

верситет и поступил в аспирантуру Института математики и механики АН 
КазССР. После завершения аспирантуры в 1979 г. был принят на работу в 
лабораторию обыкновенных дифференциальных уравнений, которую воз­
главлял академик АН Казахской ССР, лауреат Государственной премии 
Казахской ССР Орымбек Ахметбекович Жаутыков.

Д.С. Джумабаев прошел свой трудовой и научный путь, начиная с 
должности младшего научного сотрудника до заведующего лаборатории 
дифференциальных уравнений (с 1996 г. по 2012 г.). После реорганизации 
института является главным научным сотрудником отдела дифференци­
альных уравнений.
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В 1980 г. защитил под руководством академика О.А. Ж аутыкова дис­
сертацию на тему "Краевые задачи с параметром для обыкновенных диф­
ференциальных уравнений в банаховом пространстве" на степень канди­
дата физико-математических наук по специальности 01.01.02 -  дифферен­
циальные уравнения в Диссертационном совете Института математики и 
механики АН КазССР.

Докторская диссертация на тему "Сингулярные краевые задачи для 
обыкновенных дифференциальных уравнений и их аппроксимация" Джу- 
мабаева Д.С. в 1994 г. была защищена в специализированном совете Ин­
ститута математики НАН Украины по специальности 01.01.02 -  диффе­
ренциальные уравнения.

Джумабаев Д.С. ввел определение линеаризатора, обобщающее про­
изводную Фреше на неограниченные негладкие операторы и предложил 
метод доказательства сходимости итерационных процессов для нелиней­
ных уравнений с неограниченным оператором. Это позволило распростра­
нить известный метод Ньютона-Канторовича на неограниченные неглад­
кие операторные уравнения и применить его на нелинейные краевые за­
дачи для дифференциальных уравнений. Эти результаты были опублико­
ваны в журнале "Известия АН КазССР. Серия физико-математическая" 
в 1984 году, №1, 3, и по просьбе Американского математического обще­
ства были переведены и опубликованы в журнале "American Mathematical 
Society Translations" , 1989. V. 142, p. 91-94, p.95-99.

Джумабаев Д.С. получил обобщение и усиление одной теоремы Ада- 
мара о разрешимости нелинейных уравнений, позволивший найти новые 
классы разрешимых нелинейных краевых задач для обыкновенных диф­
ференциальных уравнений, дифференциальных уравнений с частными 
производными, интегро-дифференциальных уравнений и построить при­
ближенные методы нахождения их решений.

Он разработал метод параметризации исследования и решения крае­
вых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений. С помощью 
этого метода были установлены коэффициентный критерий однозначной 
разрешимости линейных краевых задач и разработаны эффективные ал­
горитмы нахождения их решений, критерий корректной разрешимости ли­
нейных нелокальных краевых задачи для систем гиперболических урав­
нений со смешанными производными, критерии разрешимости линейных
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краевых задач для интегро-дифференциальных уравнений Фредгольма и 
предложены алгоритмы нахождения их решений. По исходным данным за­
дач построены эффективные алгоритмы нахождения решения нелинейных 
краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений, диффе­
ренциальных уравнений с параметрами и импульсными воздействиями, 
нагруженных дифференциальных уравнений. Получены необходимые и 
достаточные условия существования изолированного решения рассматри­
ваемых задач.

Им опубликовано более 200 работ, из них около 25 статей изданы в 
высокорейтинговых журналах с импакт-фактором.

В 1998 г. ему присуждено звание профессора по специальности 01.01.00 
-  математика.

Под его руководством были защищены 2 докторские и 18 кандидатских 
диссертаций. В настоящее время он является научным руководителем 2 
докторантов в КазНПУ им. Абая и КазНУ им. аль-Фараби.

Он -  трехкратный обладатель государственной научной стипендии 
МОН РК для ученых и специалистов, внесших выдающийся вклад в раз­
витие науки и техники РК (2004-2008 гг.).

Джумабаев Д.С. ведет преподавательскую работу в Казахском нацио­
нальном университете им. аль-Фараби, Казахском национальном педаго­
гическом университете им. Абая, Международном казахско-турецком уни­
верситете им. Х.А. Яссави, читает лекции докторантам и магистрантам на 
английском языке.

В 2004-2005 гг. Джумабаев Д.С. был председателем экспертной комис­
сии по математике и информатике Комитета по надзору и аттестации в 
сфере образования и науки МОН РК.

Он является руководителем научных тем по грантовому финансиро­
ванию, был членом Организационных и Программных комитетов Между­
народных, Республиканских конференций, является членом редакционной 
коллегии "Математического журнала" Института математики и матема­
тического моделирования МОН РК.

В 2005 г. Джумабаев Д.С. был награжден нагрудным знаком Мини­
стерства образования и науки РК "За заслуги в развитии науки Респуб­
лики Казахстан" , на Украинском математическом конгрессе в Киеве в 
2009 г. за высокие достижения в области дифференциальных уравнений
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— золотой медалью Н.Н. Боголюбова, в 2009 г. был награжден премией 
"Парасат" Национального центра научно-технической информации МО- 
иН РК (диплом третьей степени) в номинации "Наиболее цитируемые ав­
торы в области точных наук Республики Казахстан" , в 2014 г. — Дипломом 
I степени Казахстанского математического общества "За лучшие научные 
публикации в 2013 году" и Почетной Грамотой Министерства образования 
и науки Республики Казахстан.

Сердечно поздравляем Дулата Сыздыкбековича с 60-летием и жела­
ем ему крепкого здоровья, огромного счастья и семейного благополучия, 
больших успехов в научно-педагогической деятельности.

Редакционная коллегия "Математического журнала" 

О сновны Е п у б л и к а ц и и  Д.С. Д ж у м а б а е в а

1 Сходимость итерационных методов для неограниченных операторных урав­
нений / /  Математические заметки. — 1987. — Т.41, вып. 5. — С. 637-645. (English 
transl.: Mathematical Notes. — 1987. — V. 41, №5. — P. 356-361.)

2 On the solvability of Nonlinear Closed Operator Equations / /  American 
Mathematical Society Translations (2). — 1989. — V. 142. — P. 91-94.

3 On the Convergence of the Newton-Kantorovich Method for Closed Operator 
Equations / /  American Mathematical Society Translations (2). — 1989. — V.142. — 
P. 95-99.

4 Признаки однозначной разрешимости линейной краевой задачи для обык­
новенного дифференциального уравнения / /  Журнал вычислительной матема­
тики и математической физики. — 1989. — Т. 29, №1. — С. 50-66. (English transl.: 
Computational Mathematics and Mathematical Physics. — 1989. — V. 29, №1. — P. 
34-46.)
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЖИЗНЬ

СТА Н ИСЛАВ Н И К О Л А Е В И Ч  Х А РИ Н
(к 7 5 - л е т и ю  со  д н я  р о ж д е н и я )

В декабре 2013 г. исполнилось 
75 лет академику НАН РК, докто­
ру физико-математических наук, 
профессору Станиславу Николае­
вичу Харину.

Станислав Николаевич родил­
ся 4 декабря 1938 года в г. Каске- 
лен Алма-Атинской области. В 
1956 г. окончил среднюю шко­
лу в г. Воронеж с золотой меда­
лью и в этом же году поступил 
на механико-математический фа­
культет Казахского государствен­
ного университета им. С.М. Киро­
ва, который с отличием закончил 
в 1961 году. В 1961-1964 гг., бу­
дучи аспирантом кафедры урав­

нений математической физики КазГУ, он находился в г. Харькове, где 
стал заниматься под руководством член-корреспондента АН КазССР Е.И. 
Кима.

После окончания аспирантуры в 1964 году Станислав Николаевич был 
направлен на работу в Сектор математики и механики АН КазССР, преоб­
разованный в 1965 году в Институт математики и механики АН КазССР. 
В 1968 году С.Н. Харин защитил кандидатскую диссертацию, которая бы­
ла посвящена решению сингулярных интегральных уравнений, связанных 
с задачами, моделирующими тепловые процессы в электрических контак­
тах. С 1969 г. по 1980 г. С.Н. Харин занимал должность старшего научного 
сотрудника лаборатории уравнений математической физики, а в 1980-1994
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гг. — заместителя директора по научной работе Института математики АН 
КазССР. В 1990 г. Станислав Николаевич защитил докторскую диссерта­
цию на тему " Математические модели теплофизических процессов в элек­
трических контактах" в Институте теплофизики Сибирского Отделения 
АН СССР (г. Новосибирск). В 1994 году был избран член-корреспондентом 
Национальной Академии наук, а с 2005 г. — ее действительным членом. В 
1994-1996 гг. он возглавлял Отделение физико-математических наук Ака­
демии наук НАН РК и являлся членом Президиума НАН РК, одновре­
менно руководил лабораторией в Институте математики НАН РК.

В 1997 году С.Н. Харин был приглашен в университет Пакистана — 
GIK Institute of Engineering Sciences and Technology в качестве профес­
сора, где проработал до 2001 года. За результаты, полученные в области 
математического моделирования тепловых и электрических явлений, он 
был избран Иностранным членом Национальной академии наук Пакиста­
на и назначен куратором раздела по математике в центральном журнале 
"Известия Академии наук Пакистана".

В 2001 году С.Н. Харин приглашается в University of the West of 
England на должность профессора (Бристоль, Англия), где работает до 
2003 года. Здесь создается творческий коллектив по исследованию таких 
явлений, как переход дугового разряда в тлеющий, вибрация контактов 
вакуумных выключателей под действием металлического пара дуги, стаг­
нация дугового пятна и другие. Математические модели, разработанные 
С.Н. Хариным, проходят экспериментальную проверку в лабораториях 
проф. Д. Амфта (Хемниц, Германия), проф. Б. Меджинского (Вроцлав, 
Польша) и проф. Х. Ноури (Бристоль, Англия). Результатом этого сотруд­
ничества явилась серия совместных оригинальных публикаций в ведущих 
зарубежных журналах.

Осенью 2003 г. Станислав Николаевич возвращается в Пакистан, 
где продолжает работать профессором в GIK институте до лета 2005 
г. В 2005 г. он приезжает в Казахстан и приглашается на работу в 
Казахстанско-Британский технический университет профессором матема­
тики, где работает по настоящее время. В Казахско-турецком университете 
им. Демиреля и Казахском государственном университете им. аль-Фараби 
С.Н.Харина также проводит подготовку молодых специалистов.

С.Н. Хариным разработаны и изучены математические модели, описы-
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вающие нестационарные температурные и электромагнитные поля в элек- 
троконтактных системах, процессы в низкотемпературной плазме электри­
ческой дуги в коммутационных аппаратах и плазмотронах, явления мости- 
ковой и дуговой эрозии и сваривания электродов. Эти модели базируются 
на краевых задачах для уравнений в частных производных с движущи­
мися границами, основной особенностью которых является вырождение 
области в начальный момент времени. Это обстоятельство порождает син­
гулярность соответствующих интегральных и интегро-дифференциальных 
уравнений, к которым редуцируются эти краевые задачи. С.Н. Хариным 
разработаны, в частности, эффективные методы решения подобных задач, 
аппарат специальных функций Хартри (повторных интегралов вероятно­
сти), с помощью которых найдены решения некоторых задач типа Стефа­
на и Веригина в явном виде.

С.Н. Хариным изучены также новые типы краевых задач для парабо­
лических уравнений, описывающие процессы тепло- и массообмена в телах 
с переменным сечением. Для этих задач построены тепловые потенциа­
лы, исследованы соответствующие сингулярные интегральные уравнения 
и разработаны эффективные методы их приближенного решения, в част­
ности, метод мажорантных функций. Полученные результаты нашли при­
менение в теории низкотемпературной электродуговой плазмы и комму­
тационных процессов в электрических аппаратах. Математическая модель 
электрической дуги, учитывающая взаимодействие приэлектродных, внут- 
риэлектродных и дуговых явлений включена в учебник для втузов "Тео­
рия электрических аппаратов" под ред. проф. Г.Н. Александрова, Москва: 
"Высшая школа 1985 г. С.Н. Хариным предложена и теоретически обос­
нована новая гипотеза о возможности термокапиллярного механизма ду­
говой эрозии, развита тепловая теория мостиковой эрозии электрических 
контактов и математический аппарат, позволяющий определить условия, 
при которых возможен оптимальный выбор композиции контактных пар 
с минимальной или самоограничивающейся эрозией. На базе этой теории 
разработаны и внедрены в производство ряд новых контактных пар.

На основе решения пространственной задачи стефановского типа в но­
вой постановке разработана математическая модель, описывающая про­
цессы плавления и сваривания электрических контактов при сквозных то­
ках, а также дано теоретическое обоснование обнаруженным ранее экспе-
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риментально трем различным зонам сваривания.
Результаты по математическому моделированию динамики перехода 

дугового разряда в тлеющий позволят резко сократить дуговую эрозию 
контактов.

Анализ математического моделирования температурных и электромаг­
нитных полей в контактных системах позволил выяснить роль туннельно­
го эффекта, оценить влияние на него пассивирующих и адгезионных пле­
нок и разработать новые электроконтактные конструкции со специальны­
ми устройствами, нейтрализующими туннельный перегрев и обеспечива­
ющими стабильное переходное сопротивление. Инженерная методика рас­
чета температурных полей в контактных узлах и термобиметаллических 
элементах аппаратов защиты была существенно использована при разра­
ботке новых автоматических выключателей серий АЕ-1000 и АЕ-2000 и 
штепсельного соединителя SP-063, получившего Золотую медаль ВДНХ 
СССР и сданного в серийное производство. За эти разработки С.Н. Харин 
был награжден Почетным Знаком "Изобретатель СССР".

Результаты научных исследований Станислав Николаевич представля­
ет на международных конференциях и конгрессах в США, Англии, Япо­
нии, Канаде, Германии, Франции, Швейцарии, Польше, Болгарии, Паки­
стане, а также на многих Всесоюзных и Республиканских конференци­
ях. Им опубликовано свыше 300 научных работ в ведущих зарубежных 
и республиканских журналах, 3 монографии, получено 12 авторских сви­
детельств на изобретения. С.Н. Хариным были организованы и проведе­
ны I Всесоюзный семинар "Математические и теоретические проблемы в 
контактной технике" (Алма-Ата, 1970); II Всесоюзный семинар "Тепло- и 
массообмен в электрических контактах" (Алма-Ата, 1979); III Всесоюзный 
семинар "Нестационарные дуговые и приэлектродные процессы в электри­
ческих аппаратах и плазмотронах" (Байкал, 1991); Международный сим­
позиум "Электрические контакты. Теория и применение — ISECTA-93" 
(Алма-Ата, 1993).

Под научным руководством Станислава Николаевича были защищены 
10 кандидатских диссертаций и 3 диссертации на соискание ученой степени 
PhD. Он был Председателем Комитета по научно-техническому сотрудни­
честву между Республикой Казахстан и Исламской Республикой Пакистан 
(1996-2001 гг.) и президентом Малой Академии наук школьников.
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Сердечно поздравляем Станислава Николаевича со славным юбилеем, 
желаем ему крепкого здоровья, огромного счастья, больших успехов в на­
учной и педагогической деятельности.

Редакционная коллегия "Математического журнала" 

ОсНОВНЫЕ ПУБЛИКАЦИИ С.Н. ХАРИНА
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