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УДл. 519.49 Б .С .Б Ш лНОВ

т,ЕКОТОШЕ СВОЙСТВА ТОТ Ш. J ТРАНСЦЕНДИГО 'X 
ТЕОРИЙ

Пусть Т -  полная теория языка X  . фунісідей спектра 
теории назовем следующую функцию I  ('Г) : От, —> СаъЫ

v . e o * .  I Ст.л^ = j i M / м и т  , wA j | ,

где Ог , С&ЛуС1 -  классы ординалов и rap, анатіов, | ^  1 -мощ
ность системы И , [Ю -класс всех систем, изоморфных сис
теме N . А.Лахяая [ l ]  исследовал тотаньн 'трансцендентные 
теории. Им была доказана следующая теорема А ;

Пус'гь Т тотально трансцендентная теория счетного язы
ка -£ . тогда дая функции спектра истинна одна из следующих
возможностей:

(1) I (Т ,о ) 6 [ I, ы} ; w - м  , і ( т » = і ;  _
( 2) , I  (т (^ )  ( к \ , ы )» , а (Т ' А )= К 1 ;
(3) v j. ъ і  , i  Ст1. а -) -  і<к + 1)^■,

( 4) VJ. я ,  I  ( Т ,* )  ^  ,

В обсуждении ақ, іая (4) Лахлан высказал гипотезу
Существуют тотально трансцеі, житные теории только со 

следующими функциями спектра*.
a) I ( T ,J \Y -  ,
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б) Г ( т > ' ,  = ,
в) I  ( т .  i ) *  w w  и ы , u ' u l ) .

Т .Мустафиным на У Всесоюзной кг гференции по математической лс 
гик,в была сффрмуларована следующая гипотеза:

Пусть Т  подлая счетная не и)і -  категоричная теория. 
Еадш любая формула теорли Т І  -кардинальна, то сущеотр’гет 
такой Л -  несчетный кардинал, что 

У<К 5 i ,  І ( Т ,  І ) І А .
Через Т у  обозначим сов< утшооть всех универсальных предло- 
.ізний, выводимых з Т . Назовем Т у  унивэрсада теории Т  .

Локально совместное  ̂ Т  множество бескванторных фор
мул с одной свободной переменной х  называется 1-. д -типом. 
Теория Т  называется ЬА~ (uJ) -  отабш ьяг*, если при обогаще
нии я?ъг:а счетным множеством предметных констант, мощность мно
жества и  д  -типов не увеличивается, опрашивается, существуют 
хи ид- ( ю)  -  стабильные, не тотально тракецзндвнтные теории? 
(Форрест [2 ]  , p . IX ) .

„Теоремы 1-3 отвечают на вопросы Лахлана, Мустафина, Фор-
рвота.

Для каждых Afe Co.'bct,^ & 0 г  функция S ( л ,  f>) опреде
ляется следующим образом: &(л,о ) -  А  * ear j»> -предель-
кий, то S (Л , & ) * \/^ Л , у) ; если у + І , тс f i t f u l  ,

Теорема I .  Jk-я любого счетного ординала $> < су
ществуют тотально трансцендентные теории Т  со следующими 
функциями спектра: . ч

ч . I ( T , , n =  W . U U - * .  Л І *

б) I  ( т > ) *  , s  ( Ц * і Г \ л ) ) .
Доказататаство. Нам понадобятся дг э̂ леммы.

■ Демма I .  Существует иолная тотально транец..-з д е н т  т тео
рия эо следующими функцияг спектра, которые для каддого орди
нала > І  определяются равенс вами:

а) I  (Т , <П = І ^  + 1 ) ,
б) 1 'Т,  Л  - | < М 1 Г \

оказательстзо. Язык X  содержит один предикатный сим
вол £ с '3=-, Э) • Аксиомы утверждаг , что I)  (.(?■> у) -эквива
лентность, 2) 6 (х , у) имеет ровно два бс сонечных класса.
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Очевидно, что эта теория rior-' и удовлетворяет а ) .
б ). Язык oL содержит счетьое °чсло одноместных пр щ 

чахлых символов <р<, рі р п,-- >п ,̂л , Аксиомы теории имеют вид:

m, n < u) J  X Рт С2е) *
2 ) V o c  т [  р „  < Х ) Л Р ™  (  * ) ] .

('•’евидно, что в1 t творил полна и удовлетворяет б).
Jiem ^ 2. а ) . Пусть /  полная теория языка Х~1 (ТД ] -

функции оп :тре. Тогда суще о1. ;т полная төс ая 1 ' языка <£fc „
что I ( T fc , <М ; •’T,in С 2.‘ ; |J> + и>14 , где )> = I ( T . , f t '  .

б) .  Если существуют теории Т*,Г.<Л.,.1Т„1,. оо следуюj m  
функциями спектра:

I H L . j . ) ,  min (г .ы\  S O
.  о

то существует полная теория Т  , что

I  ( r f , A ) ,  ^  ( * “•* , S
в ) . Т , Т „ ( и < и ) )  Д -стай  ,ьны, т о Т р.Т е >. *е / \  -

01 ждьны.
Доказательство. а ) . Определим М" и теории Т * г  Т /і (/Ч£)
Рассмотрим счетное семейство lvl ri> n t . J  , что

' ! ) „ < *  1=Т  •

« >  - * *  А 2
Основное множесі ..о модели Г. ь пусть совпал аех с объединени
ем основных множеств М * , * *  id , а /<  * 4 '  '  {£сх,у)} к/ д с 
( х ) \ с -  константа языка £ .} , где 1' -  множество всех пре
дик 'ш х и функционалышх символов языка X , Определим на 

№ '«ли П г истинность атомных формул языка 1  £ следуицим 
•указом: . і :

J Va,, I  £ 1'/1е £М4 ^££а ,в )  J  И *и) , й, { S *^>0 '

2) для любого предикатнох’о г мвола Я(»*,.. Ос»,) (функцио
нального с а л о л а  / (сгі, .... Ос.*.,) , ддя любых  о .„ € И 1

t f n ‘ 1= k (o - i , о « ) З и < и  « /Ч и /1
ГЛ W R ^ и* )) []*

І І  һ 1 t= < (Cbj,,. , °- гц <£=*> ( О-i...., л

' и ^ 4 С **■!, ■ ■ < й •» t ) ~ & -»» J ) )



4) n < u) пусть конс шта с  языка «£. и т  рпрет'' 
руетоя в модели П  * ль. .өнтом d  а П  п . тогда М £ (=» V  ос

С ЕС*.  А )  *-*• С » ) * ■
Непосредственно из определечия следует, что для лю vo 

языка ~ , для любых моделей М , <лГ

[ К1 5  д. иГ ^ = >  М £ = 1 € Л  & ] .
Любах: модель * Г  мопщ^ли ^  теории Т £ состой-" из бес
конечного числа классов эквивалентное i  г £  ( s c , y j  . 'ассмот- 
рим один класс эквивалентности и ограігвічимоя языком J. ' . При
мем c « g t (ос) в языке X  . Класо э ивалентности [cj с с - 
редөленньки на нем предикатами и операциям' апемен^арно экви- 
валентог модели П Для О ъ  у -сть 1 \
та' je семейство вполь- упорядоченных .ожеств что Е>̂  Г \& ^ ф }
I Е> 1 1 “ i  fT, X) м я  различных J 't  и i t ,  , м р ч ь ш и х  </. 

Пронумеруем все модели теории Т мощности и, g, s </> индек
се л из & j  . Тогда можно поставить в соответствие каждой мо
де 1 иГ теории е следующую сИпщию:

■ V '£>* 10 0  * ^  ' 0 * <4 •
Лдя любого* j  "= ft у пусть ^ ( у ) -  число таких класс з экви
валентности по £  <, у ) ,  которые изоморфны модели Т  с 
ш’дексом j  . Яг чо, что изоморфизм долей теории Т е со 
ласовав о изоморфизмом Елассов эквивалентности. Из т< э , что 
число разл, лих фун: ций равно

+ и) | , где > ~t J  L  (Т ,  j-) , еж ует

Y < k * l  , I  Л )=  m i*  ( ^ \  U  \
Рб).  Определим язык J- следующим образом: 

j / s  <. І  „ i / i  Рп ' г\< Л ]  где 1   ̂ Л 1„г ф,для m  ф лП 4 U) I V •
Пусть {М*/  * < ^  } -  семейство моделей, что М * языка 1  „ , 

М ,  ^  Тл , A f l w  1
За уш зреум модели lv'lp возьмем - '> М „ . Определим на 
модыш истинное-ъ атомная {юрмул языка .t-1* .

I , Уа. <£ П* [ м р1= Р- ( ) <?' ft € М и 1 
-  1?  -
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2) n < цЗ д о  л xjoro предикатного символа R (х4 , а. ,*) 
(функционального с т в о л а  > ( Х/ , . . . ,  ) языка 5  „ и для
любых ' і , ..., и п  е  1ЛГ

£ П р М ( й х   л *  €  М п . М п  »=

. [ ^  Р ([*■!,... й-гп-і)* b n & Q t
Как и случав а) можно за м е ^ т ь , что если ограничиться аяемек
тами, удо_летвг я̂ющие предан^*/ Р„ и языком «£« , то полу
чится модель теории Т1 „ . Тогда любая модель «аГ тепии
Т мощности характеризуется функцией 

<2 *s '■ u) +1 —*• &й U и) u ) { u ) t : i . ? *  j
такой, что для любого ( " ) е  ^  ( и)) & ^  ^  W i  О ? <А] .
Здесь ft г, ( һ <ui) -шожество индексов при $ :сированной нумера
ции разлигтшч моделей теории Т „  , мощности меньшей или рав
ной wJj  ̂ , |  ^  ( u)) -  мощно и множества аяементов а, & ,аГ , 
что у  * < uJ ^  Р* (f t)  , TaKiJC различных <&\ ций

8 ( Л , р )  . йледовательно, I ( T , * ) - '  ( 2 ,  $( * , £>) ) ■
в) .  Предположим, что Т е не Л -  стабильна. Тогда 

существует 4  S o f  Ь Т £ , что / А| а Л , S t (Т(а.))>  И . 
Выберем максимальное подмножество -Ч { <4 . , а.іш... ^  ,
чти < /  4  Jb < Л » , Л  )r 7 С (a. * ( a, jb) . Пусть для любого

Л , 1̂ £ (ос,а'  = ? P £ Sl(T(A))  / £ < * . * >  б р  j  .
Ясно, что V J b +  J| < Л « . (*,*,/>) Л U£ £ " . » * )  - ф -
Ёсли для любого jf < л  о , I ^ е с х . а ^ І ^  Л , то 
| S i 'Т  С A)) J ^ А • йледовательно, существует

у.  < Л .  , ч т о  I U ei Xi CLxj > A  .
От.сюда и из определения теории Т £ следует г л Л -  ста -  
би.г чость теории Т  . Аналогично показывается Л  -ста
бильность Т р , при условии Л  -стабильности Т *  для
любого и * и) .

Ппистулим к доказательств'' теоремы.
Стартуя с функции лемлы I ,  применяя л^ш у 2. а) для непредель
ных ординалов и 2 <) для предельных, иолучим искомке функции. 
Тотальная траноцэвдектность искомых тг->рий следует из леммы 2. в).

Теорема 2. Существует полная теория Т  счетного язы
ка J. , что любая формула теории Т  1-кардинальна, Т  -не 

ы,> ^ -кат порична и имэ( сло;сг<ощуі« функцию спектра: VV £ J ,  
К т . м  = упі»  , \ ь  + и і \ 7 * ) .
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Гэкіззагчльств' . Язык <£ теории Т  содержит даа 
одноместтіг| функциональных символа JtC’*) и ^ t  £зе) . Аксиомы 
теории ' I :

1) V x f . ^ ( x )  +

2) ! Voc 3 ! ^ [ ^ ( а )  * ас. V х х  ] ,

3) Vac. СЗ а СЧ« С^)* зьЦ 1  * 1 ]  ,
4) ц< ц) пусть Кл -  множество . горядоченных после-

до іательиостей из О и I  длины п , тогда для любого

t  g к ц С С 4 ^ (м  ( ••* (* ') • • • )  Ф X- !•
Непротиворечивость теории очевидна. Прежде, )м дока

зывать полноту, определим функцию t  п (.х) , множества /)* (-х),
(Ь у, Сзс.) . Пусть И  произвольная модель теории Т  ,/огде

г * : М - *  к V,, V 0- <? К» IX  » (а.) = I  6 К * ф*>

Һ != J х  [  | t m > t  : ( г to ( * > ) • • • '  * а ] ]  ,

Ап ^й) = {& £№/ ■]  т < *  L ^Т(П) (••• ( С * )) •••) г Л 1 І »
1Ъ „ 'Ы - { с ^  /  3 К  ̂w . 3 Ь £ А ». (< 0 , 6 е А к ( с ) J .

Ясно, ЧТО / А* СА"И = * , I & * С <*■) I = <*J »
L A k (а) с  Л И (Л ) К < "  J .
с ц (а)  в { с ё  М / ! к . < п  ,3 4 £ /Э* ( д ) , ̂  ё /1 m { с  ) }  .

Пусть И  ьдГ модели теории Т  . Нам понадо
бится крите] и элементарной эквивалентности двух моделей, до- 
казанный впервые А.Д.Тайманоним, в формулировке, данной Ершошм 
и Пашотиным гзЗ . Инд-тсцией по hr> , > т  < л , построим мно
жества G t nU,>'0 конечных изоморфизмов из в **/" .

Шаг I . I .  G i U . l )  » i j  t a*  -*» {4^ , а  «  П,  4 с  u f .

' t z ' - i  = *<г"- 1 6Н -
Шаг п . кп . Пусть G m-|0 *  i л ) -определено, '.’огда д ы  

любого ^ <='Gm-i Va. i  f ' b A m i  определим у о., <%c $<-
3 i < 4 , a  m -1, a j  -*■ iaT , и аля любого & e  ,.J \ ъсьп^ ^  

определим ^  : M —=> { l it І Лі. 4j  -  частичный изоморфизм, 
что ^ С ^  . Г строенное 3«. , ^ <f отнесем в G *, (</ , *)  .

Рассмотрим два случая:
I) V л с 1 < к < уу> ) ,  v  L < u j , a. 4  А £ ( ч к.) .
2,  3 К  С < 5 к.  < ^  ) 1C uJ , a  <£ ( а . ,  '
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В ол, дав I )  для значения фуш^даи <£о. можно выбрать 
хіой элемент из еле, ,/хлцего множества:

J с £ <Л I С̂ ) ~ ^ К *
С ^  75 ( л О  3 •

г; $„ ( Л)'£ { \ I  -J t f  к , а с  А( U) }  V <-*(*) *
? ' .  Распадается на два "лцслучая.
а) J  к* пя , <х & ^ ^ и - м  ( л. с, ) ■

б) V К < м  ^  4̂  ^  £ W - »* *
2 ) . а) .  Находим элемент, лежащии в ^ 2n-m^*. )  и соот

ветствующий tu в ^ 2  «ч-™ (&*„).  Этот элемент и будет образом 
элемента л. при частичном изоморфизме ^ ,

2 ) .б1. В атом случае значение функции можно считать лю
бо! элемент из следующего мн хества

{ С I  t  g п- *л *t_  ̂ (с) -  Х, £п-гл*1_£ ( х ) К  < , С & ^ 2 "
Выбор образа душ о, обеспечивают акоиоми теории Т  . Анало
ги1 з определяется чаотичный конечный конечный изоморі| ізм .

Пусть N произвольная модель теории Т  . Определим 
на \ отношение f  :

V л. , & £ М[Еса,й)  4=v 3 п,™ <: и) A h ( & ) л  у  6 / )т ( ( ) ] ]

Очевидно, £  -  отношение эквивалентности. Класс зквиваиентноо-
ти но Ь/ назовем блоком. Легко ноказать, что мощность лкхЗого 
блока счетна. Из аксиом теории следует, что блок есть модель
те.рии. Любая ’.одель теории Т  состоит из некоторого множе
ства блоков. Отсюда следует модальная полнота т эрит. Т  и I -  
кард іаяьность любой бесконечной формулы тэорпи ГГ 

ig <= 2:ы , иі -  последовательность из 0 и I  нсзовем ха
рактеристикой элемента о. & М *= Г , если V m < и/ f r«i^(a) ,  г„ - л  ("')!■ 
Для ^  і  2 й1 , через v  Р *. -  обозначим uJ -  последователь
ность. полученную из 2  выкидыванием >рвых л. -членов.
Ifcp.Tb p i ,  р х •= 3. ы и~р{ ~  Ь ,  rn ■ £><. /  ' * J  ■
Ясно, что характеристики элементов из одного блока изоморфны.
Число неизсморфных характеристик определяет число неизоморфных 
блоков,, и,следовательно,час неизомор|шх счегш .' моделей.Та-
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к; ixJpeiOM; чг.сдо <5л эков равно 2. ^  . Пронумеруем множество 
всех нчизоміітзфныг блоков ординалами ме,гъщиш, чем 2. “* „ Тог
да любе модели М мощности и) ̂  поставом в соответствие
функцию 2“*-* Ы frfJL ’ , (О -  мощность MH îeCTBf
блоков с номером І , лежащих в модели М . Любая модель
чГ  мощности с такой же функцией изоморфна модели П 

Следовательно, число различных функций определяет число нг~зо- 
мор^ных моделей мощности и>+- .

Следствие. Для любого очөтиого ордгаала J2> < и) э су
ществует полная теория Т  , что V J- £ i

: ( т , л )  - ...и с?**»*. s u 2*', j b ).
Доказательство непосредственно следует из лөмда 2 и 

теоремы 2.
Говорят, класс структур 2  обладает свойс вом амачь- 

гамироғенного вложения ( А Р )  , еслг v  А V гь А v  Ъ л е  Я
r J i l ' U . k  1*1,1 ЗСйГ,  3?ІІ L*l,l с
что следующая диаграмма коммутативна:

ві ̂ 9/
А ■" '*■£
- J t  / ^

Замечание. Если Т \ -  универсал. То
[ T t -  не обладав А Р ^ Г(х. )& 5  ид (Т і). ^  Ф і  ('*■$ )■

ф х ( х , л ) £  F  , что

Т* U Г(х) (' { t x,  “)}, I/ Г ( х ) і /  £ ^ г . (у ? -  выполнимые 
множества формул, Т  V Г ( х )  и £ Ф+(£, j j ) } и {  <Pt  ( х , * ) }  
iipo' mope^HBoJ .

Это следует, очевидным образом иа теоремы компактности.
Предложение I .  Пусть Г счетная полная т^.рия. Т< "да,

ear*
1) Т  -  мод'тьно п о т а ,
2) Т1 V -  обладает А Р ,

то из стабильности Т  следует ~потальная трансцен
дентность.

.доказательство. Пусть { \ с-  & = £ ft <= <vl ̂  Г /З-отрук
т у р а ] ,  Г (*„ -  полны: 1-. А~ (и) -тип над А . Гогдя для лю
бой формулы ср(х,ууе  Fn (л ) неверно,что . О Г(~;) у f l y  Ф, :t jj
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T  I. I ( £ ,  \J [ V ^ 7 ф  ( i ,  j } 3 -  непротиворе’твыс множзсті $ , ’t-  
мул.

Предположил противное. Тогда дополним типы Г ( х ) и ( Э у  Ф 
с-ч^)5, Г(х)и{ Vjj 7 Ф (.3 ,х )  3 д олннх и -типов над А .
Реализуем эти типы, соответственно, в моделя М i и № *, тео
рии Т  . Иус ь c i , 2. j , соответственно, реализации типов рх 
и [>г, . В  моделях Mi и М ». есть подструктуры fti , ft*, .п о 
рожденные м н оғтгваш  /I V w n g  с *  , /1 и tat\% Z  ̂ .Ото
бражение I ; Л I/ ta n j  c t А и ъл«$ тождественно на 
ыожяо ігродолжить 'то изоморфнюго вложения в  4 і в  г. . Из того,
что Т  V7 обладает Л ?  , следует существование С , >%* ,
что : М. С, М*. —>• С , ^  / й< ) = 3 г  ( Jij, ) .  Дм С  су
ществует С , М » *= Т  . Пусть
Из модельной полноты теории Т  с л ғ ^ е т , чти ң ' < /И̂ <Л)Э,

1 = 3 ^  ф ( с , $ ) ,  r l ' ik  [ ' 7<р(с,у),ввгшу n t k 
tfj> . V i 7 Ф с , ) . где г  • Из м ;  ^ i , n ' x <^i

следует t  3 *j ФСс . у ) ,  М 4 * * 1  7<P ( c , $ )
Противоречие.

Независимо, И.В.ЛІьвов и У.Ушіер [О  заметил]., что аз ре
зультатов Блюм [б] следует

Предложение 2. Пусть Т  полная, счетная теория.
Тогда условия 2) з  I )  эквивалентны.

1 ) а) Т  -модально полна,
б) I V  -обладает А Р .

2) Т  допускает ачиминацгао кванторов.
Теорема 3. Существуют полные, {-/Л - (и>) -стабильные, не 

'отально трансцендентные теорли Т  , Т* , что
1) Т  -модөльно полна,
2) Т у  -обладает Д Р .
Доказательство. Опишем теорию Т  . Язык Т  содержит 

один тремостный предикатный имвол Qt x , ^ ,  г )  и один одномест- 
ннй предикатный символ {*(*>•

Аксиомы теории Т  
( I )  /  а  ^ г  ( t? ос. ;j. t - ) Р (х .) л р ( ^ )  л 7 р  ГЧ) ]

(г) v  э-я'*-I *х C « ? c x . ^ i j )  л 'г , + t  т£.4 ) ] ;

(3) v' X t % i  L Q С*, if, г  ) г"5* 7 <? Су, х , 1 )1 ,

( ’ ■ ^  х . ,х 4 х 3 X,i 1 а. -  *-з Г <?{х/,Хл,5(| )Л ̂ (Je*,sc5-t SCA ) — *
'3 С**,®». 1 , П ,
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(5, V 'Xj, Ыі, 1 1 3 х *  ***» (<? (.Хі, ас4 (1 4 ) а
С*г| ,  * ь , 1 ^ ) ] .

ИЬ 00 -категоричности теории и теоремы Вота L^J елед’ ет.что 
полна Т  L Из V 3 вко: мат>/руемости, и) -категоричное 
га и теоремы Линдстрёма £3] следует модельная полнота Т  . Т  
не является тотально' трансцендентной из-а а того, что на Р фор- 
мульно определяется порядок к по теореме Шелаха [б ]  Т  не ла
бильна. Из того, что порядок определяется ^ помощью квантора 
существования следует, что Т  L А-  (и )) -стабильна.
Опишем теорию Т ' . Язьи JC' төсри® Т ' содержит счетное 
ЧИСЛО ^уНКЦРОНаЛЬл^Х символов ^ * , К < и> , И счзі эө число 
одноместных предикатных символов рп  , п ■< м)

Аксиомы Т 1

( I ) Л<. j) */эс ү С Р и ( К )  л P(3C)J ,

(2),л -f ; ц) у х Ч Р л и ) л ( x )  1,

(3) к ̂  m < и) V x . СРп  ( х ) - *  Cx OtJ,

(4) их из v х нсQl'u
j ” ► ? l { n  ( X ) ) ] ,

(5) uj V X L ° ( * J  ■- *  ^ h ( x ) :  Ж j  ,
(6) */: и) V х P(X)  л  (*)  л = X  -

(7) и  ̂и>

С. ( Р«( . ъ) / \  ( * )  = * )  - *  * = ^  j J  »
ТтуСТЬ І  0 , 1 }  }  ,

V і  £ £ *  3 л Г І(кп) = І  л m i h

' i  {.  ( * 1 и ) ‘ х 4 л Р** ) = <?
т (-1̂  I v Л  ̂ = X t ;; ]J .w 6л

Из критерия элементарной эквивалентности !_з] и ағ^исм (7' 
следует полнота Т  . Легко понять, что любому эл .ленту » * Р(/У) 
произвольной модели (Л одно поставить в соответствие и) ~ 
последовательность из нулей и е , . лиц. Если на ь  -лесть в пос
ледовательности стоит единица, то зто означает, что для этого 
элемента существует прообраз по функции /  п . Назовем эту nJ -  
последовательность характеристикой элемента о. е  М Если на 
характеристиках элементов модели И  ввести легоикогрвфртес-
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кій по; док, то для любого расш_.рения Ң  Ң  , уцові т- 
ворямцей аксшмам 1) - 6 ) ,  следует, что характеристика эле
мента о. ь ГЛ в структуре не может уменьшаться. От
сюда л е д у е т А Р  универсала теории. Из аксиом (7 )^чс0 сле
дует не тотальная трансцендеьгность теории. <Ля —(V>) -стабиль
ность теории онтекает из акоиом (6) Л
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