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Получен критерий существенности о-минимального обогащения моделей о-минимальных теорий
c плотным линейным порядком, допускающих сокращение воображаемых элементов, в терминах
частичных одноместных функций (Теорема 1).

Опр е д е л е н и е 1 ([1]). Модель M сигнатуры Σ упорядочено минимальная (o-мини-
мальная), если некоторая формула сигнатуры Σ задает линейный порядок и ее любое фор-
мульное множество, определимое с параметрами из M , есть объединение конечного числа
открытых интервалов и элементов.

Всюду в статье предполагается, что формульный линейный порядок плотный. Модель с
формульным плотным линейным порядком будем называть плотной, а ее теорию — плотной.
Формульно определимые множества, отношения, функции модели M = 〈M, Σ〉 будем называть
M -определимыми или определимыми в M . Теория о-минимальная, если хотя бы одна из ее
моделей о-минимальная. Теория сильно о-минимальная, если все ее модели о-минимальные.
Доказано [2], [3], что классы о-минимальных и сильно о-минимальных теорий совпадают.

Опр е д е л е н и е 2. (i) Говорят, M+ = 〈M, Σ+〉 есть обогащение M , если M = 〈M, Σ〉 и
Σ ⊂ Σ+. В этом случае теорию T+ = Th(M+) назовем обогащением теории T = Th(M).
(ii) Обогащение M+ модели M существенно, если существует Pn ∈ Σ+ \ Σ, что для лю-
бой формулы Φ(x̄, ȳ), l(x̄) = n сигнатуры Σ, для любого кортежа элементов ā ∈ M верно
P ((M+)n) 6= Φ(Mn, ā).

Опр е д е л е н и е 3 ([4]). Говорят, что теория T сигнатуры Σ допускает сокращение во-
ображаемых элементов, если для всех M ∈ Mod(T ), для любой формулы φ(x̄, ȳ) сигнатуры Σ,
для любого ā ∈ M l(ȳ) существует b̄ = 〈b1, . . . , bn〉 ∈ Mn, такой что для любого элементарного
расширения M ′ Â M и любого автоморфизма f ∈ Aut(M ′) верно, что

∀c̄ ∈ M ′[φ(c̄, ā) ⇔ φ(f(c̄), ā)] ⇐⇒
n∧

i=1

f(bi) = bi.
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Те о р ем а 1. Пусть T — о-минимальная плотная теория, допускающая сокращение
воображаемых элементов, M ∈ Mod(T ), M+ — о-минимальное обогащение модели M . M+

является существенным обогащением модели M тогда и только тогда, когда существует
элементарное расширение D+ модели M+, что класс всех D+-определимых частичных од-
номестных функций не совпадает с классом всех D-определимых частичных одноместных
функций.

Доказательство. Достаточность следует из определения.
Необходимость.

Лемма 1. Пусть D+ — ω-насыщенное элементарное расширение модели M+. Если каж-
дая одноместная D+-определимая функция определима в D, то каждое D+ – определимое
множество определимо в D.

Доказательство. Покажем индукцией по n:
(1)n Каждое определимое множество в (D+)n определимо в D.
(2)n Каждая частичная D+-определимая функция f : (D+)n → D определима в D.

Для n = 1, (2)1 условие Леммы, (1)1 следует из (2)1 и о-минимальности D+.
(1)n+1 Пусть R ⊂ (D+)n+1 — определимое множество. Пусть S — проекция R на (D+)n.

S := {ā ∈ (D+)n : D+ |= ∃y(R(ā, y))},
S∞ := {ā ∈ S : D+ |= ∃∞y(R(ā, y))},
Sm := {ā ∈ (D+)n : D+ |= ∃!my(R(ā, y))}.

S∞ определимо в D+ потому, что для плотной о-минимальной теории верна формульная опре-
делимость свойства бесконечности формульного множества, то есть для любой формулы φ(x, ȳ)
существует nφ < ω, что если ∀ȳ∃>nφxφ(x, ȳ), то ∃∞xφ(x, ȳ). В противном случае по теореме
компактности А.И. Мальцева [5] приходим к существованию бесконечного, дискретно упоря-
доченного, определимого множества в о-минимальной модели с плотным линейным порядком.
Противоречие с о-минимальностью. Положим l = nR.

По индукционному предположению (1)n S, S1, ..., Sl, S∞ определимы в D. Определим для
m (1 ≤ m ≤ l)

Ri,m := {(ā, b) ∈ R : ā ∈ Sm, 1 ≤ i ≤ m, b — i-ый элемент,
принадлежащий R(ā, D+)}.

Так как Ri,m есть график определимой в D+ функции, по индукционному предположению
(2)n, Ri,m определим в D.

Рассмотрим R′ = S∞ ×M −R. R′ определим в D+. Пусть

Pm := {ā ∈ (D+)n : D+ |= ∃!my(R′(ā, y))},
P∞ = {ā ∈ (D+)n : D+ |= ∃∞y(R′(ā, y))},

Pi,m = {(ā, b) : ā ∈ Pm, 1 ≤ i ≤ m, b — i-ый элемент
принадлежащий R′(ā, D+)}.

Пусть N = nR′ . Так как Pi,m есть график определимой в D+ функции, по индукционному
предположению (2)n, Pi,m определим в D. Очевидно, S∞ = P1∪̇P2∪̇ . . . ∪̇PN ∪̇P∞.

Рассмотрим P∞. Определяем формулу φ(x̄, y) следующим образом: для любых ā, b ∈ D+,

|= φ(ā, b) ⇔ |= P∞(ā) и b является граничной точкой R(ā, D+).
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Число граничных точек для любого ā не превышает 2k, где k = kφ < ω — максимальное
число ¬φ(ā, D+)-отделимых интервалов и изолированных точек, лежащих в множестве реа-
лизации φ(ā, D+). Для любой формулы φ(ȳ, x) о-минимальной теории существование kφ < ω
следует из теоремы компактности.

Рассмотрим функции φi, ψi, 0 ≤ i ≤ k − 1,

φi(ā) = b ⇔ ā ∈ P∞и b есть начальная точка i-ого интервала или
i-ая изолированная точка в R(ā, D+);

ψi(ā) = b ⇔ ā ∈ P∞ и b есть концевая точка i-ого интервала или
i-ая изолированная точка в R(ā, D+).

Очевидно, φi, ψi определимы в D+ и, следовательно, определимы в D.
Обозначим

θi(x̄, y) = P∞(x̄) ∧ (φi(x̄) < ψi(x̄) → φi(x̄) < y < ψi(x̄)) ∧
∧[(φi(x̄) < ψi(x̄) ∧R(x̄, φi(x̄))) → φi(x̄) ≤ y < ψi(x̄)] ∧
∧[(φi(x̄) < ψi(x̄) ∧R(x̄, ψi(x̄))) → ψi(x̄) < y ≤ ψi(x̄)] ∧
∧[(R(x̄, φi(x̄)) ∧R(x̄, ψi(x̄))) → φi(x̄) ≤ y ≤ ψi(x̄)].

Тогда
R(x̄, y) =

⋃

1≤m≤l, 1≤i≤m

Ri,m(x̄, y) ∪
⋃

i<k

θi(x̄, y) ∪
⋃

1≤m≤N, 0≤i≤m+1

Qi,m,

где
Qi,m(x̄, y) = Pm(x̄) ∧ Pi−1,m(x̄) < y < Pi,m(x̄).

В нашем случае P0,m(x̄) = −∞, Pm+1,m(x̄) = ∞.
Таким образом, множество R представляется в виде конечного объединения попарно не пе-

ресекающихся D-определимых множеств и, следовательно, R есть D-определимое множество.
(2)n+1 Пусть f : (D+)n+1 → D+ — частичная определимая функция в D+. Обозначим

H(x) = ∃z̄∃y(f(z̄, x) = y). По (1)1 H является D-определимой формулой и по (2)n для любого
a ∈ H(D+) функция

fa : (D+)n → D+, fa(x̄) = f(x̄, a)

является D-определимой при помощи функции Ga(c̄, x̄), c̄ ∈ Dk, Ga(ȳ, x̄) без параметров.

Предл ожени е 1. Существует конечное число функций G1(x̄, ȳ1), . . . , Gm(x̄, ȳm) та-
ких, что ∀a ∈ H(D+) существует i ∈ {1, . . . , m}, ∃c̄a ∈ Dl(ȳi), что
∀x̄[[Gi(x̄, c̄i) = f(x̄, a)] ∧ [Gi(x̄, c̄i) неопределена ⇔ f(x̄, a) неопределена]].

Доказательство. Предположим противное, то есть существует бесконечное число функций
{Gi(x̄, ȳi) : i ∈ J}, что для любого a ∈ H(D+) существует Gj(x̄, c̄a), что Gi(x̄, c̄a) = f(x̄, a) и
∀j ∈ J существует подходящая aj , что ∀j1 6= j, j1 ∈ J , верно

|= ∀ȳ[Gj1(x̄, ȳ) 6= f(x̄, aj)].

Тогда следующее множество локально совместно по отношению к Th(D+, d̄), где d̄ ∈ D+ —
кортеж элементов, участвующих в определении f(x̄, x),

{∀yj(Gj(x̄, ȳj) 6= f(x̄, x) : j ∈ J)} ∪ {H(x)}.
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Так как D+ является ω-насыщенной моделью, то существует a ∈ D+, удовлетворяющий
этому множеству формул. Последнее противоречит определению множества функций Gi(x̄, ȳi).
Предложение доказано.

Без потери общности можно считать, что существует только одна функция G(ȳ, x̄) (без
параметров) сигнaтуры модели D, что для любого a ∈ H(D+) существует c̄a ∈ D, что G(x̄, c̄a) =
f(x̄, a). Определим c̄ ∼ c̄′, c̄, c̄′ ∈ Dk ⇔ ∀x̄(G(x̄, c̄) = G(x̄, c̄′)).

Существование D-определимой функции h : Dk → Dj такой, что ∀c̄, c̄′ ∈ D

[h(c̄) = h(c̄′) ⇔ G′(x̄, c̄) = G(x̄, c̄′)],

следует из условия Теоремы 1 о сокращении воображаемых элементов.
Пусть h1(ȳ), . . . , hj(ȳ) — функции такие, что ∀c̄ ∈ Dk, h(c̄) = 〈h1(ȳ), . . . , hj(ȳ)〉. Определим

графики D+-определимых одноместных функций:

Ki(x, z) = H(x) ∧ ∃ȳ(∀x̄(G(x̄, ȳ) = f(x̄, x) ∧ hi(ȳ) = z)), i ∈ {1, . . . , j}.

Ki(x, z) являются D-определимыми по условию Леммы. Пусть di(x) = z ⇔ Ki(x, z). Тогда
следующая формула определяет график D-определимой (n + 1)-местной функции:

H(x) ∧ ∃ȳ(h(ȳ) = 〈d1(x), . . . , dj(x)〉 ∧G(x̄, ȳ) = z),

которая совпадает с графиком f . Лемма доказана.

Замечание. Аналогичная теорема была доказана Е. Хрушовским для любого сильно ми-
нимального обогащения алгебраически замкнутого поля [6]. Можно отметить, что его доказа-
тельство проходит и для любой сильно минимальной теории, допускающей сокращение вообра-
жаемых элементов. Наше доказательство базируется на схеме его доказательства, только для
другого класса теорий. Отметим, В.В. Вербовский доказал [7], что сильно минимальная нело-
кально модулярная теория, построенная Хрушовским, не допускает сокращение воображаемых
элементов, и построил [8] не локально модулярную сильно минимальную теорию бесконечной
сигнатуры, в которой не интерпретируется алгебраически замкнутое поле, и которая допус-
кает сокращение воображаемых элементов. Принимая во внимание результаты Б. Пуаза [4],
В.В. Вербовского [7]-[8], А. Пиллая [9], Тцубои [10], можно сформулировать

Гипотеза. Пусть Т — сильно минимальная теория конечной сигнатуры. Т допускает
сокращение воображаемых элементов тогда и только тогда, когда Т есть обогащение теории
алгебраически замкнутого поля.
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