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ОБ О Д Н О М  С В О Й С ТВ Е Б О Р Е Л Е В С К И Х  М Н О Ж Е С Т В

Пусть со" — множ ество функций из со в со. Д л я  множества Л с с о “  определим  
игру Ga следующим образом : игроки I и II попеременно записы ваю т натуральные 
числа.-В  итоге они вы писы ваю т / е с о “  . Считаем, что вы играл  I игрок, если f ^ A ,  в 
противном случае вы играл II игрок. П од  стратегией I (I I )  игрока будем понимать 
функцию а (Р ) ,  определенную  по индукции от преды дущ их значений функции на конеч­
ных последовательностях четной (нечетной) длины. М нож ество А  называется детерми­
нированным, если один из игроков имеет выигрыш ную  стратегию. Д ля  стратегии I и 
II игроков введем понятие скелета стратегии:

•S(a) =  { ///е с о  "  для  лю бого п<а>, f ( n )  =  (a, ............a „ ) ,
н е

ci2k+[ =  a (a u . . .  , а2к), 2 / г ^ п } ;

S (P )  =  { / / / e со1" д л я  лю бого п<ч>, f  (n)  =  {ai  a * ) ,

где a 2A =  P (a 1 а2һ - 1), 2 k ^ n ) .
Заф иксируем  пересчет м нож ества всех стратегий I и II игроков: ai,  Pi, l < 2 “ . 

Пусть р — функция из { 1 , . . . ,  л} в со. Будем  говорить, что р  согласована с множест­
вом стратегий Т cz2 “  , если сущ ествую т /< = S (a t ), / е 7 \  Будем  говорить, что р  я в л я ­
ется отказом  от м нож ества стратегий Т, если д л я  лю бого k ( k ^ n - l ) ,  p ( k )  согласова­
на с Т, а р  нет. Б удем  говорить, что А  вполне детерм инировано, если А  —  детерм ини­
ровано, и в случае о тказа  вы игры ваю щ его игрока от всех вы игры ш ны х стратегий у 
другого игрока появляется  вы игры ш ная стратегия.

Т е о р е м а  1. С ущ ествую т детерм инированны е не вполне детерм инированны е 
множ ества.

Доказательство.  Возьмем стратегию  ао, обозначим через D = { p / p — отказ от а 0).  

B r = { f / f { n ) = p ,  f e w " } .

Д л я  каж дого  p sZ >  будем строить E ^ c z B р следую щ им образом .
Ш аг 1. <(1, р) = m i n { l / S ( a i )  [] В РФ 0 } .

Выбираем jt(’ e S ( a ^ l iP ) n  В г .

r (  1. р)  = m in { / /S ( p ,)  п В р ¥ * 0 ) .

В ыбираем j / ? s (5 (Pr<i, ?))П В r ) K f . В ы бирать у р м ож но, так  как  S(g,.(lj р ) ) Л ^ , |“

—2 - ,  1 /C f I < 2 - .
Ш аг m + 1 . m + 1 <2<**, t ( m + 1, р)  = m i n { l / l > t ( т ,  р) ,  S { a , )  [ \ В р Ф 0 } .  

Выбираем х рт + 1  e ( \ S ( a , ( m + 1 > 4 ( 0 0

^ m + l = /C mU { * m + lb  r (m +  l.  P) =  m in { / / /> r ( m ,  p ) , S (p ,)  П в РФ 0 } .

В ыбираем >&+ 1 е ( 5 ( Р г(Я1+1>р)) л Д , )  \  ( E pn V K pm).
С ущ ествование таких  x pm + v  y £ +1 следует из того, что

15 (a »(m+i , p) )n^  I -  I s(P,(m+I. p)) n ^  I = 2 ш, I крт I =  I Epm I < 2 - :

Н а предельных ш агах  определяем  ( Е ^  ) ' ■== U Е р: ,
s<£m

t ( m ,  P) = m i n p) ,  s < m ,  5 ( a () n  B r h 0 ) .

Обозначим E P = U E PI, m < 2 " :  K p ' = \ J K pm , m < 2 " .
Зам етим , что для  лю бого р, K * [ ) E r  =  0 ,  Er<=B r , K * c z B r .
Определим A  = S ( a « )  U U  Е».  Оно детерм инировано, но не вполне детермвиврова-
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*ю. В сам ом  деле, в качестве выигрыш ной стратегии I игроку м ож но использовать 
стратегию  ао. Но лю бой отказ от стратегии ао означает попадание игры в В р, p e D .  
П редполож им , что у I игрока сущ ествует вы игры ш ная стратегия а е, а это означает 
' & ф 8 ( а е) [ \ В р <^:Еі’. Н о это  противоречит тому, что K p c z B p \ Е р . П редполож ение, что 
у II игрока сущ ествует вы игры ш ная стратегия, противоречит определению  К р и £ > .

О тсю да следует, что у  I игрока в и ір е  G A одна  вы игры ш ная стратегия ао, и при 
лю бом  о тказе  от ао у  II игрока не появляется  вы игры ш ная стратегия. С ледовательно, 
А  не Еполне детерминировано.

О пределим на ш ш топологию , в зяв  за  базис откры ты х множ еств { В р},  тогда лю- 
•бое откры тое м нож ество имеет видІҒ  В Р, а зам кнутое co“  / U В г .

Т е о р е м а  2. К ласс детерм инированны х множ еств, содерж ащ ий все откры ты е и 
зам кнуты е и зам кнуты й относительно булевых операций, является  классом  вполне де­
терм инированны х множеств.

Доказательство.  П усть А  детерм инировано с выигрыш ем I игрока, тогда  .4 имеет 
®ид А  =  ( JS (c t t)U  С, причем С п  П S ( a t ) = 0 , где Т — множ ество индексов всех выиг- 

t e T
ры ш ны х стратегий I игрока в игре G А - Рассм отрим  D T =  {p/p-отказ от Т).  Здесь два 
•Случая: 1) £>г = 0 ;  2) й тФ 0 .

1) Это означает, что о тказа  от стратегий у  I игрока нет. С ледовательно, А  вполне 
детерм инировано.

2) О бозначим через E P = A f l B p, p e D  т. Зам етим , (* ). Д л я  лю бого р е / )  г , для 
л ю бо го  е < 2 ш 5 ( а е) f \ B p g h E r .

Выберем е (р)  такое, что S ( $ e(p)) С ) В Р Ф 0 .
Рассм отрим  м нож ества Л р =  [ш£Х  ( 5 ( р г<р)) U B P )]U £ *  .

Т ак  как  полученные м нож ества А Р снова л е ж а т  в классе детерм инированны х мно­
ж еств , то А р детерм инированы , но не м огут вы игры ваться I игроком из-за определения 
Л г  и (* ). С ледовательно, они вы игры ваю тся II. О тсю да следует, что в каж дом  м но­
ж еств е  В р II  игрок вы игры вает, а это  говорит о вполне детерминированности.

И з теорем  М артина [1, 2] и теоремы 2 вы текаю т:
С л е д с т в и е  1. (ZFC) .  Все борелевские*м нож ества вполне детерминированы .

С л е д с т в и е  2 (Z F C + су щ еств у ет  измеримый кар д и н ал ). А налитические м но­
ж е с тв а  вполне детерминированы .

В работе  [3] обсу ж дал ась  аксиома детерм инированности проективных множ еств 
( P D ).

С л е д с т в и е  3 ( Z F C + P D ) .  Все проективные м нож ества вполне детерм иниро­
ван ы .
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Н Е П Р Е Р Ы В Н О -Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И Р У Е М Ы Е  Г О М Е О М О РФ И ЗМ Ы  У РА В Н Е Н И Я
Б Е Л Ь Т Р А М И

Рассм отрим  диф ференциальное уравнение Б ельтрам и

d w  д а
- 7 = -  Ф )  Г "
OZ OZ

d w  d w
= - ? ( « ) —  - 0 ,  (1)

где
|<7( z ) | s £ < 7o< 1  (<7о = co n st) . (2)

С истема вещ ественных диф ф еренциальны х уравнений
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