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УДК 510.67 МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ТРУДЫ 
2005, том 8, №2, 3-38 

ОПРЕДЕЛИМОСТЬ 1-ТИПОВ В 
СЛАБО о-МИНИМАЛЬНЫХ ТЕОРИЯХ 

Б. С. Байэюанов 

В работе получен критерий определимости 1-типов над множествами слабо 
о-минимальных теорий в терминах левой и правой сходимости формулы к 
типу. 

Л. ван ден Дриес доказал, что любой тип над полем всех вещественных 
чисел определим. Усиливая этот результат, Д. Маркер и Ч. Стейнхорн, а за
тем и А. Пиллай установили, что в любой о-минимальной теории для любой 
пары моделей М -< N тип над М любого кортежа элементов из N определим, 
если любой элемент из N имеет определимый тип над М. 

В статье строится слабо о-минимальная теория, для которой не выпол
няется теорема Маркера — Стейнхорна, т. е. некоторая пара моделей этой 
теории обладает тем свойством, что все элементы из большей модели имеют 
определимые 1-типы над меньшей моделью, но существует кортеж: элементов 
из большей модели, имеющий неопределимый 2-тип над меньшей моделью. 

Ключевые слова и фразы: определимость типа, слабо о-минимальная теория, 
неортогональность типов. 

§ 1. Введение 

Статья содержит четыре параграфа. В § 1 даются общие факты об 
определимости типов, вводятся понятия квазимодельного типа, слабой и 
сильной сходимости формулы к типу, устанавливается связь между этими 
понятиями и известными понятиями из теории стабильности (предложе
ние 15). В §2 приводятся обозначения, определения и известные факты 
(без доказательств) из теории неортогональности 1-типов для слабо о-ми
нимальных теорий. § 3 содержит доказательство критерия определимости 
1-типа над множеством модели слабо о-минимальной теории (теорема 31) 
в терминах левой и правой сходимости формул к типу (определение 28). 

Пусть М — элементарная подмодель N. Мы говорим, что пара мо
делей (М, N) является D-1-парой, если для любого элемента а Е N тип а 
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над М (tp(a/M)) определим, и D-парой, если для любой конечной после
довательности элементов а из N тип tp( а/М) определим. Аналогично М 
будет D-1-моделью, если любой 1-тип над М определим, и D-моделью, 
если любой тип над М определим. Л.ван ден Дриес доказал [13], что 
D-1 -модель теории вещественно замкнутого поля является D-моделью. 
Д. Маркер и Ч. Стейнхорн показали [17], что для любой о-минимальной 
теории любая .D-1-пара есть £)-пара и, следовательно, любая D-1 -модель 
является D-моделью. 

В §4 строится £)-1-пара моделей счетно категоричной слабо о-мини-
мальной теории, которая не является .D-парой (теорема 37). 

На протяжении всей статьи мы полагаем, что М — линейно упорядо
ченная структура языка L. 

Определение 1. Разбиение (А, В) модели М называется сечением, 
если А < В. Здесь А < В <^> У а е А УЬ е В (а < Ь). Сечение на
зывается рациональным, если А имеет максимальный элемент или В — 
минимальный, или одно из них пусто. Мы говорим, что сечение квазира-
ционально, если А и, следовательно, В определимы (с параметрами). Не-
квазирациональное сечение называется иррациональным. Модель М на
зывается дедекиндово полной, если любое ее сечение рационально. Мы го
ворим, что М — квазидедекиндово полная модель, если любое ее сечение 
квазирационально. Пусть М — элементарная подмодель N. Скажем, что 
сечение (А, В) в М реализуется в N, если существует а £ N \ М такой, 
что А < а < В. 

Определение 2 [12,20]. Линейно упорядоченная структура М на
зывается о-минимальной, если любое определимое (с параметрами) под
множество М является конечным объединением точек в М и интервалов 
(а,Ъ), а е M U { - o c } , Ъ е MU{oc}. 

Заметим, что в о-минимальной модели М любое квазирациональное 
сечение является рациональным. 

Определение 3 [17]. Пусть М — элементарная подмодель N, где 
N \= Т и Т — о-минимальная теория. Модель М называется дедекиндово 
полной в N, если не существует нерационального сечения в М, реализо
ванного в N. 

Определение 4. Подмножество А линейно упорядоченной струк
туры М называется выпуклым, если любой элемент М, лежащий между 
двумя элементами А, лежит в А. В частности, любое пустое или одно
элементное множество выпукло. Мы говорим, что формула ф(х) выпукла, 
если множество ф(М) := [а е М \ М \= ф(а)} выпукло. 
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Определение 5 [11,15]. Линейно упорядоченная структура М на
зывается слабо о-минимальной, если любое определимое (с параметра
ми) подмножество М является конечным объединением выпуклых под
множеств. 

Теория Т слабо о-минимальна, если любая ее модель слабо о-мини-
мальна. 

Заметим, что любая о-минимальная модель является слабо о-мини-
мальной. 

Определение 6. Пусть М — элементарная подмодель N, где N \= Т 
и Т — слабо о-минимальная теория. Мы говорим, что М квазидедекиндово 
полна в N, если не существует иррационального сечения в М, реализован
ного в N. 

Определение 7. Пусть А — множество в модели М и М \= Т, п < и, 
р Е Sn(A). Тип р является ф(Исп, v) -определимым для ф(Исп, v) Е L(xn) , 
если существует формула Яф(у) Е L(A) (А-определимая формула) такая, 
что для любого а Е А имеем ф(Исп, а) Е р, если и только если М \= Д^(а). 

Тогда формула Яф(у) называется ф(хп, v) -определением типа р. Ска
жем, что тип р определим, если р является ф(~хп, г;)-определимым для лю
бой формулы ф(хп, v) E L(xn), n < и. 

Кортеж 7 £ М называется ht -определимым над А, если его тип над А 
определим. 

Напомним [17, лемма 2.3], что в о-минимальной теории для любого 
сечения в модели М существует только один 1-тип над М, расширяю
щий его. Этот тип определим, если и только если сечение рационально. 
Поэтому любая о-минимальная модель М является D-1 -моделью тогда 
и только тогда, когда М дедекиндово полна. Любая пара (М, N) произ
вольной о-минимальной теории является D-1 -парой тогда и только тогда, 
когда М дедекиндово полна в N. 

Л. ванден Дриес изучал определимые типы над вещественно замкну
тым полем и доказал следующее утверждение. 

Теорема 8 [13]. Любой тип над (М, +, •, 0,1) определим (здесь Ж — 
множество всех вещественных чисел). 

Д. Маркер и Ч. Стейнхорн расширили этот результат на о-минималь-
ные теории. 

Теорема 9 [17]. Пусть Т — о-минимальная теория, М \= Т. Тогда 
выполняется следующее. 

1. Модель М дедекиндово полна тогда и только тогда, когда ка
ждый тип из S(M) := |Jn<cj $п(М) определим. 
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2. Пусть М — элементарная подмодель N. Тогда для любого a Е 
N \ М тип tp(a/M) определим тогда и только тогда, когда М 
дедекиндово полна в N. 

Из утверждения 21 следует, что для слабо о-минимальной теории Т 
любая пара моделей (М, N) является .D-1-парой тогда и только тогда, 
когда М квазидедекиндово полна в TV, и произвольная модель М теории Т 
является D-1 -моделью, если и только если М квазидедекиндово полна. 

Некоторые общие факты об определимости типов. 
Центральным понятием в данной работе является понятие сходимости 

формулы к типу. 
Пусть Т — произвольная полная теория языка L, N — достаточно 

насыщенная модель теории Т, А С N, a E N, и пусть q — неизолирован
ный тип из S(A), а ф(Т, у) — А-определимая формула. Мы говорим, что 
формула 0(х, 6), Ъ Е iV, делит С С N1 (I — длина кортежа (х), С необя
зательно определимо), если </>(А̂ , Ь) ПС ф 0 , -i0(7V*, b) ПС ф 0. Часто мы 
будем писать 0(iV, b) вместо 0(А^,6). 

Мы говорим, что А-определимая формула ф(х, у) слабо сходится к 
типу q(x) E S(A) и обозначаем это через WEC(^(x, у),д(ж)), если для 
любой в Е q существует а Е А такой, что ф(Т, а) делит 0(7V). 

Мы говорим, что А-определимая формула ф(Т, у) сильно сходится 
к типу q(x) и обозначаем это через STC(^(x, ]/),#(ж)), если для любой 
в Е q существует а Е А такой, что ф^, а) С Q(N). Почти всегда мы 
будем опускать ~х при написании q(w). 

Допустим, что выполняется WEC(^(x, у), q(~x)) для q E S(A), и пусть 
ф(Т, у) — график некоторой А-определимой функции f(y) (т. е. 0(х, у) = 
х = f(y)). Тогда справедливо STC[ф{х, у), q(x)). В этом случае говорим, 
что значения функции f(y) сходятся к типу q, и пишем STC(/(y),g). 

Мы говорим, что кортеж а слабо ортогонален типу q, если для лю
бой А-определимой формулы 0(х, у), формула 0(х, а) не делит q(N) = 
P|@G 0(iV) (обозначаем это через a7 _L™ g), и говорим, что а не слабо ор
тогонален типу </, если существует А-определимая формула ф(Т, у) такая, 
что 0(х, а) делит q(N) (aJLw q). 

Заметим, что ф(Т, а) делит q(N) тогда и только тогда, когда для лю
бой в Е q формула 0(х, а) делит 0(iV). Тогда для всех а и Д таких, что 
tp(a/A) = tp(]3/A), имеем а /™ § «<=>* Д /™ q. Таким образом, р Е S(A) 
слабо ортогонален типу q E S(A) (p -Lw g), если существует а Е p(iV) 
(при этом годится любой а Е p(N)^j такой, что a l.w q или, что экви
валентно (см. [21, определение V. 1.1 (i)]), p(T) U q(y) определяет полный 
(/(х)+/(?/))-тип. Заметим, что еслир JLW q, то q JLW p [21, лемма V. 1.1 (i)]. 
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Определение 10. Пусть Г — неизолированное совместное множе
ство формул, определимых над А. Мы говорим, что Г — квазимоделъное 
множество, если для любой формулы в Е Г существует а Е А такой, что 
N \=в(а). 

Утверждение 11. Для любого неизолированного квазимодельного 
множества Г формул над А, замкнутого относительно конечных конъюнк
ций, существует квазимодельный тип над А, расширяющий Г. 

Доказательство. Для любой А-определимой формулы Q(y) по край
ней мере одно из множеств формул Г (у) U {Q(y)}, Г (у) U {^Q(y)} ква
зимоде л ьно. • 

Пусть q(~x) тип из S(A), А С N. Мы говорим, что q — строго опре
делимый (или слабо изолированный) тип, если для любой А-определимой 
формулы ф(Т, у) существует А-определимая формула 0(х) G ? такая, что 
для всех а Е А^ имеем 

N \= Зх (О(х) Л ф(х, а)) —>> \/х(0(х) —» ф(х, а)). 

Очевидно, что любой изолированный тип является строго определи
мым, а строго определимый тип q E S(A) — определимым, и в этом случае 
существует формула в Е q такая, что ф(~х, у)-определением типа q(~x) бу
дет А-определимая формула ^ф(у) := Ух (в(х) —>> 0(х, у)). 

Утверждение 12. Пусть q — ТИП ИЗ S(A). ТИП q(~x) строго опре
делим тогда и только тогда, когда для любой формулы ф(~х, у) языка L 
имеет место -nWEC [ф{ х, y),q). 

Утверждение 13. Пусть q — тип из S(A). Тогда выполняется 
следующее. 

1. Если существует А-определимая формула ф(~х, у) такая, что име
ет место WEC(0(x, у),?)? т0 существует квазимодельный тип г E S(A) 
такой, что для любого a E r(N) формула ф{х, а) делит q(N), т. е. г JLW q. 

2. Если для некоторого квазимодельного типа г Е S(A) выполняется 
г JLW q, то для некоторой А-определимой формулы ф(~х, у) имеет место 
У?ЕС(ф(х,у),д). 

Доказательство. 1. Рассмотрим в качестве Г следующее множество 
А-определимых формул: 

{К(в)(у) \Seq, К(в)(у) := Зх[ф(х, у)Ав(х)] Л3х[-^ф(х, у)Лв(х)} } . 

Ясно, что Г — квазимодельное множество, замкнутое относитель
но конечных конъюнкций. Тогда по утверждению 11 существует квази
модельный тип г Е S(A), расширяющий Г. Поэтому для любого у Е 
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r(N) С T(N) формула ф(х, а) делит q(N). Это значит, что j JLW q и, 
следовательно, г JLW q. 

2. Пусть а — кортеж из r(N) и a JLW q. Тогда для некоторой форму
лы ф(Т, у) формула ф(Т, а) делит q(N). Отсюда следует, что ф(Т, а) де
лит Q(N) для любой 0(х) Е §• Последнее означает, что TV |= if (0)( а). Та
ким образом, имеем K(Q)(y) Е г, и в силу квазимодельности г существует 
а е А такой, что N \= К (О) (а). Тогда имеет место WEC(^(x, y),q). • 

Утверждение 14. Пусть r,q — типы из S(A), r — квазимодель
ный тип, и пусть Н(~х,у) — А-определимая формула. Если существу
ет 7 £ r(N)i Для которого H(N, 7) С #(iV) (при этом годится любой 
je r(N)), то имеет место STC(Я(х, y),q). 

Доказательство. Имеем Д"(ЛГ, 7) С q(N) тогда и только тогда, когда 
для любой формулы 0 Е § выполняется включение H(N, 7) С 0(7V). 
В свою очередь это равносильно тому, что для любой формулы 0 G ? 
имеет место N \= \/х(Н(х, 7) -^ в (х ) ) . В силу того, что \/х(Н(х, у) —>> 
0(х)) Е г и г — квазимодельный тип, получаем STC(i7(x, y),q). • 

Для слабо о-минимальной теории понятие слабой сходимости фор
мулы к 1-типу конкретизируется (трансформируется) в понятия левой, 
правой и двусторонней сходимости (определение 28, лемма 36). В этих 
терминах и сформулированы критерий определимости 1-типа над произ
вольным множеством (теорема 31) и его следствие, критерий определимо
сти 1-типа над объединением модели с ht-определимой над ней конечной 
последовательностью (предложение 35). 

З а м е ч а н и е . Понятие сходимости формулы к неизолированному 
типу неявно использовалось в доказательствах теорем по упорядоченным 
моделям [5, 7,17,19] и моделям стабильных теорий [1, 3, 8, 9,14, 21]. Поня
тие квазимодельного типа неявно использовалось в доказательствах тео
рем в работах [2, 5]. Чтобы завершить мотивацию введения этих понятий, 
приведем один простой факт, который поможет объяснить природу поня
тия сходимости формулы к типу с помощью хорошо известных понятий 
из теории стабильности. 

Предложение 15. Пусть Т — стабильная теория, N — большая на
сыщенная модель теории Т, А С N, q Е S(A) и ф(~х, у) — А-определимая 
формула. Тогда выполняется следующее. 

1. Если q — квазимодельный тип, то q стационарен. 
2. Если имеет место WEC(^(x, y),q), то существует квазимодель

ный (стационарный) тип г Е S(A) такой, что г JLa q. 
3. Пусть М — элементарная подмодель N, где р Е S(N) и р не от

ветвляется над М. Тогда для любого a E N\M тинр\ \— {#(#) Е 
р | 9(lc) — (MU о)-определимая формула} квазимодельный. 
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4. Пусть а — кортеж из N \ A, q = t p ( a | А) и формула 0(х, а) 
делится над А [21, определение V.1.3]. Тогда для любого типа р Е 
S(A) такого, 4Top(7V)n^(7V, а) Ф 0 , имеем p(iV) П-«0(ЛГ, a) ^ 0 , 
т. е. a JLW р и, следовательно, q JLW p. 

Доказательство. 1. Из [21, определение III. 1.7, определение III. 4.1, 
лемма III. 4.18, следствие III. 2.9 (И)] следует, что если для любой А-опреде-
лимой эквивалентности Е(Т, ~z) с конечным числом .Б-классов существует 
а Е А такой, что Е{1Ё, а) Е q, то q — стационарный тип. 

Пусть Е(Т, у) — А-определимое отношение эквивалентности с конеч
ным числом Е'-классов. Положим фо(~х) := (3z)E'(x, ~z) E q. Так как q — 
квазимодельный тип, существует Щ Е А такой, что N \= (3~z)E{~z, Щ). 
Если Е(~х, Щ) £ q, то ф\{Ис) := 3~z[E(~x, ~z) A^E(~x, Щ)] —А-определимая 
формула и ф\ Е q. Пусть ~а\ Е А такой, что N \= ^ i (a i ) . Далее, положим 
ф{(х) := 3~z[E(x, ~Z) A f\-<ri^E(x, uj)]. Это — А-определимая формула, 
и ф{ Е q. Тогда N \= /\-/n<i ^E(aj, an). Таким образом, если для каждо
го i < из выполняется ф%{~х) (jz q, то получаем противоречие с тем, что Е 
имеет только конечное число ^-классов. 

Следовательно, q(N) — подмножество одного из А-определимых Е-
классов для любого А-определимого отношения эквивалентности Е'(х, ~z). 

2. Из [8, с. 143] следует, что два типа p,q E S(A) почти ортогональ
ны (р _La g), если любые кортежи а Е p(N) и Д Е q(N) А-независимы и 
из р _La г и стационарности р или г следует, что р A.w r. По утвержде
нию 13 существует квазимодельный тип г Е S(A) такой, что р JLW r и, 
следовательно, в силу стационарности г ввиду п. 1 предложения 15 имеем 
р JLa r. 

3. Из [21, теорема 111.0.1.(4), следствие III. 4.10] вытекает, что тип 
р Е S(N) не ответвляется над М, где М -< N, если и только если р 
конечно реализуем в М (р конечно реализуем в модели М, если для любой 
формулы ф Е р существует а Е М такой, что N \= 0(a)). Рассмотрим 
произвольную (М U а)-определимую формулу 9(х, а) Е р. Поскольку р 
конечно реализуем в М, существует а Е М такой, что N \= 9(а, а). Это 
значит, что р\ — квазимодельный тип. 

4. Пусть 7 — кортеж из пересечения p(7V)n0(7V, а). Из определения 
деления над А следует существование n < u, ~6L\, 7x<i^..., ~OLn E q(N) таких, 
что N \= -13х(ф(х, а) А /\1<г^<пф(х, а7^)). Тогда для некоторого ~а.{ выпол
няется 7 ^ Ф(^, щ). Далее, в силу того, что t p ( a | А) = tp(a^ | A) = q и 
7 G p(N), р Е 5(A), найдется 7г £ Р ( ^ 0 такой, что j i £ 0(iV, a). Послед
нее доказывает п. 4 предложения 15. • 
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§ 2. Обозначения, определения, факты 

Всюду далее предполагаем, что М и N — произвольные модели слабо 
о-минимальной теории Т такие, что М -< N и N — достаточно насыщен
ная модель. Для любого А С N положим 

А+ := {х G N | Va G А, х > а}, 

А~ := {х <Е N \V a <E A, x < а}. 

Пусть у — кортеж (гц,... ,уп). ДЛИНУ кортежа у обозначим через 1(у) 
(1(у) = п). Иногда мы будем писать a G А вместо a G 

Пусть В — множество в модели N. В-определимая формула — это 
результат подстановки последовательности параметров Ъ G В^х' в L-фор-
мулу ф(~х, у), образующий формулу ф(!с,Ъ). Подмножество X С М1 назы
вается В-определимым, если X — ф(М1,Ь) := {а £ М1/М \= ф(а, &)} для 
некоторой .В-определимой формулы ф(~х,Ь) с /(х) = I. Иногда мы будем 
писать «L(B)-формула» вместо «В-определимая формула». Пусть В — 
произвольное выпуклое множество (необязательно определимое). Гово
рим, что формула U(x) расщепляет В, если U(N) и ^U(N) суть выпуклые 
множества и U(N) П В / 0 , ^U(N) П В / 0 . Если А С М, то 5П(А) — 
множество п-типов над А и S(A) = Un<cj ^n(^-)- Часто мы будем записы
вать формулы первого порядка через отношения формульных множеств, 
например: 

X <ф(Ю =Уу(ф(у)^х<у)] 

хе (Pi,p2) = /3i < x < / 3 2 ; 

0(iV) f]9(N) ф 0 = TV |= Зх(ф(х) A 9(x))i 

0(7V) <9(N)+ = N \=4tNy(9(y) -+y<t) ^Ух(ф(х) -+x<t)\ 

Мы говорим, что два выпуклых множества С и D отделимы элемен
том а (а-отделимы), если С < а < D или D < а < С. Говорим, что 
семейство выпуклых множеств Е -отделимо, если эти множества попарно 
отделимы элементами из Е. 

Утверждение 16 [2, 7]. Теория Т слабо о-минимальна тогда и толь
ко тогда, когда для любой формулы ф(х, у) существует натуральное число 
Пф < ио такое, что для любой модели М \= Т и любого a G М мно
жество ф(М, а) — это объединение менее Пф а-определимых выпуклых 
-i0(M, а)-отделимых подмножеств. 



Определимость 1-типов в слабо о-минималъных теориях 11 

З а м е ч а н и е 17. Пересечение семейства выпуклых подмножеств про
извольного линейно упорядоченного множества выпукло, и, следователь
но, по утверждению 16 для любого 1-типа р Е S\(A), А С М \= Т, множе
ство р(М) выпукло. Если М — \А\ -насыщенная модель и р — неалге
браический 1-тип, то р(М) не имеет ни минимального, ни максимального 
элемента. 

Из утверждения 16 и замечания 17 следует 

З а м е ч а н и е 18. Если существует а-определимая формула, которая 
делит выпуклое множество В, то существует а-определимая формула, 
которая расщепляет В. 

Утверждение 19. Пусть р — ТИП ИЗ SI(A), A — множество в мо
дели М и М \= Т. Тогда тип р определим, если и только если р является 
ф(х, у)-определимым для любой формулы ф(х, у) такой, что для любого 
b Е М множество ф(М, Ь) выпукло. 

Определение 20 [5]. Пусть р — тип из Si(A), A — множество в мо
дели М и М \= Т. Мы говорим, что тип р квазирациональный вправо, если 
существует А-определимая выпуклая формула Up(x) E р такая, что для 
любой достаточно насыщенной модели N У М имеем Up(N)^~ = p(7V)+. 
Говорим, что р квазирациональный влево, если существует А-определимая 
выпуклая формула Up(x) E р такая, что для любой достаточно насыщен
ной модели N У М имеем Up(N)~ = p(N)~. Квазирациональный вправо 
и влево тип называется изолированным. Неизолированный 1-тип называ
ется квазирациональным, если он квазирациональный либо вправо, либо 
влево. Неквазирациональный и неизолированный 1-тип называется ирра
циональным. 

Пусть р — п-тип над A, F С р. Мы говорим, что р определяется F 
(или F определяет р), если для любой формулы ф(т) Е р существует 
в(х) Е F такая, что N ^ Vx(#(x) ->• ф(х)). 

Говорим, что 1-тип р £ S\(AU В) определяется квазирациональным 
сечением (А, В), если р определяется следующим множеством формул: 
{а < х A U(x) | а Е А] или {х < b A 4J{x) | b Е В]. Здесь, U(x) — 
(A U Б)-определимая формула такая, что А С U(N), U(N) ПВ = 0 . 

Утверждение 21 [5, 7]. Пусть р — ТИП ИЗ S\(M), M \= Т. Тогда 
1) р — неопределимый тип, если и только если р — иррациональный 

тин, если и только если р определим иррациональным сечением 
в М; 

2) р — определимый тип, если и только если р — квазирациональ
ный тип, если и только если р определяется квазирациональным 
сечением в М. 
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Заметим, что утверждение 21 является обобщением аналогичного фак
та для о-минимальных теорий, доказанного Д. Маркером и Ч. Стейнхор-
ном в [17, лемма 2.3], и для о-минимальных теорий определимые 1-типы 
над моделями определяются рациональными сечениями. 

Предложение 22 [5]. Пусть р и г — типы из Si(A), A — множество 
в модели N и N |= Г, j e N\A. 

1. Если р JLW г, то г JLW p. 
2. Если 7 ht -определим над А и 7 -/-w Pi то р — определимый тип. 
3. Если р JLW г, то р определим, если и только если г определим. 

Доказательство. 1. Напомним, что р A.w r тогда и только тогда, 
когда р(х) U г (у) — полный 2-тип. 

2. Пусть К(х, у) — А-определимая формула такая, что K(N, 7) Л 
p(N) ф 0 , -iiir(iV, 7) П p(N) ф 0. Тогда по замечанию 18 существует 
(A U 7)-определимая выпуклая формула Н(х, у) такая, что H(N, 7) < 
-|Д"(ЛГ, 7) и существуют /?i, /З2 G р(Ю> Д л я которых /?i < /З2, /?i G î "(iV, 7)? 
Я (TV, 7) < /52-

Пусть 0(х, ~z) — произвольная формула. Согласно утверждению 19 
можно предположить, что для любого Ъ G N формула 6{х,Ъ) выпукла. 
Для любого а G Al(z> верно следующее: 

0(я, a ) G p ^ (/3i, /32) С р(ЛГ) С 9{N, a) 

^^ N |= Vx(x G (/?ь /32) -> 0(я, а)) 

<^> TV |= 3XI,X2(H(XI, 7) Л ̂ Я(х 2 , 7) Л #1 
< Х2 Л Vx(x G (xi,X2) —>" 0(я, а) ) ) . 

Обозначим последнюю формулу через Q(9)(7f, а). Тогда в силу определе
ния 7 существует А-определимая формула RQ(Q\(~Z) такая, что 

N ^ Q(e)(j,a)^N ^ RQ{e)(a). 

Положим /10(~z) := RQ(Q)(~Z). Таким образом, 

в(х,а) G р ^^ N \= fio(a). 

3. Заметим, что если р JLW г, то a JLW г для любого a G p(N). Тогда 
из 1 и 2 получаем утверждение 3. • 

Напомним один элементарный факт, который непосредственно следу
ет из определений типа и насыщенной модели. 



Определимость 1-типов в слабо о-минималъных теориях 13 

Утверждение 23. Пусть М — модель любой теории первого поряд
ка такая, что для некоторого А С М модель М будет \А\ -насыщенной. 
Тогда справедливы следующие утверждения. 

(i) Пусть существуют n,m<u, А-онределимая формула ф(~х\,..., ~хп), 
р G Sm(A), 1{T\) — ••• = l('Xn) — m такие, что М \= ф(а\,..., an) 
для любого a\,..., an G p(Mm). Тогда найдется в('х) G р такая, что 
М \= Mxi,...,Mxn(/\9(xi) ->ф(х!,..., хп)). 

(И) Если р G 5Ш(Л), m < ио — неизолированный тин, то множество 
р(Мш) не является М-определимым. 

(iii) Пусть риг — типы из S(A), a — кортеж из р(М), Дх и Д2 — 
кортежи из г(М), а ф(Т, у) является А-определимой формулой такой, 
что М \= ффх, а) Л —<0(Д25 &)• Тогда для любого Д G г(М) существуют 
~6L\, a2 G р(М) такие, что М |= 0(Д, щ) Л -"0(Д, сйг). 

Определение 24. Формула К(х,у) монотонно возрастает по у на 
выпуклом множестве В, если выполняется 

V&i, V62[(6i eBAb2eBAb1 <b2)^K(N,b1) <K(N,b2)+]. 

Аналогично можно определить монотонное убывание. 

Теорема 25 [5-7]. Если р(у) JLW q(x), то существует А-оиределимая 
формула К(х,у), удовлетворяющая следующим условиям: 

1) К(х,у) монотонна по у на некотором Q(N), О (у) G р, и монотонна 
по х на некотором fi(N), ji{x) G q; 

2) K(x, a) расщепляет q(N) и К(/3, у) расщепляет p(N) для любого 
a G p(N) и любого /3 G q(N). 

Заметим, что в о-минимальном случае формула К[х, у) из теоремы 25 
является графиком некоторой монотонной функции (см. [2,16,18]). 

Отметим, что утверждение теоремы 25 верно и для более общего слу
чая, когда А является подмножеством слабо о-минимальной модели ко
нечной глубины, теория которой необязательно слабо о-минимальна [4]. 

Предложение 26 [5-7]. Пусть р и q — типы из S\ (А), р JLW q. Тогда: 
1) р строго определим «<=>* q строго определим; 
2) р — иррациональный тип «<=>* q — иррациональный тип; 
3) р — квазирациональный тип «<=>* q — квазирациональный тип; 
4) JLW — отношение эквивалентности на S\ (A). 

Заметим, что предложение 26 является обобщением аналогичного 
факта для 1-типов над о-минимальной моделью, доказанного Д. Маркером 
в [16]. 
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§ 3. Определимость 1-типов 

Цель параграфа — дать критерий неопределимости 1-типов (теоре
ма 31) и одну из его форм (предложение 35). 

Утверждение 27. Любой квазирациональный тип р е Si(A) опре
делим. 

Доказательство. Положим для определенности, что р квазирацио-
нален вправо. Случай, когда тип р квазирационален влево, рассматри
вается аналогично. Пусть Up(x) — А-определимая формула такая, что 
Up(x) G p, Up(N)~[~ = р(Х)+ . Пусть ср(х, у) — произвольная А-опре-
делимая (l(y) + l)-формула. Рассмотрим следующую А-определимую 
/(у)-формулу: 

%{у) := З ж ( ( ф , у) A UP(X))AVZ(X <Z< Up(N)+ -> ф, у))) . 

Ясно, что для всякого а е А ^ верно X |= в^(а) «<=>* <р(х, а) 6 р. • 

Пусть § — тип из Si(A), А С N. Обозначим 

L(q) := {С(х)/С(х) —А-определимая формула такая, что G(N) < g(X)}, 

R(q) '•— {D(x)/D(x)—А-определимая формула такая, что q(N) < D(X)}. 

Определение 28. Пусть q — тип из Si(A), А С X, а в(у) и 
Я(х, у) — А-определимые формулы, X := 9(N1^) П А^^ . 

Мы говорим, что выполняется условие левой сходимости форму
лы Н(х, у) на множестве X или 9(у) к типу </, и обозначаем это через 

ЬС(Я(а;,у),Х,д) или LC(H{x,y),6{y),q), 

если верно следующее: 

VG(x) e L(g), За е X, X |= 3x(G(N) <х< Я(Х, а ) + ) , Я(Х, а) < 9(Х). 

Говорим, что выполняется условие правой сходимости Я(х, у) на X 
к §, и обозначаем это через RC(i7(x, |/),Х, g), если 

VD(x) e L(q), За G X, X |= Зх(Я(Х, а) < х < D(N)), q(N) < Я(Х, а ) + . 

Также говорим, что выполняется условие двусторонней сходимости 
Я(х, у) на X или 0(у) к д, и обозначаем это через С(Я(х, у),Х, д) или 
С(Я(х, y),9(y),q), если ЬС(Я, X, д) и 11С(Я,X, д) имеют место одновре
менно. 
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Отметим, что в определениях как левой, так и правой сходимостей 
формулы Н(х, у) мы использовали правую границу формулы Н(х, a), 
а Е А. Можно было бы определить сходимость и по левой границе фор
мулы, но мы этого в данной статье делать не будем. 

Заметим, что фактически в [17,19] была рассмотрена (левая) сходи
мость значений функции к типу q. 

З а м е ч а н и е 29. Пусть q — тип из Si(A). Тогда если q квазирацио-
нален вправо, то для любых А-определимых формул Н(х, у), 9(у) имеет 
место -iLC(i7, 0, g), и если q квазирационален влево, то для любых А-опре-
делимых формул Н(х, у), 9(у) имеет место -iRC(-H", 9,q). 

Из замечания 29 следует, что если для 1/(А)-формул Н(х, у), 9(у) 
и 1-типа q e S\(A) верно С(Д", 0, #), то q должен быть иррациональным. 
Из утверждения 27 заключаем, что вопрос неопределимости 1-типа надо 
рассматривать только для иррациональных типов. 

З а м е ч а н и е 30. Пусть Н(х, у), 9(у) — Л-определимые формулы 
такие, что имеет место C(H,9,q) для некоторого q e S\(A). Тогда для 
любой А-определимой формулы 9\{у) верно следующее. 

(i) Если ЬС(Я,0 ьд) и -.11С(Я,0ьд), то ЯС(Я, в (у) А ^вг(у), q). 
(И) Если N V j / ( 0 ( j / ) ^ 0 i ( j / ) ) , T o C ( ^ 0 i , 9 ) . 

Теорема 31. Пусть А — множество в модели М и М \= Т, Т — 
слабо о-минимальная теория, q — иррациональный 1-тип над А. Тогда 
следующие условия эквивалентны: 

(i) q неопределим; 
(И) существует А-онределимая формула Н(х, у) такая, что для лю

бой А-определимой формулы 9(у) выполняется 

C(H(x,y),9(y),q)\/C(H(x,y),^e(y),q). 

Доказательство. Отметим, что условие «q — иррациональный тип» 
означает, что среди формул L(q) нет наибольшей, а среди формул R(q) 
нет наименьшей. Сущность доказательства необходимости заключается 
в том, что по крайней мере одна из границ (левая или правая) форму
лы, для которой выполняется неопределимость типа, с помощью констант 
из А аппроксимирует как L(q), так и R(q). При доказательстве же доста
точности по формуле, которая одновременно аппроксимирует L(q) и R(q), 
строится формула, которая дает неопределимость типа q. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть (р(х,у) — А-формула такая, что q не 
является (р(х, у) -определимым. По утверждению 19 можно допустить, 
что для любого Ъ из М множество (р(х, Ъ) выпукло. Пусть 

Нг(х, у) := х < <p(N, у), Я2(х, у) := <р(х, у). 
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Тогда Щ(х, у), г = 1, 2, — А-определимые формулы. 
Пусть 9 (у) — произвольная А-формула. 
З а м е ч а н и е 32. Для j = 1,2 выполняется -iRC(//j,0, </) тогда и 

только тогда, когда существует Dj(x) G Д(?) такая, что верно: 

Va e 9{NlW) П Л | ( Й [^|=Зж(Я,(ЛГ, а) <х < Dj(N))^^Hj(N, a)<q(N) 

З а м е ч а н и е 33. Для j = 1,2 выполняется ~^LC(Hj,9,q) тогда и 
только тогда, когда существует Gj(x) e L(g) такая, что верно: 

Va G ̂ (7V /(^)nA /(^[7Vh3x(G i(7V)<x<^-(7V, a)+)<^q(N)<Hj(N, a) + 

Мы утверждаем, что по крайней мере одна из двух формул Н\ или Я2 
удовлетворяет условию (ii). Предположим противное, т. е. существуют две 
А-формулы #i(|/), 02(17) такие, что выполняются условия 

- С ( Я Ь 0 Ь 4 ) , - C ( # i , - # i , g ) , -С(Я2 ,02 ,д) , ^C(H2,^2,q). 

Тогда из определения двусторонней сходимости получаем 

(-LC(#i А , 9) v - R C ( # i А , ?)) 

/\{^LC(H1,^e1,q)^^RG(H2,^e1,q)) 

Д (-ЬС(Я2 , 02, ?) V -RC(# 2 , 02, <?)) 

Д( -ЬС(Я 2 , - 02 ,<7)^КС(Я 2 , - 02 ,д ) ) . 

Для условий -^RC(Hi,9i,q), _nRC(i7^, -i0^, 5), г = 1,2, обозначим со
ответственно через Di^i(x) и Di^(x) А-формулы, полученные по замеча
нию 32. 

Для условий -^LC(Hi,9i,q), -^LC(Hi,^9i,q), ^ = 1? 2, обозначим со
ответственно через Сггд(х) и Gi^(x) А-формулы, полученные по замеча
нию 33. 

Введем следующие обозначения: 

3x(#i(7V, у) < х < D1A(N)), если -.11С(Яь0ьд); 

t*i,i(y) := <! H(N, у) < Gi,i(7V)+, если R C ( # i A , 9 ) 
и - Ь С ( Я ь ^ , 9 ) ; 

Зх(Я1(7У, у) < х < Dli2(N)), если - .RC(# b - .0 b g) ; 
m,2(y) := <! Я(7У, у) < Gi,2(iV)+, если R C ( ^ , ^ b 9 ) 

и - Ь С ( Я ь ^ ь 9 ) ; 
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D2,i(N)- < Я2(УУ, у)+, если -nRC(tf2, 02, q); 

fJL2,i(y):={ ^x(G2,i{N)<x<H{N,y)+), если Щ Я 2 , 02, q) 

и - Ь С ( Я 2 , 0 2 , 9 ) ; 

D2j2(N)~ < Я2(УУ, у)+, если -nRC(tf2, -п02, д); 

/х2,2(у) := <! 3x(G2,2(7V) < х < H(N, y ) + ) , если RC(H2^92,q) 
и - Ь С ( Я 2 , - 0 2 , 9 ) . 

Очевидно, что //хд, /ii?2, /̂ 2,1 и //2?2 являются А-формулами. Рассмо
трим А-формулу 

//(у) := Зхф, у) А [9г(у) -> //1,1(2/)] Л [—-̂ i(г/) -> //1,2(2/) 

Л [02(У) -> A*2,l(s/)] Л [-102(|/) ~> М2,2(|/) 

Согласно замечаниям 32 и 33 имеем 

Va G A / ( ^ [N \= / /(a) ^ ^ Hi(N, a) < q(N) < Я2(7У, а ) + ] . 

Напоминаем, что 

<р(х, а) е § ^=> g(iV) С <p(iV, a) ^=> <p(iV, а)~ 

< q(N) < cp(N, а ) + ^ ^ ЯХ(УУ, а) < g(iV) < Я2(7У, а ) + . 

Тогда Va[7V |= /л(а) *<=>* <р(х, a) e #]. Следовательно, § является 
(^(х, у)-определимым типом. Получили противоречие. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть Я(х , у) — А-формула, удовлетворяющая 
условию (ii). Пусть также D(x) — произвольная А-формула такая, что 
q(N) < D(N). 

Положим (р(х, у) := Я(УУ, у) < х < D(N). Покажем, что тип q не 
является (р(х, у) -определимым. 

Допустим, что выполняется следующее условие: существует А-фор-
мула fi(y) такая, что 

[N \= / /(a) ^ ^ cp(x, a) e q] (*) 

для любого а е А1(У\ Но для любого а £ А1^ мы имеем 

[N \= /х( a) ^ ^ р(ж, a) G q ^ ^ H(N, а) < q(N)]. 

Отсюда, получаем условие 
l)LC{H,fi,q),^RC{H,fji,q). 
Возьмем произвольную формулу G G L(q). Тогда по замечанию 33 

имеем -пЬС(Я, -i/i, 5). В силу утверждения (ii) теоремы 31, только что 
полученного условия 1 и n.(i) замечания 30 имеем 



18 Б. С. Байжанов 

2) RC(tf , - / / ,4) , -LC(t f , - / / ,? ) . 
Одновременное выполнение условий 1 и 2 означает, что 

-.С(Я,/х,д)Л-.С(Я,-./х,д), 

а это противоречит выбору Н(х, у). Таким образом, условие (*) не выпол
няется, и тип q не является (р(х, у) -определимым. 

Утверждение 34*. Пусть а — кортеж из N \ М, тип tp(a/M) 
определим и выполняется LC(i7(x, у, а), в (у, a),q). Тогда существует 
М-формула fi(y) такая, что LC(i7(x, у, ~a), ji{y),q). 

Доказательство. По определению tp( сй/М) существует М-форму-
ла /ае(у) такая, что Va e M [iV |= 9 (a , a) *<=>* M |= / ie(a)] . Тогда 
для проверки сходимости достаточно рассмотреть только кортежи эле
ментов М. • 

Предложение 35. Пусть а — кортеж: из N\ M, тип tp( а/М) опре
делим, /3 £ TV \ (M U a), ? := tp(/3/M U a ) — иррациональный и нестрого 
определимый тип. Тогда следующие условия эквивалентны: 

(i) существуют (MU a)-определимые формулы Н(х, у), О(у) такие, 
что имеет место 

ЬС(Я,6,д), -.RC(#,6,g) или -.ЬС(Я,6,д), RC(#,6,g); 

(ii) тип § определим. 

Доказательство, (i) =>* (ii). Допустим, что имеет место ЬС(Я, 6,д) 
и -iRC(-H", 0,<7). Случай -пЬС(Я, 6,g), RC(H,Q,q) рассматривается ана
логично. Предположим (см. утверждение 34), что ®(у) — М-форму-
ла. Положим X := Q(Mk), Z := Q(Nk). Таким образом, выполняется 
H(N, a, a) < q(N) для любого а е X. Пусть (р(х, у, а) — произвольная 
(М U а)-формула такая, что для любого j £ N множество (/)(N, 7? &) 
выпукло. Тогда положим 

Si(z, уъ а) := cp(N, z, a)~ < H(N, уъ а)+ А 0i(l/i), 

S2(z, j / 2 , a) := <p(N, z, a) < H(N, уъ а)+ Ав^Щ). 

В силу определимости типа tp(a/M) найдутся М-формулы Qi(~z, У\) 
и Q2(~z, У2) такие, что 

N |= Si(a, 6Ь a ) ^ M h Qi(a, 61), 

W h 52(a, 62, a) ^ M h Q2(a, 62) 

* Для о-минимального случая это утверждение доказано в [17]. 
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для всех a, &i, Ъ2 £ -W- Тогда для формулы 

Q(^) : = 3 ^ i Q i ( ^ Уг) Л ^3y2Q2(z, у2) 
выполняется 

Va G М ^ [M h Q(a) ^^ ф , a, a)eq]. 

Действительно, из М \= Q(a) следует, что существует Ъ\ G М, для кото
рого 

M | = Q i ( a , 6 i ) , и M H V y 2 - g 2 ( a , y2). 
Поскольку справедливы предложения 

[М \= Qi(a, 61) « у>(ЛГ, a, a ) " < q{N)], 

[М \= Vy2^Q2(a, y2) ^ q{N) < <p{N, a, «)+], 

импликация (i) =>* (И) доказана. 
(ii) =>* (i). Для доказательства нам понадобится первая часть следу

ющего утверждения. 
Лемма 36. Пусть q — ТИП ИЗ SI(A), А — множество в модели TV, 

ф(х, у) — произвольная формула без параметров. 
(a) Если WEC ((/>(£, y),q), то LC(i7(x, у), у— y,q) или (и) 

RC(H(x, y),y,= y,q) 
[здесь Н(х, у) является либо ф(х, у)у 

либо ф(х, у)~ \— ~^ф(х, у)Ах< 0(iV, у)). 
(b) Если STC(0(x, y),q), то ЪС(ф(х, у)-,у= y,q) и 

КС(ф(х, у),у7= y,q). 

Доказательство, (а) Для L-формулы ф(х, у) определим по индукции 
формулы ф{, г < ш, следующим образом: 

фо(х, у) := ф(х, у) Л У xi\ (0(xi, у) Л x\ <x) —>>V z[x\ < z <x —>> ф(г, у)) 

ф{+г(х, у) := ф(х, у) A<fo(iV, у) < х Л Vxi I (ф(хъ у) A<fo(iV, у) < х\ < х) 
—> Vz(xi < z < х —>> ф(г, у)) 

Из определения формул вытекает, что для любого г < и и любого Ъ G N 
множество ф^, Ъ) является выпуклым (пустое множество по определению 
выпукло). 

Из утверждения 16 следует, что для некоторого Пф < и справедлива 
эквивалентность 

Ф(х> У) = V ^ ( ж ' У)-
i<rirh 
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Покажем, что из выполнения WEC(^(x, у), q) вытекает существование та
кого г < Пф, что имеет место WEC(^(x, y),q). Предположим противное, 
т.е. ^WEC(^(x, у), q) для любого г < Пф. Тогда существуют Ь(А)-фор-
мулы щ(х) е q, г < Пф, такие, что для любого Ъ £ А и любого г < Пф 
верно одно из двух: (j>i(N, Ъ) П jAi(N) — 0 или jii(N) С -i<^(iV, 6). Поло
жим /i(x) := /\т(х). Очевидно, что /i(x) £ д. Зафиксируем произвольный 
кортеж 6G i . Предположим, что </>г(А̂  Ь) П/^(ЛГ) = 0 для любого г < п^. 
Так как ji(N) С /ii(N), имеем <̂ (̂ V, Ь) П д(А0 = 0 . Отсюда 

0(iV, 6) n fi(N) = |J(0i(iV, 6) П /х(ЛГ)) = 0, 
г 

и, следовательно, 0(х, Ь) не делит fi(N). 
Если же для некоторого г < Пф имеем fii(N) С 0j(iV, 6), то 

МЛО с Mi(iv) с ^(iv, Ъ) с U^-(iv, 6) = 0(iv, Ъ), 
i 

и, следовательно, 0(x, b) не делит fi(N). В обоих случаях 0(х, Ь) не де
лит /i(-/V), что противоречит условию WEC(0(#, у),?) в силу произволь
ности выбора 6 G i . 

Таким образом, в дальнейшем полагаем, что в условии WEC {ф(х, у), q) 
формула ф(х, у) обладает следующим свойством: ф(х,Ь) — выпуклая 
формула для любого b £ N. 

Рассмотрим произвольную выпуклую L(А)-формулу JJI(X) такую, что 
/i(x) G q. Последнее означает, что q(N) С /J>(N). Так как q — иррацио
нальный 1-тип, существуют 7ъ72 £ М^О такие, что 

7i < q(N) < 72-

Следовательно, /JL(N) распадается на три неформульных выпуклых под
множества fji(N) = Xi(fi) U q(N) U X2(/i), причем 

х1ы<д(лг)<х2ы. 
Из WEC(0(x, ?/),g) следует существование такого 6 G А, что 0(х, 6) де
лит /JL(N). Иррациональность q влечет неформульность как левой, так и 
правой границ выпуклого множества q(N). Отсюда, 

(*) выпуклая формула ф(х, Р), которая делит /i(-/V), не может прохо
дить по границам q(N) и должна делить по меньшей мере одну 
из выпуклых составляющих /i(-/V), Xi(n) или X2(/i). 



Определимость 1-типов в слабо о-минималъных теориях 21 

Предположим, что ф(х, Ъ) делит Xi(/i). Тогда в силу выпуклости фор
мульного множества ф(Х, Ь) и неформульного Xi(ii) имеем ф(Х, b) < q(N) 
или q(N) С 0(ЛГ, b). Отсюда, если для любой выпуклой L(А)-формулы 
ji{x) G q найдется Ъ G А такой, что ф{х, Ъ) делит Xi(fi) и ф(Х, Ь) < q(N), то 
имеем LC(0(x, у), у — y,q). Если же для любой выпуклой L(А)-формулы 
ц(х) G § найдется 6G Л такой, что ф{х, Ъ) делит Xi(fi) и q(N) С 0(АГ, 6), то 
имеет место LC(^(x, у ) - , у = у, #), где 0(х, у)~ := ~^ф(х, у) Ах < ф(Х, у). 

Отметим, что если для некоторой выпуклой L(А)-формулы /i(#) G § 
и любого Ь G А такого, что 0(х, Ь) делит Xi(/i), выполняется соотноше
ние -i((j(iV) С 0(АГ, &)) и, следовательно, 0(АГ, Ь) < q(N), то для любой 
выпуклой 1/(А)-формулы ц'(х) G 5? ^(Х) С /i(AT), и любого Ь G А тако
го, что ф{х, Ъ) делит Xi(// /), имеем -i(q(N) С 0(АГ, &)) и, следовательно, 
0(7V, Ь) < #(АГ). Другими словами, 

(**) если для любой выпуклой L(А)-формулы ji{x) G q существует 
Ъ G А такой, что ф{х, Ъ) делит Xi(/i), то -iLC(0(x, у ) - , у = у, д) 
влечет LC(^(x, y),y= y,q). 

Аналогично рассуждая, получим утверждение: 
(**)' если для любой выпуклой L(А)-формулы ji{x) G q существует 

Ъ G А такой, что ф{х, Ъ) делит Х2(//), то -iRC(0(x, у ) - , у — y,q) 
влечет RC(^(x, у), у = у,д). 

Предположим, что ф(х, Ъ) не делит X2(/i) для некоторой выпуклой 
L(А)-формулы /i(x) из типа § и любого Ъ G А. Тогда для любого Ь G А 
такого, что ф{х, Ъ) делит /i(AT), формула ф{х, Ъ) делит Xi(fi). 

Более того, для любой выпуклой L(A)-формулы //(#) из типа q такой, 
что //(АО С /i(AT), и для любого Ъ G А такого, что 0(х, Ь) делит //(АГ), 
формула 0(х, Ь) не делит Хг(//) и делит Xi(/ / ) . 

Таким образом, принимая во внимание, что одновременное выполне
ние условий -iRC(0(x, у), у — y,q) и -iRC(0(#, у ) - , у = у, д) обеспечи
вает существование выпуклой формулы ц(х) G q такой, что для любого 
Ъ G А, если 0(х, Ь) делит /i(AT), то 0(х, Ь) не делит X2(/i) и делит Xi(//). 
Последнее в силу WEC(^(x, y),q), (*) и (**) означает выполнение 

(***) ЬС(0(ж, у), y=y,q) или (и) LC(0(x, у)", y= y,q). 
Суммируя (*), (**) и (* * *) получаем утверждение (а) леммы 36. 
Доказательство утверждения (Ь) проводится аналогично. • 
Ввиду нестрогой определимости иррационального типа q в силу лем

мы 36 (а) выполняется LC(i7(x, y\y— y,q) или (и) RC(i7(x, у), у — y,q)-
Если формула у = у не годится в качестве ®(у) из условия (i), то имеем 
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С(Н(х, у), y = y,q). Так как q — определимый тип, по теореме 31 для 
формулы Н(х, у) находим L(M U а)-формулу @(у). • 

§4. Пример D-1-пары моделей слабо 
о-минимальной теории, не являющейся D-парой 

Теорема 37. Существует слабо о-минимальная теория Т с двумя 
моделями М\у -< М такая, что тип tp( a/Мь) неопределим для некоторого 
кортежа элементов а Е М, а модель М^ квазидедекиндово полна в М. 

Доказательство. Сконструируем модель (М, LQ) одновременно с 
доказательством слабой о-минимальности элементарной теории модели 
(М, LQ). Представим элементарную теорию Th((M, LQ)) модели (M,LQ) 
конечным множеством аксиом TQ. Доказательство непротиворечивости, 
полноты и слабой о-минимальности теории TQ разделим на следующие 
этапы доказательств и построений. 

4.1. Аксиомы TQ. ЕСЛИ множество TQ непротиворечиво, то теория, 
выводимая из TQ, UJQ-категорична. 

4.2. Построение модели (М, L), LDLQ, такой, что TQ \~L T := Th(M, L). 
4.3. Доказательство того, что Т допускает сокращение кванторов и 

является слабо о-минимальной. 
4.4. Пример пары моделей (М&, L) -< (М, L) такой, что (М&, М) явля

ется D-1 -парой, но не является .D-парой. 

4.1. Аксиомы То. Если TQ — непротиворечивое множество, то те
ория, выводимая из TQ, UOQ-категорична. 

Зафиксируем язык LQ := {=, Р1, <2 , Е^} для TQ. Дадим список акси
ом из TQ. 

Ак (I). Символ < суть отношение плотного линейного порядка без 
концевых точек. 

Ак (II). Справедлива формула 

VxVy(((P(x)A^P(y))^>y <х) A\fz\fx\fy(P(z)^^E(x,y,z))Y 

А к ( Ш ) . Формула V z (-iP(z) —>> E(x,y,z) есть отношение эквива
лентности по х, у на Р; каждый Ez -класс — непустое выпуклое множе
ство без концевых точек; порядок, приведенный на множестве Ez -классов, 
является плотным; существует минимальный Ez -класс и нет максималь
ного) . 
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Ак (IV). Для любых z, £, х если выполняется Р(х) A ~iP(z) A ̂ P(t) А 
z < £, то каждый Ez-класс из х находится в Ef-классе из х\ каждый 
Et-класс {кроме минимального) не содержит ни минимального Ех-класса, 
ни максимального Ez-класса; и минимальный Et-класс содержит мини
мальный Ez -класс и не содержит максимального Ez -класса. 

Положим 

H2(x,z) := Р(х) A^P(z) АУу((Р(у) Ay < х) -+E(x,y,z)\ 

е2(х, у) := 3 z(-^P(z) А Е{х, у, z) А -пЯ(ж, z)). 

Формула H2(x,z) означает, что х находится в минимальном Дг-классе; 
£2(х,у) означает, что х и у не лежат в минимальном Дг-классе для неко
торого z из -iP. 

Ак (V). Справедлива формула 

УхУу(е2(х, у) о У*(Я(ж, z) ++ H(y, z))). 

Заметим, что аксиомы Ак (V) и Ак (IV) означают, что е2 — это от
ношение эквивалентности на Р. При этом каждый б:-класс представляет 
собой бесконечное выпуклое множество, и множество ^-классов образует 
плотный линейный порядок без концевых точек. Заметим, что каждое 
утверждение может быть записано на языке первого порядка и выведено 
из A K ( I ) - A K ( V ) . 

Ак (VI). Выполняются предложения 

(i) VzVy((e2(z,y) Ax ф у) ^3z(^P(z) А -.Я(я, у, г ))) ; 

(ii) VxVyVz((E(x,y,z)A^H(x,z)) -+3t(t< zAE(x,y,t))\ 

Положим 

£4(х, у; u, v) \— х < у А и < v А е2(х, у) А е2(у, u) A s2(u, v) 

А V z ^ P ( z ) -> (E(x,y,z) о E(u,v,z))y 

Отметим, что £4 — это отношение эквивалентности на упорядоченных 
парах из £2-классов, причем каждый £4-класс определяет разбиение - Р 
на два выпуклых множества без концевых точек (расщепляет - Р ) . Для 
любой упорядоченной пары элементов ai, a<i, лежащих в одном б:2-классе, 
выпуклое множество элементов Ъ Е - Р таких, что ai, a 2 лежат в одном 
£&-классе, определяет «степень близости» ai и а2, и можно сказать, что 
чем больше это выпуклое множество, тем «ближе» а\ и a<i. Кроме того, 
необходимо отметить, для любых а\,ач,аъ £ Р формулы £4(ai, а2,я, аз), 
£4(ai, a2, о>з, х), 64(ai, a2,x, a2), £4(ai, аг, Q>i,x) выпуклы. 
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А к ( V I I ) . Справедливы следующие предложения: 

(i) V U2 V u A (s2 (u2 ,щ) Ащ < щ) 

—» 3 u\ 3 щ 3 щ I /\ui<UjA£2 (u\, U5) 

Л Д E{ui,Uj,uk,ur)\ J; 
l<z<j<A;<r<5 ' / 

(И) V щУ U3V Щ (б:2(^2,^4) Ащ < Щ < щ) 

->3ui Зщ(щ < щ < щ Ae4(u2,U4,ui,U3) 

Ле4(и2,щ,щ,щ)) ; 

(iii) V U2 V гц I (б:2 (г^, гц) Л щ < щ) 

—>* 3 щ 3 г̂ з 3 v!% 3 5(ui < г^ < ^3 < г&з' < гц < г/б) 

Л V и V г/ ( (щ <и<щ/\Щ1 < и' < щ) 

Отметим, что из аксиомы Ак (VII) следует бесконечность каждого 
б:4-класса, плотность расположения упорядоченных пар в одном б:4-классе 
и то, что для любых ai, а2,аз е Р , лежащих в одном £2-классе и удовле
творяющих условию о\ < аз < а2, формулы 

64(ai, аг, х, аг), £4(ai , a2, a i , х), £4(ai , o<i,x, аз), £4(ai, аг, аз, х) 

определяют непустые выпуклые множества без концевых точек. 

А к ( V I I I ) . Выполняется предложение 

У хУ уУ иУ vi [е (х, у) А е (и, v) А х < у А и < v А ^е (х,и)) 

->• 3z(-^P(z) A (E(x,y,z) A-iE(u,v,z)) 

V (E(u,v,z)A^E(x,y,z))>) 

Заметим, что аксиома Ак (VIII) говорит о том, что любые два раз
личных б:2-класса «отделимы» отношением Ez для некоторого z из - iP . 
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А к ( I X ) . Выполняется предложение 

УхУуУи(р(х) AP(u) Ae2(x,y) A^e2(x,u) 

-> 3z(H(u, z) А -лЕ{х, у, z)) V (-^Н(щ z) А Е(х, у, z))\ 

Заметим, что аксиома Ак (IX) говорит о том, что любой элемент из Р , 
не лежащий в данном б:2-классе, «отделяется» от б:2-класса отношения
ми Hz, Ez для некоторого z из - iP . 

П р е д л о ж е н и е 38. Если множество TQ непротиворечиво, то теория, 
выводимая из TQ, UJ-категорична. 

Доказательство. Для каждой модели М теории, выводимой из TQ, 
на объединении множеств всех £2-классов, £ -классов и множества всех 
элементов, удовлетворяющих - iP , можно определить порядок <. Полу
ченный линейный порядок будем называть моделью языка L' — {= ,<} и 
его универсум будем обозначать через А, а саму модель — через (A, L'). 
Для произвольных счетных моделей (Mi, LQ) и (М2, Ро) теории То постро
им изоморфизм g с помощью изоморфизма t между (Ai,Z/) и (A2,Z/) и 
эти два изоморфизма определим одновременно индукцией по n < UJ как 
объединения возрастающих последовательностей частичных изоморфиз
мов. 

Пусть (М, LQ) — произвольная модель теории, выводимой из TQ. 
Положим А := Р(М), В := ^Р(М), С := {{а, а') : а, а' G А,М \= 
е2(а, а1) А а < а ' } . Введем следующую систему обозначений для элементов 
из С: если с— (ai, 02) G С, то с — c(ai, 02) и 1(c) = a i , г (с) = а2. Заметим, 
что для любого c G ( 7 выполняется М |= £2(/(с), г (с)) Л 1(c) < г (с). 

Пусть a G А, с G С. Положим 

с := 6 4(М 2 , c) = {cf G С : М Н е4(с'> с)}, С := { с : с G С1}, 

а:=£2(М,а) = {a7 G А : М |= е2(а',а)}, i : = { a : a G A } . 

Из определений £2 и б: видно, что выполняется 

Vci G C V c 2 G C [ / ( 4 ) = г (а), г = 1,2, 

(ci = с2 ->• Z(ci) = £(с2) = r(ci) = ?(с 2)) 

Определим модель следующим образом: 

(А,Р ' ) := (AU C U B ; = , < ) . 

Пусть a, ai G А; 6, fci G В; с, ci G С. Тогда 
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N^b<\bi <^М\=Ь<ЬЪ 

N\=a<ai^M\= -n£2(a, а\) Л а < а\, 

N \= с<Ь ^М |=#(/(с),г(с),&), 

N ^Ь< с ОМ |=-.£;(/(с), г (с), 6), 

N^a<b ^M^H(a.b), 

N^b<a ^M^^H(a,b), 

N ^c<a <=>M \= 3x(^P(x) AE(l(c),r(c),x) A^H(a,x)Y 

N \= a<c <=>M \= 3x(^P(x) A^E(l(c),r(c),x) AH(a,x)\ 

N \= c< ci & M \=3x(-^P(x)AE(l(ci),r(ci),x) Л ^#(/(с2),г(с2),ж)У 

Из определения s1, £4, Н2 и аксиом Ак (1)-Ак (IX) следует, что поня
тие < определено корректно. 

Заметим, что определение < непосредственно влечет: 

N \= 3< а <̂> 3 6 е В, N \= Ъ<Ь Л&< а, 

N \= а < 3 <̂> 3 6 е В, N \= а<Ь Л 6 < 3, 

7V |= 3< 3i <̂> 3 6 е Б, 7V |= ^i <bAb< 32 . 

Обозначим С/(а) := {cG(7 : /(С) = а}, Сг(а) := {с е С : г (с) = а} . 

Утверждение 39. 
(i)7 Для любых а £ А, с\, с2 е Q(a) есля 7V |= с"i < З2, то г(с{) < г(с2) 

и c(r(ci),r(c2)) = с2. 
(i)7/ Для любых а £ А, с\, с2 е Сг(а) есля А" |= с"i < С2? т 0 ^(ci) < Кс%) 

п c(/(ci),/(c2)) = с2. 
(ii) Системы (А, =, <), (5 , =, <), (С, =, <) суть плотные линейные по

рядки без концевых точек. 
(iii) Отношение < есть отношение плотного линейного порядка на A U 

(7 U £?, и каждое из множеств А, С, В является <-плотным в 
АиСиВ. 

(iv); Для любого a £ А выполняется равенство С/(a) = Cr(a). 
(iv)" Для любого a £ А множество Ci(a) плотно в (—ос, а)дг. 

Доказательство, (i)7 Пусть А" |= Ъ\<Ъ2. Тогда для некоторого Ь$ £ В 
имеем 

М |= £;(a,r(ci),6) A^(a , r (c 2 ) ,&o) и a < r(ci), a < r(c2). 
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Из выпуклости Е(а, М, Ьо) следует, что г{с\) < г(с2). 
Покажем, что 3(r(ci), г(02)) = 32 . Пусть b — элемент из В такой, что 

М \= Е{а, г(с2), fe). Так как любой Е^-класс суть выпуклое множество и 
а < г(с\) < г(с2), имеем М |= E'(r(ci), r(c2), Ь). 

Предположим существование элемента Ъ\ Е В такого, что 

М \= £(r(ci) , r(c2), bi) Л -.Я (а, г(с2), &i). 

Тогда Е(М, a, b\)/\E(M, r(ci), 61) = 0 и, следовательно, r(ci) ^ Е(М, a, &i). 
Последнее в силу Ак (IV) означает, что Е(МУ a, fci) С Е(М, а, Ьо) и &1 < &о-
Так как r(ci) £ £(М, а, 60), по Ак (IV) имеем # (М, r(ci), 61) С £ (М, а, 60). 
Из предположения, что г(02) G Е^М, r(ci), 61), вытекает включение r(c2) G 
^ ( М , r(ci), Ьо)? ч т 0 противоречит выбору feg- Следовательно, для любого 
b £ В имеем 

_М h E(a, r(c2), l ) ) ^ M h E(r(ci), г(с2), 6) 

Пункт (i)ff доказывается аналогично (i / . 
(И) Согласно Ак (I) и Ак (II) заключаем, что (£?,=,<) — плотный 

линейный порядок без концевых точек. Из Ак (1)-Ак (V) следует, что 
(А, =,<) является плотным линейным порядком без концевых точек. По
кажем, что ( С, =,<) удовлетворяет требуемым свойствам. Антирефлек
сивность < в С следует из определений б:4-класса и <. Покажем транзи
тивность. Пусть ci, с2, сз — элементы из (7 такие, что N |= Ъ\ < 32 Л ^2 < Оз-
Тогда существуют 6, fei G В такие, что 

М h £(Z(ci), r(ci), 6) Л -Я(/(с2) , г(с2), 6) Л Я(/(с2), r(c2), &i) 

Л-.^(/(сз),г(с3),б1). 

Из того, что М \= ̂ £(/(с2),г(с2),&) Л £;(/(c2),r(c2),6i), и из Ак (IV) сле
дует, что b < b\. Так как М \= -^( / (сз) , г(сз), &i) Л b < 61, в силу Ак (IV) 
имеем М |= -^E(l{c$), г(сз), Ь). Тогда М |= ^(/(ci) , r(ci), б) означает, что 
А" |= 3i<33. Несимметричность следует из транзитивности и антирефлек
сивности. 

Докажем плотность. Пусть N |= Ъ\ < 32 . Тогда найдется b £ В такой, 
что 

м h Е(i(Cl),г(С1), ъ) л ^Е(1(с2), г(с2), ь). 
По Ак (VI) (Ь) найдется Ь\ < b такой, что М \= E(l{ci), r(ci), b\). 

Тогда согласно Ак (IV) существует а е E(l(ci),M,b) \Е(1(с\),М,Ъ\) 
такой, что а > E(l(ci), M, Ь\). Обозначим через с пару (/(ci),a). Тогда 
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N \= Ъ\ < Ъ. Поскольку М \= E(l(ci),a,b) Л -^( / (сг) , ^(сг), Ь), имеем 
N \= Ъ< ^2-

(iii) Пусть 6, Ъ\ — элементы из Б, М \= b < Ъ\. Из Ак (IV) следует, 
что H(M,bi) \ Н(М,Ъ) Ф 0 . Выберем элемент а е H(M,bi) \ Н(М,Ъ). 
Тогда N \= b<a A a<b\. Для заданного а согласно Ак (VI) (i) существуют 
а\ е s2(M,a), b<i е 5 такие, что М |= -^Е(а,а\,Ъ) Л Е(а, 01,62). Это 
означает, что 

А" |= 6 < 3(a, ai) Л £(а, ai) < 62, 

i?(M, a, 62) С е1{М,а) С Н(М,Ь\) и &2<^ь Последовательно по транзи
тивности получаем А" |= 6 < 3 < fei. 

Рассуждая аналогично, можно заметить, что 

(d, d') р | А ф 0 , (d, й')[\Вф 0 , (d, d') p | С ф 0 

для любых d, df e AU С U В, d<df. 
(iv)' Пусть с — элемент из С/(а). Согласно Ак (VII) существуют а\ и 

а, а\ < а, такие, что 3 = 3(ai ,a) . Таким образом, так как c(ai,a) e Сг(а), 
имеем (7/(а) С Сг(а). Аналогично рассуждая, получаем Сг(а) С (7/(а). 

(iv)7/ Пусть 6i, 62 — элементы из (—ос, а). Тогда А" |= Ъ\ < а Л b<i < a. 
Следовательно, М |= ^H(a,bi) A^i7(a, 62)- Предположим, что &i < 62-
Тогда Е(М, a, 6i) С #(М, а, 62). 

Пусть ai,a2 — элементы из Е^М, а, 62) \ E(M,a,bi) такие, что а2 < 
Е(М, a, fci) < ai. Отсюда заключаем, что 

TV |= bi < 2\ Л bi < £2 Л 3i < 62 Л ^2 < &2 

для с\ — (a, ai) £ Q(a) и С2 = (а2,а) £ Сг(а). Произвольно выбирая 
&i,&2 G 5 , приходим к (iv)7/. П 

Пусть ( M I , L Q ) И (М"2,1/О) — произвольные счетные структуры, удо
влетворяющие То. Пусть (A^i,!/) и (АГ2,Т/) — структуры, построенные 
как объединения соответствующих множеств В{ и множеств классов от
ношений эквивалентностей £2 и £4. Индукцией по п определим последо
вательность частичных изоморфизмов 

дп: (M 1
( n ) ,L 0 )^ (M 2

( n ) ,L 0 ) , 

tn:(N[n\L'0) ->(W<"U'), 
(п) 

таким образом, чтобы фиксировались конечные множества МУ" С Mi, 
(п) 

Щ С А ,̂ выбранные после шага п, и выполнялись следующие условия: 
(Ui) gn-i С #n, tn-\ С *п; #п — биекция, сохраняющая < и Р 1 ; tn -

//-изоморфизм; 
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(U2) tn(d) = #п(я) Д л я любого а Е ^ С Ai; 
(U3) *„(с) = l(g(l(c)),g(r(c))) для любого с е С Г | 4 П ) х ^ • 

Здесь 7 — элемент из Г = {(с*ь 0̂ 2) | OL\,OL<I Е Аг, М |=c*i < с*2 Л £2(c*i, 0^2)}-
Четный шаг гг определяет gn, а нечетный — д"1 . Предположим, что 

модели М\ и M<i имеют фиксированные ттг- и //-нумерации: 

М\ — \vfii | г < a;}, M2 = {т | г < а;}. 

Ш а г гг. Пусть п — четное число. Рассуждение для нечетного п такое 
же, как и для четного. Выбираем элемент с наименьшим ттг-номером из 
М\ \ (А^' U В[п)). Рассмотрим два случая. 

С л у ч а й 1. Пусть ап Е А\ \ А^1 — элемент с наименьшим ттг-номе
ром. Строим множество £2(Mi, an) р| А^1 . Для него выполняется один 
из следующих под случаев: 

l.i. £2(мьа)п4п~1) = 0; 
1.2. \е2(Миа)Г\А^-1)\=1] 

1.3. | б 2 (М1,а )П4 П _ 1 ) | > 2 . 

1.1. Пусть даны два элемента d и d' E Щп такие, что an E (d, d')« 
и (d, d')< р| А^ = 0 , где (•,•)< — интервал по отношению <. Пусть 
tn(a2n) — произвольный элемент из ( i n - i (d) , *n-i(^/))< П ^2- Поскольку 

tn_i — //-изоморфизм, имеем ( i n - i (d) , *n-i(^/))< П^2 = 0-
Пусть tn(an) = а для некоторого a E А^. Возьмем произвольный 

элемент ап Е £2(М2, а) и положим дп(ап) — ап. 
1.2. Пусть cti — элемент из Af* ) такой, что s2(M, an) f] Af* ) = {a^}, 

i < п. 
Допустим, что cti < ап. Пусть d, d1 — элементы из Щп такие, 

что Ъ(щ^ап) Е (d^df)< и (d, dl)< П-^i = 0- Они существуют по 
A K ( V I I I ) , Ак (IX) и по утверждению 39(iii). Заметим, что d' < щ = ап 
или d' = aj, так как Ъ(щ,ап) <Zn — Zi ввиду nn^iv)7 и (iv)7/ утвержде
ния 39. По условию U2 имеем tn_i(d /) <tn_i(a^) = dn-i(ai) — <̂  или 
tn_i(d /) = aj. Тогда по утверждению 39 (iv)7/ множество Г/(о^) является 
плотным в ( t n - i (d) , tn_i(d /))< . Пусть 7 — элемент из (t(d), t(d7)) р|Г/(о^). 
Ясно, что /(7) = о̂ г- Положим tn(an) := 7, SViKi) := г(7), a n := г(т)-

Случай an < â  рассматривается аналогично. 
1.3. Положим 

сп — mm 
< 
i n i c I с = (ап,щ) или c=(a* ,a n ) , a* E A)" \ M ^ £2(ап,щ)\. 

file:///vfii
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Рассмотрим два под случая: 
1.3 а) Существуют а&, aj G А^1 , для которых Z{aklaj) = £п; 
1.3b) Ъп ф ^(a^^aj) для любых а& G А^п , а̂  G А^п . 

1.3 а. Пусть а& < а̂ , сп = (ап, а^). Предположим, что ак <ап< aj < щ. 
Тогда ввиду Ак (VII) и минимальности Ъп имеем 

Ъ(ак,ап) = 2{an,aj) = c(an,a^) = c(afc,%). 

Отсюда можно предположить, что ап G (а&, а̂ )« и (а&, а̂ ) П^-i = ®-
Аналогично, используя Ак (VII) и минимальность Зп, получаем три 

случая: 

(1) ап G K,aj), ( a^a^ f l^ i = 0; 
(2) ап < a*, (an, a*) f| Af 1} = 0; 
(3) aj < an, (a ,̂ an) C\Ai = 0 -
(1) Пусть ai — gn-i(a>i), oy = 9n-i(o>j)- Находим внешний an G (a ,̂ aj) 

такой, что 7(a^an) = 7(<2n?Qy) = 7(с*г,ау)- Существование такого ап 
следует из AK(VII) . ПОЛОЖИМ gn(an) := ап. 

(2) Находим внешний ап < OL{ такой, что 7(ап>< г̂) = ^{OL^OLJ) = 

y(an,aj). Существование такого ап вытекает из аксиомы AK(VII) . ПОЛО
ЖИМ дп(ап) := ап. 

(3) Рассуждаем аналогично (2). 
Заметим, что в случаях (1)-(3) имеем 

N(n-1) = („) 
, так как Л.п — а̂ , 

^(an^aj) = 7:(ai,aj) и для любых as G А^1 из минимальности ^n сле
дует, что Ъ(ап,а8) = 7z(ai,as) или Ъ(а8,ап) = 7z(as,aj) на основании 
пи. (i)', (i)" утверждения 39. 

1.3b. Рассмотрим случай, когда ап < а{ и Ъп = £(an,a^), г < п, 
аг G 4 П _ 1 ) -

Из пп. (i)', (i)" утверждения 39 и минимальности Зп следует, что 
\fj <nU'c(aj,an) = ^c(aj,ai) или d(an,aj) = c(an,a*)) 

и (а п ,а^)п4 П _ 1 ) = ^ 

Пусть с/, с/7 — элементы из А }̂п такие, что 3(an, щ) G (с/, d7)< и (с/, d7)< П 
7V|n — 0. Существование таких d, d' вытекает из ограниченности А^ . 
Заметим, что d1' < щ. Тогда tn-i(df) < £n-i(^z) — dn-i(ai) — < .̂ Следова
тельно, Гг(< г̂) плотно в (t(d),t(df)). 

Положим ап := /(7)- Предположим, что t(b(an,aj)) = 7 = j(&rnai), 
д(ап) = aTl *n-
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С л у ч а й 2. Пусть Ъп Е Bi\B± — элемент с наименьшим т-номе-
ром, элементы d, d' Е Щп таковы, что bn E (rf, d7)<, (d, d7) PliV}n = 0 . 
Рассмотрим интервал ( tn- i (^)^n-i(^ /))<- Так как tn-\ — частичный 
^-изоморфизм, имеем (tn-i(d),tn-i(df))< П Щп ) = 0 . Итак, /Зп — 
произвольный элемент из (t(d),t(d /)) П £?2- Предположим, что tn(bn) = 
flVi(M = /V 

Вернемся к доказательству предложения 38. Для любых элементов 
d E Nf~ и е Е м } п ~ определим *n(d) = in_i(d) и gn(e) = flVi-i(e). 
Из определения и выбора элементов gn(an), 9n{bn), tn(^(an^ai))^ tni^n), 
tn(bn) следует, что gn, tn удовлетворяют условиям U1-U3. Таким образом, 
по условию Ui имеем 

9 (J gn: (МЪ=,<,Р1) -> (М2,=,<,Рг), 
Tl<UJ 

t=\Jtn: (N1,=,<)^(N2,=,<), 
П<Ш 

g — LQ-изоморфизм, t — Z/-изоморфизм, где LQ = {=, <, Pi}. 
Докажем, что g — LQ-изоморфизм. Пусть a, a' E A\, b E B\. Тогда 

Mi \=Е(а,а',Ъ) А a < a 

<^> N1 \= Ъ(а,а') <b 

^ N 2 ^t(c(a,af))<g(b) 

^^ N2 \= j(g(a),g(a!)) <g(b) по условию U$ 

«=*• M2 h E(g(a),g(a'),g(b))Ag(a) < g(af). 

Таким образом, M\ |= E(a,a,b) ^^ M2 \= E(g(a),g(a),g(b)). П 

Прямым следствием из доказательства предложения 38 является 

Утверждение 40. Предположим, что TQ — непротиворечивое мно
жество. Пусть М — модель теории, выводимой из TQ . Тогда любое ирра
циональное сечение (В\, В2) в (В, <) является М-определимым в (М, LQ) 
тогда и только тогда, когда выполняется За Е Р(М)(В\ < а < В2) или 
3 a b a 2 E P(M)(Bi<c(ai,a2)<B2). 

4.2. Построим модель (М, L) такую, что L D LQ И TQ \~L T := 
Th(M,L). Пусть дан язык L := {=, Р\ <2 , Е3, Я 2 , б2, б4, S4, S3}, М := 
К U Q, где Q — множество рациональных чисел и множество К опреде
ляется по индукции. 
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Построение К. Пусть R — множество всех вещественных чисел, / := 
{С | С С К, (7 П Q = 0 , С счетное и плотное в К } , J — подмножество 
множества / такое, что для любых С\ ф С 2 G J имеем С\ П С 2 = 0 и 
\J\ > и. Пусть 

S := | а | а= (.. . , аь,... )ье<?> (V& G <Q/, а& G 

С Q, то выполняется 3 е G M \ Q, У be <Q>(& < e ->• 6 G <Q/) ] если 

— множество всех (Ц)- последовательностей из рациональных номеров и 

2<CJ := {г I Зп<и, г = (т(1) , . . . ,т(п)) , Vi( l < г < п), т(г) G {0,1}}. 

Строим i^ со следующими условиями. 
(Zi) К = {Jn<u Kn cS,Knn Kn+l = 0 , \Кп\ = и. 
{Z'l) Функция д: Кп —> (M\Q) n + 1 такова, что для любого d G Кп если 

9(d) = (go(d),...,gn(d)), то #0(d) > 9i(d) > ••• > flVi(d). 
(Z3) Функция С: К —>> J (положим C(d) := С</) такова, что Сс/1 ^ С</2 

для любых d\ ф d2 £ К. 
Зафиксируем произвольный элемент а = (.. . , а&,... )^GQ ИЗ £• 

Ш а г 0. Фиксируем произвольный элемент Со G J. Для любого 
7 G Со пусть а7 = (... , а^,... )beQ, &<7 — элемент из 5 такой, что aj = â  
для всех b G Q (Ъ < 7)- Положим KQ •= {а7 | 7 £ Со}? #о(а7) : = 7? 
Р(«7) := (7)-

Ш а г п + 1. Для любых d е К„, 7 £ Q (т < 9n(d)), т е 2<ш 

определим сПт : = ( . . . , <î r . . . )beQ, b<g0(d) следующим образом: 

Vbe 
/ ( т ) (-i)'-(O 

(7<b<g0(d)^(fb
T = db)A ( Ь < 7 = » У = 4 + Х ) ( П + 2)»-

г=1 

Таким образом, 

К и + 1 := {еГт | с? е К„, 7 e Q , 7 < 9n{d), т е 2 < ш } , <г(сГт) := (^(d),7) . 

Так как |КИ| = | \JdeKn Cd\ = \2<ш\ = со, имеем \Kn+i\ = ш. 
Поскольку \J\ > и, можно определить С: Кп+\ —>• J. Заметим, что 

Vc,d е K,VbeQ [(& < g0(d) = д0(с) Adb = cb) 

=> V6' e Q(6 < 6' < ро(^) => db, = ch<) 
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Определение модели (М, L). Пусть d, с, е, / , b 
гда справедливы следующие эквивалентности: 

М ^p1(d)^^deK 

М \=d<2 с <=> ({d, c}cQAd<c)y(deQAceK) 

элементы из М. То-

V l{d, с} С К 

Л [go(d) <go(c) 

V (go(d) = g0(c) А Зх е R\ Q А ЗЬ' 

е Q | V <X < g0{d) AV6 

е Q([x < Ь < g0(d) => сь = db] 

А \Ъ' < Ь < х =Ф db < cb] j J 

M \= E3(c,d,b)^^{c,d}cKAbeQ 

A[b> max{g0(d),go(c)} V (b < g0(d) = go(c) Л cb = db)j 

M ^H2(d,b) ^^deK AbeQAgo(d) <b 

M \= s2(c, d) ^^ {c, d} С К A g0(c) = g0{d) 

M \= e4(d, c, e, / ) <==> {d, e, с, / } С К А 3 n < ш, 

gn(d) = gn{c) = gn(e) = gn(f) Agn+1(d) ф gn+1(c) A gn+1(e) ф gn+i(f), 

3xeR\Q,3b' e b' <x < gn(d) AVbeQ 

([x < b < gn(d) => (cb = db A eb = fb)] 

A [b1 < b < x => (db < cb A eb < /6)]) 
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М \= Sf(d, с, е, / ) « R с, е, / } С К 

Л go(d) = 00(c) Л яо(е) = Ы Я Л ЗЪ е Q(db = съ А еь ф fb) Л 3 х е R \ 

Л З & ' е 

лЗ&'е 

Ь' < х < go(d) AVb eQ([x <b < g0(d) =^> cb = db] 

Л [6 '<6<Ж => <4<Q>]) Л 3 xeR \ 

У < х < д0(е) AVbeQ([x<b< g0(e) =*• еъ = fb] 

Л [b < b < х => еъ < fh]) 

M\=Sl(d,c,f)^{d,c,f}cKAg0(d) 

' = 9о(с) A (g0(d) > g0(f) ^3beQ(b< g0(f) A db = сь)) Л 3 x G E \ 

Л З & ' е b' < x < go(d) AVb e<Q)([x <b < g0(d) =^> cb = db] 

A \b' < b < x => db < cb] J 

Заметим, что отношения e2,e , Sf, S^, H2 определены в (M,=, P1, 
<2,E3) и (M,L0) \= A K ( I ) - A K ( I X ) . 

Пусть а,ах,а2,аз — элементы из Р(М), N — модель из предложе
ния 38. Тогда справедливы следующие условия: 

F1) [М \= S3(ai, а2, а) ^ ^ N \= c(ai , 0,2) < а ] ; 
F2) [М \= 54(а, ai, a2, a3) ^^ N \= £(a, a\) < £(a2, аз)]; 
F3) [M |= ->6:2(ai, a2) Л a\ < a2 ^=> N \= ai < a2]. 
4.3. Докажем, что Т допускает сокращение кванторов и является 

слабо о-минимальной. 
Предложение 41. ТеорияT=Th((M, L)) и-категорична, конечно ак

сиоматизируема, допускает сокращение кванторов и слабо о-минимальна. 
Доказательство. Пусть М — счетная модель теории Т. Пусть Ai С 

Р(М), Bi С -iP(M), г = 1,2, такие, что множество (А\ U Pi) конечно и 
(ALU-BI,L) = (A2UP2,^)- Введение Р2,б:2,г4, 5 3 , 5 4 позволяет определять 
конечные I/-структуры (Л^(^г UBj) ,= <) и I/-изоморфизм 

*: ( iV(AiU5i) ,=,<) - • (ЛГ(Л2иБ2),=,<) 
так, что £ удовлетворяет условию U2 из предложения 38. 
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Действительно, пусть а, ах,а2,аз — элементы из А, Ъ Е 5 . Тогда а 
определено при помощи £2; 3(а, а\) — при помощи е\ £2, <2; а и 6 <-срав-
нимы с помощью Н2] а и 3(ai, аг) — <-сравнимы с помощью 5 3 (см. F1); 
6 и 3(ai, аг) — помощью Е1 ; ^(а, а\) и 3(а2, аз) — с помощью S (см. F2); 
ai и а2 — с помощью £2, <2 (см. F3). 

Используя метод доказательства предложения 38, можно расширить 
изоморфизм между (А\ U В\,Ь) и (Л2 U B<i,V) до автоморфизма (М, L). 
Это означает, что Т допускает сокращение кванторов [10]. В силу того, что 
теория Т из -категорична (предложение 38) и допускает сокращение кван
торов, слабая о-минимальность теории Т будет следовать из выпуклости 
атомных 1-формул с параметрами (в данной ситуации любая 1-формула, 
определимая конечным множеством параметров из (АиВ), является буле
вой комбинацией (A U В)-определимых атомных 1-формул). Выпуклость 
атомных 1-формул вида 

х < а(Ь), а(Ъ) < х, Р(х), Д"(х, Ь), H(a,y), Е(х,а, 6), Р(а, х,6), 

E{ai,d2,y), £2(х,а), £2(а, х), £4(х, а\, а2, аз), £4(ai,x, а2, а3), 

б: (ai,a2,x, аз), б: (ai, а2, аз, х), 53(х, ai, аг), 53(ai,x, аг), £3(ai, а2,ж), 

S (ж, а1,а2,аз), 5 (ai,x, а2,аз), 5 (ai, а2,х, аз), 5 (ах,а2,аз,х) 

следует из Ак (1)-Ак (IX), свойств линейного порядка < на N. В самом 
деле, пусть а±, ai, а7/, а2, аз — элементы из Р(М) такие, что 

М \= S3(a[,a2, аз) Л 53(ai, а2, а3) Л а'х < ai < a7/. 

Тогда по F1 имеем TV |= 3(a/
1, a2, аз) < аз Л 3(а/

1
/,а2) < аз- Так как а[ < 

а\ < а", из определения £4 и < следует, что 

TV |=f ^(ai,a2) < 3(ai,a2) V 'с(а/
1,а2) = £(a i ,a2n 

Л I 3(ai,a2) < 'c(a//,a2) V 3(ai,a2) = ^(a", аг) J. 

Отсюда, в силу транзитивности < заключаем, что TV |= 'c(ai, аг)< аз- Тогда 
по F1 имеем М \= 53(ai, а2, аз), что означает выпуклость 53(х, а2, аз). 
Аналогично проверяется выпуклость всех атомных 1-формул вида 5 3 , 5 4 

(выпуклость остальных атомных 1-формул является непосредственным 
следствием определений и аксиом). • 

4.4. Пример пары моделей (М&, L) -< (M, L) такой, что (М&, М) явля
ется D-1 -парой, но не является .D-парой. 

Пусть (М, L) — модель из п. 4.2, Ъ — произвольный элемент из Q (т. е. 
-iP(M)). Обозначим через Qb множество {х G Q | х < Ь}, через i ^ — мно
жество Ub'<6 Н{М, Ь'), через М^ — Q& U К&. Легко увидеть, что (М&, L) — 
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подмодель модели (М, L). Так как Th(M) допускает сокращение кванто
ров, имеем (Mft,L) -< (М, L). 

Утверждение 42. Пусть d\ ф d<i — элементы из Р(М) \ М^ такие, 
что существует п < из, для которого п > 0,gn(di) = gn(d2) < b. Тогда 
тип tp(did2/Mb) неопределим. 

Доказательство. Согласно аксиоме Ак (VII) формула E(di,d2,x) 
определяется по некоторому иррациональному сечению (£?i,i?2) в (Q, <) 
и по условию gn(di) = gn{d2) < b, В\ < Ъ. Тогда иррациональное сечение 
уВ\, {Въ П {b}^) U Р(Мъ)) неопределимо в (M&,L) по утверждению 40 
и условию (Z%) из конструкции К в п. 4.2. Пусть р Е Si(M&) — един
ственный 1-тип, который расширяет сечение ( В\, [В^ П {6}^т) U Р{М^)\. 
Заметим, что по предложению 26 имеем р 1У tp(di/M^), так как р — ир
рациональный тип и tp(di/M&) — квазирациональный тип. Пусть § := 
tp(d2/Mb U di), У Е Si(Mb U di), р С р7. Имеем dicfe /™ Р и, следова
тельно, q JLW р', так как р(М) = р'(М). Отметим, что р' — иррациональ
ный тип, который определяется сечением. Следовательно, р' — неопре
делимый тип. Тогда из предложения 22 следует, что таковым является и 
тип q. Отсюда tp(did2/-&/&) — неопределимый тип. Последнее означает, 
что (Мь,М) не является D-парой. • 

Заметим, что (M&,L) — квазидедекиндово полная модель в (М, L), 
так как Р(М) \ Р(МЪ) > Р(МЬ), ^Р(М) \ ^Р(МЪ) > ^Р(МЬ). Таким 
образом, из утверждения 42 следует теорема 37. • 

В заключение, автор выражает благодарность Е. А. Палютину за упро
щение формулировки и доказательства теоремы 31, В. В. Вербовскому и 
Б. Ш. Кулпешову за полезные обсуждения примера, обосновывающего те
орему 37, и оказанную помощь в оформлении данной статьи. 
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